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ZdA

AliliE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES ÜBEESETZtrSTGSBECHTS, VOBBBHALTEN.



VorAvort

Der erste Band dieses Werkes will eine systematische Entwicklung

der Funktionentheorie auf Grundlajre der Infinitesimalrechnung und in

engster Fühlung mit der Geometrie und der mathematischen Physik

geben. Die eigentlichen Entwicklungen beginnen erst mit dem zweiten

Abschnitte, Kap. 6, S. 179, und behandeln in Kap. G und 7 vor-

nehmlich Funktionen, welche in einem gegebenen Bereiche der Zahlen-

ebene eindeutig und mit einer Ableitung versehen sind. Dabei werden

auch die elementaren Funktionen für komplexe Werte des Arguments,

sowie die linearen Transformationen einer komplexen Veränderlichen

besprochen. Daß die konforme Abbildung gleich von vornherein in

den Vordergrund gerückt wird, braucht wohl kaum erwähnt zu werden.

Hierauf wird der Cauchysche Integralsatz eingeführt, woran sich dann

jener Zyklus von Lehrsätzen anknüpft, welche das natürliche Fundament

für die Funktionentheorie bilden. Der hier behandelte Stoff umfaßt u. a.

die Weierstraßschen Reihensätze, während die rationalen Funktionen

auf ihre funktionentheoretischen Eigenschaften hin untersucht werden.

Kapitel 8 ist der Theorie der mehrdeutigen Funktionen gewidmet

und bringt die Riemannschen Flächen in geometrischer Behandlungs-

weise, also unter ausgiebigem Gebrauche der konformen Abbildung.

Mit dem 9. Kapitel über analytische Fortsetzung wird dann ein be-

stimmter Abschluß für die Grundlagen der Funktionentheorie erreicht.

Hierauf folgen Anwendungen der Theorie auf periodische Funk-

tionen, sowie eine Besprechung der Reihen- und Prodnktentwicklungen,

nebst einem Kapitel über die elementaren Funktionen vom Stand-

punkte der Funktioneutheorie. Der Band schließt mit einer inde-

pendenten Behandlung des logarithmischen Potentials, wobei der

Gesichtspunkt maßgebend ist, daß die ganze Funktionentheorie aucli

auf dieser Grundlage, also ohne jeglichen Bezug auf das Vorher-

gehende, entwickelt werden kann. Die Theorie der analytischen

Funktionen mehrerer Veränderlichen, sowie diejenige der bestimmten

Integrale konnten in diesen Band nicht mehr aufgenommen werden.



IV Vorwort.

Wie man sieht^ bildet die Infinitesimalrechnung nebst einem Teile

der Mengenlehre das Substrat für die analytischen Entwicklungen. An

strengen Behandlungen dieses Teiles der Analysis hat es zwar seit

einer Reihe von Jahren nicht gefehlt. Indessen erscheint dabei häutig

die reelle Funktionentheo rie als Selbstzweck, so daß die Definitionen

und Sätze weiter gefaßt werden, als für die komplexe Funktionen-

theorie erforderlich ist, während die Methoden erst aus £- Beweisen

herausgelesen werden müssen. Nun habe ich vor allen Dingen eine

Darlegung der komplexen Funktionentheorie geben wollen, welche

sich auch zum ersten Studium derselben eignet und überdies sich

unmittelbar an die Infinitesimalrechnung anschließt. Darum hielt ich

es für angebracht, in den einleitenden Kapiteln des Werkes die

grundlegenden Sätze jenes Teiles der reellen Analysis in möglichst

einfacher Formulierung zusammenzustellen, sowie die gebräuchlichen

Beweismethoden der modernen Analysis mit aller Klarheit auseinander

zu setzen. Im übrigen enthält Kap. 5 spezielle Untersuchungen über

Punktmengen, welche für eine einwandfreie Entwicklung der Theorie

unentbehrlich sind.

Indem ich mir jetzt auf Einzelheiten näher einzugehen gestatte.

will ich zunächst die geometrischen Methoden zur Behandlung der

gleichmäßigen Konvergenz im Falle reeller Funktionen (Kap. 3) er-

wähnen. Durch die geometrische Anschauung vermöge Kurven nebst

dem zugehörigen Flächeninhalte und der Tangentenrichtung derselben

gewinnt man eine wertvolle Einsicht in das Wesen der doppelten

Grenzübergänge, deren genaue Kenntnis für ein gründliches Ver-

ständnis der Analysis doch unerläßlich ist.

In Kapitel 7 werden die Weierstraßschen Reihensätze vermöge

eines Satzes von Morera behandelt, wodurch die Beweise wesentlich

vereinfacht w^erden. Aber auch die Sätze selbst gewinnen an Deut-

lichkeit durch das Ab.streifen des Nebensächlichen, welches in der

häufigen Erwähnung von Potenzreihen besteht. In der Tat beziehen

sich die wichtigsten unter diesen Sätzen vor allen Dingen aui Funliioncn.

Daß diese Funktionen gerade nach dem TaylorscJien Lehrsätze ent-

wickelbar sind, ist hier belanglos. Was übrigens die Potenzreihen

anbetrifft, so hätte ich viel weiter gehen können. Es ist vielleicht

nicht allgemein bekannt, daß die Taylor sehe Reihenentwicklung für

die Begründung der Funktionentheorie durchaus entbehrlich ist, die

Beweise gestalten sich sogar einfacher, wenn man sich bloß des Ana-

logons des Mittelwertsatzes in der Differentialrechnung (Kap. 7, § 7)



Vorwort. V

bcHÜent. Doch darf mau aus praktischen Gründen jene Reihe nichf

zu sehr verdräu()jen, denn sie dient dem Anfänger zur l^bung, damit

er lernt, überhaupt mit Reihen umzugehen.

Für die Erläuterung der Riemanusclien Flächen in Kap. .S war

die Darstellung bei Klein in seiner Leipziger Vorlesung vom .lahre

1S81 82 vorbildlich, wozu noch ein Satz von Darboux über kon-

forme Abbildung im Großen (Kap. 8, § 5) in ergänzender Weise her-

zutritt. Die Theorie der analytischen Fortsetzung (Kap. 9) habe ich

eingehender behandelt, als wohl gewöhnlich geschieht, weil sich- da

eine Menge von Fragen befindet, welche man mit größerer Sorgfalt

erörtern müßte, wenn sich die Theorie auch an dieser Stelle ihres

sonstigen hohen Niveaus von Strenge erfreuen soll. Im übrigen sind

die Entwicklungen von Kap. 5, §§ o— 10 aus dem nämlichen Grunde

von Nöten.

Unter den frühesten Anwendungen der Cauchy sehen Theorie

findet sich die Liouvillesche Vorlesung vom Jahre 1847 über doppelt-

periodische Funktionen. Und in der Tat kann man auch heute nicht

besser tun, als dieser Funktionsklasse zwecks Erläuteruncr der Theorie

eine ausführliche Besprechung zu widmen. Hiermit wird nebenbei

der Weg zum Studium der automorphen Funktionen gebahnt.

Man pflegt wohl die elementaren Funktionen von der Arithmetik

und der Geometrie aus zu erklären. Viel einfacher und interessanter

gestaltet sich indessen die Theorie dieser Funktionen, wenn man den

Logarithmus, durch ein Integral definiert, zu Grunde legt, um dann

die Potenzen und die Exponentialfunktion auf diese Funktion zu

gründen. Will man andererseits die trigonometrischen Funktionen

analytisch behandeln, so bildet hier die lineare Difi'erentialgleichung

für den einfachsten Fall von Schwingungen (einfache harmonische

Bewegung) das natürliche Fundament. Beide Gedanken sind nicht

neu. Es handelt sich um eine einfache und systematische Durch-

führung derselben.

Was die Literatur anbetrifft, so verweise ich auf meinen Bericht:

„Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen a) einer und

b) mehrerer komplexen Größen", Emyldopädie der mafheniafisclicii

Wissenschaften, II B 1. Im Texte habe ich nur einige wenige Zitate

auf die grundlegenden Arbeiten der Theorie, sowie Nachweise auf

spezielle, im genannten Artikel nicht erwähnte Untersuchungen auf-

genommen. Auf Vollständigkeit machen diese Zitate keinen Anspruch.

Die Anordnung des Stoffes ist eine logisch systematische. Sie

ist aber nicht die einzigste, welche sich zur Einführuntj in die Funk-



VI Vorwort.

tionentheorie bietet. So kaim man beispielsweise, wie Hr. Klein es

gemacht hat. mit den Riemannschen Flächen anfangen und dann

nach kurzer Besprechung der C au chy sehen Integralsätze zu den

Integralen auf Riemannschen Flächen (Ab eischen Integralen) über-

gehen. Diese Disposition des Stoffes hat den Vorteil, daß die schwie-

rigeren Teile der Analysis so hinausgeschoben werden, der Studierende

beginnt mit Betrachtungen, welche sich mehr an die Geometrie als

an die Analysis anlehnen. Noch einen anderen Gang findet man bei

den Franzosen, man vergleiche etwa den Cours d'analyse von Humbert.

Den Herren Dr. W. H. Roever und Dunham Jackson, welche

mir bei der Herstellung eines Teiles der Figuren geholfen haben,

sage ich herzlichen Dank. Auch der Verlagsbuchhandlung danke ich

aufs beste für die Sorgfalt in der Ausstattung und für ihr bereitwilliges

Eingehen auf meine Wünsche.

Cambridge, Massachusetts, im September 1906.
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Erster Abschnitt.

i her die Sätze und Methoden der Theorie der Funktionen

reeller Vercänderlichen. Mengenlehre."")

Erstes Kapitel.

^'(Hl (Ion Griuulbegriflfeu der Diifereiitial- und Integ^ralrcclinnu^.

§ 1. Begriff der Funktion.

Xach Dirichlet**) heißt f{x) eine Fintltion von x, wenn jeüem

einem Intervalle***) a <. x -^h zugehörigen Werte von x ein zweiter

Wert f{x] nach einem bestimmten Gesetze zugeordnet ist. Hierbei

werden beide Werte x und f{x) zunächst als reell vorausgesetzt, f

)

*) Die nachfolgenden Kapitel 1—4 setzen die Kenntnis der Ditferential-

und Integralrechnung, wie sie in einleitenden Vorlesungen behandelt wird, voraus

und bezwecken die Begriffe dieser Disziplin zu vertiefen, sowie diejenigen Auf-

fassungsweisen und Methoden darzulegen, welche die moderne Funktionentheorie

im Anschlüsse daran ausgebildet hat und deren sie sich prinzipiell bedient.

Dagegen enthält das 5. Kapitel außer einer allgemeinen Einleitung in die

Mengenlehre spezielle Untersuchungen über die Arithmetisierung gewisser Sätze

aus der Analysis situs, welche nur Interesse für den Spezialisten bieten und
bei einem ersten Studium der Funktionentheorie übergangen werden sollen.

**_) Wegen des Entstehens des Funktionsbegi-iffs vergl. man Emyklopndie

(kr mathematischen Wissenschaften, Pringsheim, II A 1, § 1— 3.

***^ Die Endpunkte a und b brauchen nicht zum Intervalle zu gehören; im

übrigen darf sich das Intervall ins Unendliche erstrecken.

t) Die Gesamtheit der Wertepaare {x, y) bildet das Substrat für den

Begritf der Funktion, ja, man kann sogar diese Menge geradezu als die Funktion

f{xj auffassen. Arithmetisch erhält man hierdurch ein Äquivalent für die Kurve,

welche die Funktion geometrisch vorstellt. Sobald man aber beginnt mit der

Funktion zu operieren (diese etwa zu differentiieren oder eine Funktioual-

gleichung für sie aufzustellen), so ist es die zweite der beiden Zahlen im Paare

{X, y), — die sogenannte abhängige Vai-iabele, — welche man unter dem
Symbol f xj versteht. Insbesondere hat fix) in einer Formel meistenteils die

zweite Bedeutung. Dagegen hat f(x) die erste Bedeutung, wenn wir von einer

stetigen Funktion oder im Falle komplexer Funktionen von komplexen Veränder-

lichen mit Weierstraß von einer monogenen analytischen Funktion sprechen.

Osgood, Fuuktionentheorie. I. 1



I. 1. Von den Gnindbegriffen der Differential- und Integralrechuuncr.

In der elementareu Analysis geschieht eine derartige Ziiordnimg ineist

auf Grund einer expliziten Formel; z. B.

fix) = fr — x\

fix) = Vx,

fix) = log sin X,

— CO < ä; < cx);

^ a; < oü

;

2n:t<x<i2n + 1).t.*)

Doch ist der Begriff der Funktion völlig unabhängig von der Möglich-

keit einer solchen Darstellung, wie durch folgende Beispiele erläutert

werden soll.

u) Im Intervalle ^x^2 sei

fix) = ax, wenn O^jt'^l;

f{x) = 2a — ax, wenn 1 < j^'^ 2

.

Außerhalb dieses Intervalls wird

die Funktion nicht erklärt; sie existiert also dort nicht.

ß) Im Intervalle

— oü < a; < oü sei /'(.t-)

gleich der algebraisch

größten ganzen Zahl, die

X nicht übertrifft. Vergl.

Fig. 2.

y) Im Intervalle

— cxD < a; < cxD sei

f(x) = 0, wenn x eine

rationale Zahl^

fix) = 1, Avenn x eine

irrationale Zahl

ist. —
Den Funktionsbegriff dehnt mau noch auf den Fall aus, wo

der Bereich der Werte, welche x annehmen darf, nicht aus einer

stetigen Folge, sondern aus einer beliebigen Punktmenge (vergl. § •'^
i

besteht. So ist z. B. n\, wo n eine natürliche Zahl bedeutet, als eine

Funktion von n aufzufassen.

In ähnlicher Weise wird auch eine Funktion mehrerer Veränder-

lichen definiert. Ist beispielsweise S ein beliebiger Bereich der ix, y)-

Ebene und ordnet man jedem Punkte von *S' einen bestimmten Wert



§ '2. (jirenzwert. ;J

/(.r, //) zu, so entsteht eine Funktion der beiden unaliliiiiiL;iL''t ii V;iri;i

belen x, y.

Endlieh kann man jedem Punkte des Intervalls resp. des Bereiches

nicht bloß einen, sondern mehrere Werte zuordnen, doch geschieht

das in der Praxis meist so, daß sich diese Werte zu einer Reihe ein-

deutiger Funktionen zusammenfassen lassen. Beispiel:

t\x) = ± i/o-"- A--.

Hier bilden die dem oberen Vorzeichen entsprechenden Werte eine im

Intervalle — a < x < a eindeutige Funktion

:

f,{x)^ya'-x\

während die übrioren Werte eine zweite derartige Funktion:

f^(£) = ^ya^_x-

ausmachen, und man denkt sich die mehrdeutige Funktion als den

Inbegriff der beiden eindeutigen Funktionen t\(x) und f^ipc). Näheres

hierüber findet sich in § 10.

Auf einen wesentlichen Unterschied der Auffassung der Funk-

tion in der niederen Analysis und in der modernen Funktionen-

theorie wollen Avir doch noch aufmerksam machen. Während man
dort, wie vorhin schon bemerkt, gewohnt ist, von einer bestimmten

Formel auszugehen und das Intervall bezw. den Bereich, in welchem

die Funktion erklärt wird, erst hinterher zu bestimmen, wird jetzt

der Definitionsbereich geradezu an die Spitze gestellt: erst kommt
der Spielraum für die unabhängigen Variabelen, dann das Gesetz,

wonach den Punkten dieses Bereiches Werte zuerteilt werden.*)

§ 2. Grenzwert.

Sei fix) in jedem Punkte eines den Punkt x = a im Innern ent-

haltenden Intervalls, höchstens mit Ausnahme des Punktes x = a

selbst, eindeutig erklärt. Stellt man sich /(,/) als einen geometrischen

Ort vor, indem man
y - f(.x)

sf-tzt und die entsprechende Kurve zeichnet, so sogt man, f^x) luihnt

*) Es fehlt allerdings auch nicht an Beispielen aus der nieilereu Analysis.

wo die gegenwärtige Auffassung geboten ist. So führen insbesondere viele aus der

Praxis entnommene Aufgaben über Maxima und Minima in der Differentialrech-

nung schon von selbst dazu, erst ein bestimmte.-- Intervall für die unabhängigen

Variabelen ins Auge zu fassen. Was dann außerhalb dieses Intervalls passiert,

ist ja belanglos.

1*



I, 1. Von den Grundbegriffen der Differential- und Integralrechnung.

sich einem Grenzwerte h, falls der Punkt (x, y) einem Grenzpunkte

[a, h) zustrebt, wenn x a.n a heranrückt. Diesen Begriff des Grenz-

übergangs wollen wir jetzt in verschärfter arithmetischer P'orra, wie

folgt, erklären: f(x) nähert sich einem Grenzwerte h, wenn x der

Grenze a zustrebt, falls es möglich ist, jeder noch so kleinen posi-

tiven Größe £ eine zweite positive Größe d zuzuordnen, derart daß

\b-f(x)\<£
bleibt, wenn nur

0<\x — a<d
ist. Man schreibt dann*j

lim f{x) = h.

X = a

Geometrisch wird der Inhalt dieser Definition durch die bei-

arefüffte Figur veranschaulicht. Nachdem nämlich zuerst ein beliebig

schmaler Streifen durch die Ge-
t/ -JiX)

raden y = h -{- £, 11 = h — £ ab-

o-et?reuzt ist, muß es dann stets

möglich sein, einen zweiten Strei-

fen durch zwei Gerade x = a — d,

X =- a -\- d, d > 0, so zu be-

stimmen, daß sich alle Punkte

(x,y), wo y = f(x) und x -^ a

ist, welche im zweiten Streifen

liegen, auch im ersten Streifen und also in dem den beiden Streifen

gemeinsamen Rechteck befinden.

Beispiel. Sei

f{x) = X-, wenn a;=j=0 eine rationale Zahl,

=

—

x'-, „ X „ irrationale „ ,

= 1, „ x=
ist. Dann ist

lim /(.rj = 0.
x =

Dem verallgemeinerten Funktionsbe-

griflfe entsprechend läßt der Gi-enzbegrifi"

ebenfalls eine Erweiterung zu, indem man

nur verlangt, daß fix) für einen Teil der

in der IJmo-ebuno- der Stelle x = a gelegenen Punkte erklärt sei.

Wesentlich ist aber dabei, daß die Relation \h — f(x)\ <C s für jeden

Fig. 4.

*) Diese Bezeichnung wird in der Mathematik in einem doppelten Sinne

gebraucht und zwar a) um anzudeuten, daß die Funktion f(x), von der man



>j "2. (Jreu/Avert. f)

der Werte von x gelten soU^ für welchen f(x) definiert ist und welcher

zugleich an die Ungleichung <, \x — a\ < d geknüpft ist.

Bisweilen will man die Veränderliche x iiuf eine bestimmte

Seite der Stelle x = a beschränken. Ist das die Seite .r > a und nähert

sich fix) dann dem Grenzwert h^, so schreibt man

lim f(x) = &i

;

und in ähnlicher Weise, falls x <C a bleiben soll,

lim f(x) = &2-
.r = a—

Beim unbeschränkten Grenzübergang lim x = a nähert sich f[x) einem

Grenzwert dann und nur dann, wenn h^ = h^ ist. — Ebenso schreibt

lim fix) = &"•", h~

,

wenn neben der Relation
lim f{x) = h
x = a

noch die Bedingung f(x)^h, ^h für alle nahe bei a gelegenen

Werte von x besteht. Die Bezeichnungen

lim f(x) = 6+, usw.
X = a~

verstehen sieh jetzt wohl von selbst.

Wir füo-en noch folg-ende Erklärung-en hinzu. Es ist

tt) lim f(x) = ?), wenn lim /'( )
= ^

ist; doch schreibt man auch häufig, wenn es genügend klar ist, daß

X nur positive Werte annehmen soll, Idoß lim f(x) = b.

X = X

ß) lim f(x) = oc, wenn lim =
^'i

x=a x=a I V '

y)*^ lim. fix) = 00, wenn lim —TTT"^^'

von vornherein weiß, daß sie sich einer Grenze nähert, gerade der Zahl h zu-

strebt, — sie erklärt dann eben den Wert der Grenze; b) um auszudrücken,

daß fix) überhaupt einem Grenzwerte zu.strebt, welcher dann mit dem neuen

Symbol h bezeichnet bezw. mit der bereits vorhandenen Größe h ideutiöziert

werden soll.

*) Man vergl. die Bemerkung unter a .
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Jetzt sieht man leicht, wie die weiteren Formehi zu verstehen sind:

lim f{oc) = 6, lim f(x) = -(- cx), — co, usw.

Anstatt der Definition y) kann man auch sagen: Die Funktion

fix) wird unendUch, wenn x unbegrenzt wächst, in Zeichen:

lim fix) = CO,

falls f{x) für positive beliebig große Werte von x definiert ist und

jeder beliebigen positiven Größe G eine zweite positive Größe g zu-

geordnet werden kann, derart daß

|/'(.r):>(x, wenn nur x '> (f

ist. Eine ähnliche Formulierung lassen die anderen Definitionen eben-

falls zu.

Im Anschluß an die Schreibweise lim f(x) = co versteht man

häufig unter dem Ausdruck: „f(x) konvergiert gegen den Grenz-

wert h", daß insbesondere h = oo sein darf, daß also f(x) unendlich

wird. Diesen Sprachgebrauch können wir nicht akzeptieren, wenn

es auch bequem ist, die Schreibweise \imf(x) = oo (lies: „f{x) wird

unendlich") beizubehalten. Demgemäß setzen wir hiermit fest, daß

der Ausdruck: „fix) konvergiert gegen einen Grenzwert 6" nur die

vorhin erklärte Bedeutung der Konvergenz gegen eine eigentliche

Grenze, d. h. gegen eine Zahl h haben soll.*)

Zum Schluß geben wir einige Beispiele, die zum Verständnisse

der Tragweite dieser Definitionen bei-

tragen sollen.

__ Beispiel 1.

y = sin \jx

y

:J.

m

Fig. 5.

f{x) = sin l/-r.

X. Beim Grenzübergang .r = nähert

sich fix) keinem Grenzwerte, son-

dern oszilliert zwischen den Werten

+ 1, "1.

Sinn.

lim sin \jx hat keinen
x =

*) Das System der reellen Zahlen durch eine Zahl cnd (das sogenannte

eigentliche Unendliche) zu vergrößern, ist sowohl pädagogisch verwerflich als

auch wissenschaftlich unzweckmäßig; hierüber vergl. man Böchers Besprechung

von Burkhardts Analytische Funktionen, § 12: Bull. Amer. Math. Soc. 2. Folge,

ßd. 5 (1898/99), S. 182.



(ironzwert.

Beispiel 2.

f(x) = X sin l/.r.

\im.x sin — = 0.
.T = ^

Denn es ist

y = X sin l/.r

:r sin ^ki.

Fig. 6.

Man beachte wohl, daß diese

Funktion bald wächst, bald ab-

nimmt, und im übrigen ihren Grenzwert unendlich oft erreicht.

Beispiel 3. y
1 \.^

/(^') =

Hier ist

lim

lim

1 X '

Mx Fig.

lim 1/(2 — e^/^) hat keinen Sinn.
.r =

Beispiel 4.

/'(./') = log :i', wenn x eine gerade

Zahl ist : /"(./) = log 1/r, wenn x

eine ungerade Zahl ist. Dann ist

lim f{:io) = c<c.

.r = cc

Beispiel 5.

f{x) = xi?> + 2 sin j-).

lim ./ (3 -f- 2 sin a:) = + oo

.

Diese Funktion wächst nicht be-

ständig; bald wächst sie, bald

nimmt sie wieder ab. Trotzdem

übersteigt sie jede vorgegebene

Größe (t und bleibt auch über

dieser Größe, sobald ./ einen be-

stimmten nur von (t abhängigen

Wert überschreitet.

Beispiel G.

^.. 1 . 1

/ (^'1 = - sin —
' ^ • X X

^1

^v

Fig. S

-y^i
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Hier hat lim /"(a;) keinen Sinn, trotzdem \f(jjc)\ jede vorgegebene
1 =

Größe G überschreitet, wenn .i- gegen konvergiert; denn |/'(x'i|

bleibt eben nicht beliebig groß.

Aufgabe 1. Für welche Werte von a ist

,. «4- sin 1/x ..

lim — — = oo f

Aufgabe 2. Ist

lim — + cos x\ = c<Q?

Ist lim a; — + cos x\= oo

?

Aufgabe 3. Existiert ein Grenzwert

lim sin , wo x = t-t-„—^ , n = 1 ,2 , Y
x = o

'^" 1-f 27rw*' ' '

Aufgabe 4. Auf Grund der £- Definition des Grenzwertes be-

weise man den Satz: Sind f(j:), (p{x) zwei Variabele, die gegen die

Grenzwerte Ä bezw. B konvergieren, wenn x dem Werte a zustrebt,

so konvergieren die Funktionen

f(x\ + (p{x), f{x)(p(x)

und, wofern B nicht verschwindet, auch

cp{x)

gegen Grenzwerte, und zwar ist

lim [fix) + 9? (.<•)] = ^ + -£' = lim f{x) -\- lim (p(x)',
X = a x = a x = a

lim f\x) (p{x) = AB = riim /'(^)] Him 9? (ic)1

;

x = a \_x = a j \_x = a J

., -
,

lim f{x)

j.^ t{X) _ A _
X = a qp («) B lim qp (a;)

x =a

§ 3. Stetigkeit.

Die Funktion fix) heißt //i e/i^cm Punkte x = a stetig, wenn sie

in einem diesen Punkt umfassenden Intervall eindeutig erklärt und

lim f(x) = f(a)
r = a

ist. Ist a ein Endpunkt des Intervalls, so handelt es sich nur um
eine einseitige Annäherung des Punktes x an a:

lim /'(>) = f(a) bezw. \imf(x) = f(ci).
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Die Funktion heißt In ciucnt IiücivaUc stih)/. wenn sie in jedem I 'unkte

desselben stetig ist.

Die Funktionen, mit denen man sich in der elementaren Mathe-

matik hauptsächlich beschäftigt, werden in der Regel nur dann un-

stetig, wenn sie unendlich werden; z. B. die Funktion

X— a

tan X

im Punkte x = a

X =

Doch liegen noch verschiedene andere Möglichkeiten vor , wie die

folgenden Beispiele zeigen.

a) Das 3. Beispiel von § 2:

1

f{^) = J/x

Diese Funktion ist im Punkte x = unstetig; denn es ist

lim —^-- = 0, lim
.1 = 0-2

Im Punkte x = selbst ist sie nicht definiert.

b) f(x) = limx''' , n=\,2,---.
n = 00

Diese Funktion ist für alle Werte von x

definiert, und zwar ist*)

f(x)= \, wenn a;>0,

f{x)=-l, „ x<n,
/•(0)= 0.

Durch die trigonometrischen Reihen haben sich solche Funktionen

zuerst in der Mathematik Bürgerrecht erworben; bisher hatte man

sie als aus mehreren getrennten Funktionen zusammengestückelt an-

gesehen — eine Auffassung, welche auch heutzutage noch bei manchen

Mathematikern eine bevorzugte Stellung einnimmt. So ist z. B.

Fi«, y.

*) Will man lieber l»loß rationale Funktionen benutzen, so kann man
folgendes Beispiel nehmen

:

/ !JM = hm , X > 0.

71 = X X -\- .1

Hier ist f{x) = — 1 im Intervalle < a- < 1 : f-nuM- i>t / T =- n. uiilir.'ud

f'{x') = 1 , sobald X > 1 ist.
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fix)
,
sm 3 X ,

sin 5 x
,sm X -\ ^— H h

ist.

TT

TT

0,

u

wenn 2 >?.nr < a; < (2;2:nr + 1 ) .-r

;

„ {2n — \) 71 <,x <, 2)171

,

„ X = HTt

2

c) /"(a?) == lim x''"~ .

0\

Kig 10.

Diese Funktion hat für alle Werte von

^ X außer x = den Wert 1 , während

/'(O) = ist. Eine derartige Unstetig-

keit, die also gehoben werden kann,

indem man die Funktion im betreffenden Punkte geschickt definiert,

heißt nach Riemann eine liebbare Unstetigkeit.

d) Das 1. Beispiel von § 2:

f(x) = sin — •

e) Das 6. Beispiel von § 2:

f(x) = sin -- .'

' ^ '' X X

In der Nähe der Stelle x = schwankt die P'unktion zwischen Gren-

zen, welche jede vorgegebene Größe schließlich übersteigen. Sie wird

zwar im Punkte x = unstetig, nicht aber unendlich: denn es ist

nicht lim ljf{x) = 0.
.T =

Wird die Funktion f{x) nach der im § 2 gegebenen Definition

im Punkte a unendlich, so schreibt man

/'(«) = oo

.

Man beachte wohl, daß diese Definition ganz außer Frage läßt,

ob die Funktion im Punkte .r = a definiert ist und, falls sie dort

definiert ist, was für einen Wert sie daselbst hat. Sei beispielsweise

,'r \ 1- w.r + 4
/(x)=lim-^^--^--

n = v. I

Dann ist f(x) für alle Werte von x definiert und zwar ist

Daher ist zugleich

fix) = -^ , wenn x

m = 4.

/(O) = ^ und /'(O) = 4.
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Diese beiden Gleichuiigeu haben til)cr total verschiedene Bedeutungen

und sind durchaus miteinander verträglich. Die erste sagt etwas über

das Verhalten der Funktion aus, wenn ^^=1=0 ist; die zweite gibt den

Wert der Funktion im Punkte x = au.*)

Definition. Eine Funktion heißt in einem Intervalle endlich,

wenn es eine positive Konstante gibt, welche die Funktion ihrem

absoluten Betrage nach in keinem Punkte des Intervalls übersteigt.

Im Intervalle < rr < 1 sei

fix) = sin — , < rr < 1

,

/"(O) = n

,

ci beliebig.

Dann bleibt /"(./) in diesem Intei-valle nicht endlich; doch gibt es

f

)

f(x) = sin . , ,

auch keinen Punkt des Intervalls, in welchem sie unendlich würde.

1

^/.

Die bisher betrachteten Funktionen hören bloß in isolierten Punkten

auf, stetig zu sein; sie haben isolierte Unstetigkeiten. Bei der gegen-

wärtigen Funktion häufen sich die Unstetigkeitspunkte in der Nähe

der Stelle x = 0.

g) Das Beispiel y) von § 1 bringt eine Funktion, welche für

alle Werte von x unstetig ist.

Es sei noch an die Sätze erinnert:

*] Durch die Boeben betrachteten Beispiele wird eine Kla.ssifikatiou aller

möglichen isolierten Singularitäten einer stetigen Funktion nahe gelegt. Sei

f{xi in der Umgebung der Stelle x = «, diesen Punkt allein ausgenommen, stetig.

Rückt X von der positiven Seite an den Punkt a heran, lim x = er, so gibt es

vier Fälle, nämlich

(1^) lim f{x) = b ,

x = a+

(2"^) lim f{x) = + OO ,
— CX)

;

(3"*") f{x) strebt keinem Grenzwert />u, bleibt aber endlich im Intervalle

a<^x<^a-\-d 'Vgl. die nachstehende Definition j;

(4'*') f(x) strebt keinem Grenzwerte zu und bleibt auch nicht endlich im Inter-

valle a <^ X <C a -\- ^

Dem Grenzübergange lim x = er entsprechen wieder dieselben vier Fälle,

welche also resp. mit (l^j, . . .
,
(4~) bezeichnet werden mögen.

Durch paarweise Kombination der Fälle (/"*) mit den Fällen (./" ) entstehen

16 Möglichkeiten, [(t"), (j")]. Dabei kann f(x) ferner im Punkte a erklärt sein

oder nicht, und im ersteren Falle kann der Wert von f(a) mit einem der etwa

vorhandenen Grenzwerte zusammenfallen oder davon getrennt sein. Doch wollen

wir uns mit dem bereits Gesagten begnügen, eine genaue Aufzählung dieser

Fälle bietet weiter kein Interesse.
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Sind f{x), (p{x) in einem Punkte heziv. Intervalle stetig , so sind

auch die Funktionen

f(x) + cp{x), f\x)(p{x)

dort stetig. Die Funktion m
cp (x)

ist ebenfalls stetig, sofern q){x) nicJd verschwindet.

Ist q){x) im Punkte Xq, f{y) im Punkte ?/(,
= g)(xQ) stetig, so ist

die Funktion f[(p(x)] im Punkte Xq stetig.

Aus diesen allgemeinen Sätzen nebst dem besonderen Satze, daß

die Funktion ,, ,

// = / [x) = ^

stetig ist, folgert man sofort die Stetigkeit der Polynome, sowie der

rationalen Funktionen in jedem Punkte, wo sie definiert sind.

Aufgabe 1. Man untersuche die folgenden Funktionen auf ihre

Stetigkeit hin und stelle dieselben durch eine Kurve dar.

1

e*--, -—'^, lim (sin a;)2^i.
1 -f- e n = ot>

Aufgabe 2. Sei

(p{x) = 1 — lim (sin jra;)^""^,
n = -J.

und man bilde die Reihe

9'(^)+^9'(2!^) + 3%(3!^) + ---.

Die durch diese Reihe dargestellte Funktion ist für alle rationalen

Werte von x unstetig, für alle irrationalen Werte stetig. *j

§ 4. Die Stetigkeitssätze.

Ist fix) in einem Intervalle stetig, so kann man daraus nicht

einmal schließen, daß fix) in diesem Intervalle endlich bleibt, z. B. sei

/(rr) = |, 0<^^1.
Verlangt man aber außerdem noch, daß das Intervall ahgescMossen sei,

d. h. daß es endlich sei und daß ferner die Endjjunkte mit zum
Intervalle gehören sollen, so verhält sich die Sache anders.

*) Ein einfaches Beispiel einer Funktion, die in einem, aber auch nur in

einem Punkte (x = 0) stetig ist, -wäre folgendes: Sei f{x) = x~ für rationale

Werte von x und sei f(x) = — x- für iiTationale Werte. Die durch die obige

Reihe definierte Funktion weist ein ähnliches Verhalten in jedem irrationalen

Punkte auf.
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1. Satz. Ist fix) int abgeschlossenen IntervaUe

a ^ X ^h
stetig, so ist f{x) in diesem Intervalle endlich. L^^'

Den Beweis dieses, sowie der beiden hierauf foljrenden Sätze ver-

schieben wir bis zum Schlüsse dieses Kapitels, § 9.

Ist fix) eine beliebige Funktion, so braucht f{x) in einem be

stimmten Intervalle, in welchem sie definiert ist, weder einen größten

noch einen kleinsten Wert anzunehmen, ja selbst dann nicht, wenn

f(x) im betreffenden Intervalle stetig ist, wie das Beispiel zeicrt:

f(x) = 2x-\-'d, 0<a-<l.
Definitionen. Nimmt die Funktion f(x) in keinem Punkte eines

bestimmten Intervalls einen Wert an, welcher algebraisch größer als

die feste Zahl G ist, während sie die Größe G — e, wo e eine be-

liebig kleine positive Zahl bedeutet, mindestens in einem Punkte des

Intervalls übersteigt, so heißt G die obere Grenze von f(x] im be-

treffenden Intervalle. Gibt es einen Punkt x' des Intervalls, in wel-

chem f(x') = G ist, so heißt G der (/roßte Werf der Funktion im

Intervalle. Man sagt wohl auch, f(x) hat im Punkte x ein Maximum.
In analogerWeise werden die untere Grenze und das Minimum erklärt.

Hat die Funktion ein Maximum, so hat' sie eine obere Grenze,

nicht aber umgekehrt.

Unter der Schivanlung einer Funktion in einem Intervalle ver-

steht man die Differenz, G — K, zwischen der oberen und der

unteren Grenze der Funktion in diesem Intervalle.

Das soeben betrachtete Beispiel zeigt, daß selbst eine stetige

Funktion kein Maximum oder Minimum zu besitzen braucht. Die

Funktion 2x -\- 3 kommt zwar dem Werte 5 beliebig nahe und über-

steigt denselben nie; aber es gibt eben keinen Punkt des Intervalls

0<jr;<l, in welchem sie den Wert 5 wirklich annähme. Dieser

Wert bildet also die obere Grenze der Funktion. Das Verhalten

dieser Funktion hängt wesentlich von dem Umstände ab, daß wir das

Intervall wieder nicht als abgeschlossen vorausgesetzt haben.

2. Satz. Ist f{x) im ahjesehlossenen y
Intervalle

a < X < b

stetig, so hat sie dort einen g?'ößten und einen
j

läeinsten Wert.
|

Ein dritter grundlegender Satz, be- ()\

treffend stetige Funktionen, ist folgender.

J
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§ 4. Die Stcti<?keitssJltze. lf>

Die Funktion f(x) = x- ist z. B. sowohl im abgeschlossenen Inter-

valle a^x ^b als auch im nicht abgeschlossenen Intervalle a<ix<.h^
nicht aber im Intervalle -^x <, 'yö gleichmäßig stetig.

4. Satz. Ist f(x) nn abgeschlossenen Infcrvalle

a ^ X ^b
stetig, so ist f{x) daselbst aiuh gleichmäßig stetig.

Diesen Satz vrollen wir beweisen, um dem Leser ein erstes Bei-

spiel von einer Schlußweise zu geben, welche für die moderne Ana-

lysis von prinzipieller Wichtigkeit ist. Am Ende des Kapitels wird

diese Schlußweise, welche wir als die Methode der Einschachtelimg

der Intervalle bezeichnen wollen, eine Reihe weiterer Anwendungen
finden.

Behufs des Beweises zeigen wir, daß es möglich ist, das Inter-

vall («, b) in 2" gleiche Teile zu zerlegen, derart, daß die Schwan-

kung von f(x) in jedem einzelnen dieser Teilintervalle kleiner als s/2

bleibt.*) Dann wird die Schwankung in einem beliebigen Intervalle

von der Länge (b— a)/2" = l^ den Wert s nicht überschreiten, und es

genügt somit (3 = jl^ zu setzen. Gesetzt, das ginge nicht an. Man.

teile das Intervall in zwei gleiche Teile. Dann müßte es mindestens

für eines dieser Teilintervalle unmöglich sein, die gewünschte Zer-

legung durchzuführen, d. h. die Zahl n so zu wählen, daß die

Schwankung von f(x) in jedem der ~2" Unterintervalle, in welche

das betreffende Teilintervall zerfällt, unter s/2 bleibt.**) Dieses Teil-

intervall werde mit A^^ bezeichnet. Nun stelle man bei .1^ dieselbe

Überlegung an, wie soeben beim ursprünglichen Intervalle. Man wird

also zu einer Hälfte J., von
Ä-f^

geführt, für Avelche die gewünschte

Zerlegung wieder nicht angeht. Durch Wiederholung dieses Ver-

fahrens erhält man schließlich eine unbegrenzte Folge ineinander ein-

geschachtelter Intervalle Ä^, A.2, . . . , A,., . . ., deren Länge mit wach-

sendem /. gegen abnimmt und für deren jedes die bewußte Zer-

legung nicht ausführbar ist. Es gibt offenbar einen Punkt a des

Intervalls {a,b), welcher allen Intervallen A,. gemeinsam ist.***) Damit

*~ Diesen Satz hätte man an die Spitze stellen und daraus dann den

4. Satz als Zusatz ableiten können.
**

I Man beachte wohl, wenn n = X die gewünschte Zerlegung liefert , daß

dann jeder giößere Wert n >> N ebenfalls zu einer derartigen Zerlegung führt.

***! Wegen eines strengen Beweises dieser Behauptung vergl. § 7. Hätten

wir nicht verlangt, daß das Intervall 'a, b) abgeschlossen sei, so hätten wir

nicht schließen können, daß der allen Intervallen A^. gemeinsame Punkt a zum
Intervalle («, bi gehört. Er hätte eben mit einem Endpunkte von a , b zu-

sammenfallen können.
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wird man aber zu einem Widerspruch geführt, denn dem Punkte (c

und der beliebigen positiven Größe f^ entspricht doch wegen der

Stetigkeit von f{x) im Punkte u eine positive Größe d^, derart, daß

\f(x)-f{a)\<e,

bleibt, sobald nur ./ — a < d^ ist. Setzt man also f^ = f/4, so

folgt aus

1
f{x) - f(a) |< ^ ^

x-a <d,,

und

fix)-f{a) <|, \x-cc <d„
daß

fix) - fix) <-^^

ist, wie auch immer x, x im Intervalle (« — Ö;, a + d^) angenommen

werden mögen. Nun gibt es aber ein Intervall J^„^, welches bei pas-

sender Wahl von m ganz in diesem letzten Intervalle liegt, und das

verstößt eben gegen das Ergebnis, daß für A„^ besagte Zerlegung

nicht durchführbar ist.

Wir heben noch ausdrücklich hervor, daß die Größe s hierbei

nicht als eine Veränderliche, etwa als eine unendlich kleine Größe,

aufgefaßt werden darf. Sie ist eine Konstante, welche vorab willkür-

lich gewählt wird, alsdann aber während der ganzen Untersuchung

fest bleibt.

Anivendang des 4. Satzes. Beim Fundamentalsatze der Integral-

rechnung spielt die gleichmäßige Stetigkeit eine wesentliche Rolle.

Im Intervalle a ^x ^h sei fix) eine stetige Funktion. Man zerlege

das Intervall in n gleiche oder ungleiche Teile durch die Punkte

x^=. a <x^<- • <x^ = h und bilde die Summe

Ä„ = fix;) Ax, + fix,') Ax, + ---+ fixj Ax„
,

wo Ax- = x^ — x-_j^ ist und x- einen beliebigen Punkt des Intervalls

x-_i^x ^Xj bedeutet. Dann besagt der Satz ja, daß S,^ gegen einen

Grenzwert konvergiert, wenn n unendlich wird und zugleich das

o-rößte Ax^ gegeii abnimmt. Wir wollen annehmen, daß ein Tei-

lungsgesetz vorliegt, wonach beim Übergänge von n zu n + 1 ein

Teilintervall in zwei Teile zerlegt wird, ohne daß die übrigen Teil-

intervalle verändert werden. Man bezeichne den größten und den

kleinsten Wert von /'(a) im Intervalle X-^x^x^_-^ mit 31^ bezw. ni-

und bilde die Summen

T„ = M, Ax, + M, Ax2 + • • • + il/„ A^,„
,

/,^
= m, Ax-^ + m., Ax., + • • • + m„ Ax^

.
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Daim ist

Bei wachsendem j? nimmt T„ höchstens ab, ohne jedoch jemals unter

t^ herabzusinken. Daher nähert sich T^ einem Grenzwerte, /; vergl.

§ 1, 1. Satz. In ähnlicher Weise zeigt man, daß auch t^^ sich einem

Grenzwerte I' nähert.

Diese beiden Grenzwerte sind einander gleich, 1=1'. Denn

wegen der gleichmäßigen Stetigkeit der Funktion f{x) kann man
einem beliebig kleinen positiven e ein positives Ö zuordnen, derart, daß

\f{x)-f{x')\<a

bleibt, wie auch immer x, x im Intervalle a ^x ^h angenommen

Averden mögen, vorausgesetzt nur, daß x — x
\ <C d ist. Ist also die

Teilung erst soweit gediehen, daß für alle Werte von / Ax^ < d ist,

so ist

< Tn -t„ = (M, - m,) Ax, + + (ilf , - m„) Ax„

< £(A:q H h A;rJ = £(h — a),

und infolgedessen ist auch

0^ /— I'<£{h — a).

Mithin muß die von s unabhängige Größe I— /'=0 sein. Da nun

endlich S^ stets zwischen T,, und f„ Hegt, so nähert sich *S',^ ebenfalls

dem Grenzwert /. Diesen Grenzwert definiert man als das ZAvischen

den Grenzen a und h genommene bestimmte Integral*) der Funktion

f(x} und bezeichnet ihn mit

J fix) dx

*i Nach Eiemauu kann man noch allgemeinere Teilungsgesetze heranziehen,

indem man von der Forderung absieht, daß die einem beliebigen Werte von n

entsprechenden Endpunkte der Teilintervalle auch für jeden größeren "Wert von n

Endpunkte von Teilintervallen bleiben, und nur verlangt, daß das größte Teil-

intenall mit wachsendem n gegen abnehme. Die Summe S„ konvergiert auch

dann gegen den Grenzwert 7. In der Tat stelle man jener Summe S„ die zweite

Summe gegenüber:

'' -i"! •'"2 ^n

I
fx:(l:v = / fix)dx -\-

I
f{x)(lx -f- • • + / fWfhv

und l'orme man die rechte Seite letzterer vermöge des Mittelwertsatzes um:

f(x^")Ax, + /^-.r/'.A.r, + • • • + f{x„") \x„,

wobei .T,_i <C Xj" <C •'''/ i^t. So kommt
Osgood, Funktioiieiitlieoiie. I. 2
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Es bestellt bekanntlich der Mittelwertsatz

(A) J 'fix) dx = f(X) (^ - «) ; o<t<h.
a

Allgemeiner ist

h b

(B)
^
ffix) (p (aO dx = /(i;)^ f(p (x) dx, a<^<h,

a a

wobei /(j'), 95 (a') beide im Intervalle stetig sind und außerdem

entweder
qD (a;) ^ , a -^x -^h

oder

ist.

Hieraus folo-t, daß das Integral

/ fix) dx , a ^ X ^b

,

eine stetige Funktion i^(a) seiner oberen Grenze definiert, welche

auch eine stetige Ableitung besitzt:

F\x) = fix).

Aufgabe 1. Sind die folgenden Funktionen o-leiclmiäßio; stetig;?

a) ./; log X , < ä; ^ 1

;

b) -°-, Ka-
c) X log .^ , < ;r

.

Aufgabe 2. Ist /'U-) in einem endlichen nicht-abgeschlosseneu

Intervalle (a, li) gleichmäßig stetig, so läßt sich das Intervall in eine

endliche Anzahl gleicher Teile derart zerlegen, daß die Schwankung

der Funktion in jedem Teiliutervalle die vorgegebene positive Größe a

nicht überschreitet. /"( x) bleibt dann endlich im Intervalle (a, h).

Jf(x)dx - S„ = [/(a;/')- /(^i'jJA.fi 4- h [fix,;')- fix,;)] Ax,,

a i>

l fix) dx — <§„ < i {b — a) ,

d. h. (S'„ strebt auch bei den allgemeinen Rieniannschen Zerlegungen des Inter-

valles dem obigen Grenzwerte I zu. Man vergl. Riemann, ,,Uber die Darstell-

barkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe", Habilitationsschrift,

1854, Werke, p. 225 (2. Aufl., p. 239).
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Aufgabe 3. Sei f{x) im Intervalle a <i x -^ h gleichmäßig stetig.

Man zeige miter Benützung der Sätze von § 7, daß f'{x) beim Grenz-

übergänge lim X = a+ einem Grenzwerte zustrebt.

Aufgabe 4. Ist f{x) in einem beliebigen Intervalle stetig, so

nimmt f{x) jeden zwischen der oberen und der unteren Grenze der

Funktion gelegenen Wert mindestens einmal an.

Aufgabe 5. Ist fix) in einem nicht -abgeschlossenen Intervalle

stetig und hat fix) eine obere Grenze, kommt fix) ferner in keinem

der beiden Endpunkte des Intervalls der oberen Grenze beliebig nahe,

so hat fix) ein Maximum innerhalb des Intervalls.

Aufgabe 6. Sei fix) im Punkte x^^ stetig und sei fix^) > c

(bezw. <c), dann gibt es eine Umgebung von x^: XQ— h<Cx<CXQ-\-h,

in welcher durchweg /'(ä;) > c (bezw. < r) ist.

§ 5. Die Ableitung.

Sei die Funktion

y = f{x)

für alle Werte von x in einem Intervalle eindeutig erklärt und seien

Xq, Xq -\- ^x zwei Punkte des Intervalls. Man bilde den Differenzen-

quotienten

Ax Ax

Konvergiert derselbe beim Grenzübergange lim Ax = gegen einen

Grenzwert, so definiert man letzteren als die Ahleitung der Funktion

f{x) im Punkte Xq und bezeichnet ihn mit f'ipc^:

Wird
,. /'(«„ + Aa?) — fix.) .

lim " —-r-^ ^-^-^ = + (x>, — Oü,

so sagt man, fix) hat im Punkte x^ eine unendliche Ahlcitiinr/ und

nennt zum Gegensatz die eigentliche Ableitung eine endliche Ablei-

tung. Wir werden jedoch unter den Worten: „f{x) hat eine Ablei-

tung" verstehen, sofern das Gegenteil nicht ausdrücklich bemerkt ist, daß

eine endliche Ableitung, d. h. ein eigentlicher Grenzwert vorliegt.

Bezüglich dieser Definitionen ist nun verschiedenes zu bemerken.

Erstens soll Ax, im Falle Xq ein innerer Punkt des Intervalles ist,

sowohl alle positiven als auch alle negativen Werte annehmen, die

in der Nähe der Stelle Ax = liegen; den Wert darf Ax niemals

annehmen. So ist beispielsweise der stetigen P\mktion
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a)
m MX' x^O;

im Punkte

zusprechen

,

quotient

Fig. 13.

2

= 0, x = Q

ic = keine Ableitung zai-

obffleich der DifiFerenzen-

„Vax

bei lim Are = 0''', sowie bei limAÄ' = 0~ einer Grenze zustrebt: d^nn

die beiden Grenzwerte stimmen nicht miteinander überein, vergl. § 2,

3. Beispiel. Die Kurve y = fix) hat eine Ecke im Punkte x = .

Ist Xq dagegen ein Endpunkt des Intervalls, so soll A,/; nur

solche Werte annehmen, für welche der Punkt x^^ + Ax im Intervalle

liegt, und man erkennt dann der Funktion eine Ableitung zu, falls beim

entsprechenden einseitigen Grenzübergange lim Aa; = 0+ beziehungs-

weise lim Aa' = 0~ der Dififerenzenquotient einem Grenzwerte zustrebt.

Darnach besitzt die soeben betrachtete Funktion a) in jedem Punkte

des Intervalls ^x, sowie in jedem Punkte des Intervalls x ^
eine Ableitung.

Man beachte ferner folgende Beispiele.

b) Sei (vergl. das 2. Beispiel, § 2)

fix) ^

=
X sm x=^0

0.X

Diese Funktion ist für alle Werte des Arguments stetig. Im Punkte

X = hat sie aber keine Ableitung, denn der Dififerenzenquotient

All .1
A.7;

sin
Aic

schwankt beständig zwischen den Grenzen +1 und — 1. Geometrisch

heißt das, daß die Sekante Ol* keiner Greuzlage zustrebt, wenn P
an heranrückt, sondern sich im Spielräume eines Winkels von

90 Grad immer hin und her bewegt.*)

*) Man könnte geneigt sein, die Ableitung

^,, .1 1 1
/ [X) = sm cos —

zu bilden und aus dem Umstände, daß diese Formel für x = inhaltslos wird,

auf die Nichtexistenz einer Ableitung im Punkte ic = zu schließen. Daß diese

Schlußweise indessen illusorisch ist, zeigt bereits das nächste Beispiel c), wo sie

doch zu einem falschen Resultat führt. Der Leser wolle nicht unterlassen, sich

darüber Rechenschaft zu geben, wo der Fehler gerade steckt.
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c) Sei

I
=0, ^ = 0.

Hier hat der Differenzenquotient den Wert
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ist und darum konvergiert

^y = fi^o + Aa-) — f{x^) = (^ + e) Ax

zugleich mit Ax gegen die Grenze 0. Aus der Existenz einer un-

endlichen Ableitung geht aber die Stetigkeit der Funktion nicht her-

vor, wie das Beispiel b), § 3 zeigt.

Aufgabe. Haben die folgenden Punktionen im Punkte x =
eine Ableitung? Ist dieselbe stetig, im Palle sie existiert? Man

zeichne jedesmal zuerst die Kurve.

1
sm —
log X- '

1
X sm —

X
ß) /(^)=i7.^. ^ + 0; f(o) = o.

log X

1

r) fix) = c~^'-sm^, x^O- m^O.

§ 6. Der Rollesehe und der Mittelwertsatz.

Ein gTundlegender Satz der Differentialrechnung ist der soge-

nannte Mittelivertsatz , dessen Beweis sich auf den Rolleschen Satz

stützt.

Der Rollesche Satz. Sei cp{x) im abgeschlossenen Intervalle

a ^ X ^h stetig und in jedem inneren Funläe x desselben: a <i x <ib,

mit einer endlichen oder unendlichen Ableitung verseilen. Sei ferner

(p{a) = cp{b) = .

Dann gibt es mindestens einen inneren

X h X FunJd X = X, in ivelchem die Ab-

leitung (p'ix) verschivindet

:

g)'(X) = 0, a<X<b.

y=-(p{x)

hat nach dem 2. Satze von § 4 sowohl ein Maximum als ein Minimum

im Intervalle, und man überzeugt sich leicht, daß ein solches auch

mindestens in einem inneren Punkte rt < X < b vorhanden ist. In

diesem Punkte X muß fp'(x) verschwinden. Denn, ist der Punkt etwa

ein Maximum und bildet man den Differenzenquotienten, so kommt:

y(X + Aa:) -q> 'X) \<^ ,
Ax > ,

^^ \>0, Ax<(X
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g>'(X) ^ resp. = + oü

Demnach muß gleichzeitig

q)'(X) ^ resp. = — '^i

,

sein, folglich ist (p'(X) = .

Der Mittelwertsatz. Sei f{x) im abf/eschlossenen Inkrvalle

a ^x ^h stetig und in jedem inneren

PunJite X desselben: a <. x <.h, mit einer

endlichen oder unendlichen Ahleitimg versehen.

Dann r/ihf es mindestens einen Punlt X,

icofiir

(A) f(h)-f(a) = (h-a)r(X),

a<X<h,
ist.

Geometrisch, ausgedrückt heißt das nichts anderes, als daß die

Kurve . .

y-fix)

mindestens in einem inneren Punkte des Intervalles (a, h) eine Tan-

gente besitzt, welche dieselbe Neiy-uno- o-egen die .r -Achse hat, wie

die durch die beiden Endpunkte der Kurve gehende Sekante:

f{b)-f(a)
f'(X), a<X<h

Arithmetisch läßt sich der Beweis, wie folgt, führen. Sei

q^ix) = {x-a) [/•(&) - f{a)\ - (b - a) [fix) - f(a)]

.

Dann genügt (p{x) allen Bedingungen des Rolleschen Satzes und daher

verschwindet die Ableitung

¥(^) = im - /(«'] - (^ - «)/"(-^)

in einem inneren Punkte X des Intervalls.

Der Satz kann auch in der Form geschrieben werden:

(B) f(x^ + h) - f{x^) = hf'ix^ + 0h), < ö < 1

.

Die Verallgemeinerung dieser Formel, deren Begründung sich eben-

falls auf den Rolleschen Satz stützt, führt zum Taylorschen Satze

mit dem Restglied*)

(C) fix, + h) = fix,) + hf'ix,) + 1 rix,) + + '^J''M
-." + 1

+

Aufgabe 1. Zwei Funktionen, die sich nur um eine additive

Konstante voneinander unterscheiden, haben übereinstimmende Ablei-

tungen. Man beweise den umgekehrten Satz:

*) Yergl. Stolz, Differential- und Iiitegmbeclnning, Bd. 1, S. 96: Goursat.

Cours d'aiialyse, Bd. 1, Kap. 3.
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Sind F{X), 0{x) zwei im Intervalle a-^x-^h stetige, in allen

inneren Pnnkten dieses Intervalls mit einer Ableitung versehene Funk-

tionen und ist durchweg
F'{x)= 0'{x),

so ist

jP(if)= 0(x) + C.

Aufgabe 2. Man zeige, daß

1-:^^ < log ( 1 + ^'K /'. /''>0.

Aufgabe 3. Ist f(x) im Intervalle d < ./; < h mit einer posi-

tiven Ableitung versehen, so ist

fM < fi^-2) ,
f^lls ^1 < ^2 •

§ 7. Sätze, betreffend die Existenz eines Grenzwertes.

Um zu konstatieren, daß eine Variabele einer Grenze zustrebt,

bedient man sich in der Regel*) eines der beiden nachstehenden

numerierten Sätze (Theorem 1, 2) resp. der Methode der Einschach-

telung der Intervalle, welche auf dem Hauptsatze beruht.

Theorem 1. Sei s„ für jeden positiven ganzzahligen Wert von n

eindeutig erMärt und sei

a) s„ + i^-^;,;

ivo A eine feste Große hedeidet. Dann lonvcrgiert s„ gegen einen

Grenztvert U, ivenn n iinhe-

' ^ —

—

1 schränJct ivächst, und ztvar ist

Aus der geometrischen Anschauung erhellt dieser Satz sofort.

Arithmetisch läßt er sich, wie folgt, beweisen. Sei N die größte

ganze Zahl, die von einem .S'^^ übertroffen wird. Daß es wirklich

eine solche gibt, geht schon daraus hervor, daß die Größe A
von s„ nie übeitroffen wird und es also nur eine endliche Anzahl

zwischen A und s^ gelegener ganzer Zahlen gibt, die man auf diese

Eigenschaft hin zu prüfen hat.

Das Intervall (N, N -f 1) werde nun in 10 gleiche Teile zerlegt

und man bezeichne mit

-^+10' 0^q<10,

*) Es kommt nämlich der Beweis der gewöhnlichen Konvergenzkriterien

meistenteils in der letzten Instanz auf einen dieser Sätze zurück.
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die größte den Endpunkten dieser Unterintervalle entsprechende Zahl,

die von einem .s„ noch übertroffen wird.

Wiederholt man diesen Schritt, indem man das Intervall

(iV + ~|^ , iV + *^'
|~ j wieder in 10 gleiche Teile zerlegt und eine

ähnliche Überlegung anstellt, und setzt man dieses Verfahren unbe-

grenzt fort, so erhält man iN' plus einem unendlichen Dezimalbruch:

^ = ^ + ii, + i»' + ---' "s:<-«<i''J-

Diese Zahl ist eben der Grenzwert von s^. Denn einerseits ist

für alle Werte von /,' und Ji, während bei o-ecrebenem k

ist, sobald n über einer bestimmten Zahl /n liegt: n > ni. Wie man
sieht, gibt es deshalb stets unendlich viele c,-, welche nicht verschwin-

den. — Andererseits ist

k
'^' + ^, + --- + ^<v£y + \„ +

So kommt denn

10'^

also ist

lim .s„ = r
n = oo

Daß s^ endlich den Grenzwert U niemals überschreitet, folgt

daraus, daß s^^ bei wachsendem n niemals abnimmt.

Beispiel. Sei

II -r l Terme)

5„ =
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auch für jede Funktion f{x), die für irgend welche sich ins positive

bezw. negative Unendliche ziehenden Werte von x definiert ist. Die

Bedingungen a), b) werden dann lauten:

a) f{x') ^ fix)

,

(j <x < X
;

b) f{x)<A, x>g,
bezw.

a) f{^')>f{x), x'<x<(j]

b) f(x)<A, x<g,
wo A, g feste Grrößen bedeuten.

Anstatt unendlich zu werden, kann x gegen einen endlichen

Grenzwert konvergieren. Dann ergibt sich aus den Bedingungen

a) f{x') ^ fix), u <ix' -Cx Ka + h,

b) fix) <A, a<x <a + h

bezw.

a) fi^') ^ f{^') 7 a — h < X <. X < a
,

b) f(x) <. A, a — h <C X <C a

,

daß fix) gegen einen Grenzwert U konvergiert:

lim fix) = ü bezw. lim f^x) = U

.

In beiden Fällen ist stets

f{x)^ U£A.
Zum Beweise führt mau diese Fälle auf den Hauptsatz mittels einer

der Transformationen zurück:
1 1

X = — 11 , X — a = — , a — X =

Diese Sätze bleiben alle bestehen, wenn fix), statt zuzunehmen,

beständig abnimmt, d. h. wenn mau das erste Ungleichheitszeichen in

den Bedingungen a) und h) umkehrt:

a) fix') < fix), b) fix)>A.
Nur ist ietzt stets ,, ^ ^^ ^

/ (•3'
)
^U>A.

Wir wollen das soeben bewiesene Theorem anwenden, um den

Satz herzuleiten, worauf sich die Methode der Einschachtelung der

Intervalle stützt. Derselbe lautet folgendermaßen:

Hauptsatz. Sind A^jA.^,-- eine unendliche Folge ineinander

eingeschachtelter Intervalle, d. h. eine Folge von StrecJcen, deren jede in

der vorhergehenden liegt; nimmt ferner die Länge von A„ mit ivaclisen-

dem n gegen ah, so gibt es einen und nur einen Funli U, ivelcher

als innerer oder Endpunkt jedem Intervalle A^^ angehört.
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Die Endpunkte von Ä^ bezeichne man hezw. mit ic,,, ß„, wo

^n ^ ßn ^^^- Dann ist allgemein

wo », m zwei beliebige natürlicbe Zahlen sind. Die linken End-

punkte a^,a.2,--- bilden nun eine Reihe von Größen, welche die

Bedingungen a), b) des vorhin bewiesenen Theorems erfüllen:

Daher konvergiert a^ gegen einen Grenzwert U, wenn n unendlich

wird:
lim cc^^ = i , ß,^ ^ i .

n = 'j:

Aus (1) ergibt sich ferner, indem man n unendlich werden läßt,

daß TT ^ 3 1 iiU<ß^, m = l, 2, •••,

ist. Darum ist für alle Werte von n

(2) CCn^ü<ß,„
d. h. V liegt in jedem Intervalle A^.

In ähnlicher Weise schließt man, daß auch die rechten End-

punkte ßi, ßo, • • • gegen einen Grenzwert U' konvergieren:

lim /3, = U',
n — Ji

und daß ferner für alle Werte von n

(3) cc^£U'<ß„.

Endlich ist U' = U. Denn aus (2), (oj folgt, daß

Ü'-U <ß„-u,,

ist. M. a. W. ist die konstante Größe U'— U ihrem absoluten Be-

trage nach kleiner als eine veränderliche positive Größe ß^ — «„,

welche beliebig nahe an den Wert herabgedrückt werden kann.

Das ist aber nur dann möglich, wenn U' — ü = ist.

Wir wenden uns jetzt zum letzten Satze.

Theorem 2. Sei f{x) für Werte von x definiert, ivelclie hcJiehuj

nahe an den Funkt x = a herandrimjen, und sei

\imU{x")-f{x)-]^0,

nenn x, x" unohhängig voneinander dem Punlte a gleichzeitig zu-

streben.*) Dann konvergiert fix) gegen einen Grenzicert V, nenn x

sich dem Punkte a nähert:

lim f(x) = ü

.

x = a

Umgekehrt ist diese Bedingung auch nofuendig.

*) In t-Form ausgedrückt heißt diese Bedingung wie folgt: Einer beliebig
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Um die Formulieniug des Satzes zu vereinfachen, haben wir uns

auf den Fall beschränkt, daß x gegen einen Punkt a konvergiert, und

zwar von beiden Seiten her. Doch gilt der Satz auch dann, wenn ./

nur von der einen Seite an den Punkt a heranrückt, sowie wenn x

positiv oder negativ unendlich wird. Wir wollen den Beweis für

den Fall führen, daß x positiv unendlich wird. Die anderen Fälle

lassen sich dann vermittels der Transformationen

,
1 1

X = — II , X = a -\
, X = a

auf diesen zurückführen. Oder man kann auch den nachstehenden

Beweis jeweils so modifizieren, daß man an Stelle der hier auftretenden

Ungleichung xy- g resp.

X <C — (/ , X — a <i Ö , a — X <C8 , <^\x — a\ <^ 8

setzt.

Der Beweis stützt sich im Anschluß an den soeben bewiesenen

Hauptsatz auf die Methode der Einschachtelung der Intervalle. Nach

Voraussetzung läßt sich der beliebig kleinen positiven Größe e eine

zweite positive Größe g so zuordnen, daß

(4) \f{x")-f\x)\<e

bleibt, wie auch immer x und x" den Beziehungen gemäß:

x ~^g , x" ^ g

angenommen werden mögen. Die Ungleichung (4) ist den beiden anderen

äquivalent:

fix') - a < fix) < fix") + f.

Setzt man hier insbesondere x" = g und schreibt man x statt x, so

kommt
f{9) — £ < fix) <fig) + £, x>g.

Das heißt aber nichts anderes, als daß die Größe f{x) für alle

Werte von x, die größer als g sind, im Intervalle [f{g) — f, /(.'/i + f]

liegt. .

kleinen positiven Größe f soll es stets möglich sein, eine zweite positive Größe d

HO zuzuordnen, daß

f{x") — t\x') \ < £

bleibt, wie auch immer die Werte x\ x" aus dem gegebenen Vorrate, den Ein-

schränkungen I< it' — (t < ^ , < I

«" — a < <y f

gemäß, gewählt werden mögen.

I
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Man nehme nun eine Reihe positiver Werte e^, £.2, • • so an, daß

^,4-i<^. lim£„ =

ist, und bestimme die denselben zugehörigen Größen y^, (J2,
' • Wir

wollen r/,, übrigens so wählen, was offenbar erlaubt ist, daß On^i^U,,
ist. Setzt man zuerst n= 1, so wird

(ö) t'KHi) - fi < fix) < f{g^) + £1 , x>g^,

lind f[j:'\ liegt also im Intervalle [tXOi) ~ hj fiOi) ^ ^i\y welches

wir hiermit mit A^ bezeichnen wollen; vergl. Fig. 18.

Setzt man jetzt « = 2, so wird

f{g,) - f2 < /(r) < f{(l2) + h > xXM,
und f(£) liegt daher zugleich in Ä^ und im Intervalle [fiß^) — ^=>^

/'(^g) + ^2]- Der Mittelpunkt fig^) dieses zweiten Intervalls liegt

wegen (5) in ^-1. , da ^ , /?,,.

ffi^f/i ^^^- -D^^ Inter- '

._., '

;. _.
— —

' ^
vall kann ganz m A^ ' - -

liegen, es kann aber

auch über A^ hinausgreifen, doch nur nach einer Seite hin, denn

es ist ja kürzer als A^. In jedem Falle wollen wir den gemeinsamen

Teil dieser beiden Intervalle, welcher in beistehender Figur stärker

ausgezogen ist, mit A^ bezeichnen.

Allgemein hat man:

/Cö'J-f„</"(^)</"W + f„. X>9n,
SO daß also f{x) zugleich in -/I„_i und im Intervalle [/'(^J — £„,

/(</j + fj, dessen Mittelpunkt in A^_^ enthalten ist, liegt. Das

Intervall A^ wird dann als der gemeinsame Teil dieser beiden Inter-

valle definiert. Die Länge von A^ beträgt höchstens 2£„.

Jetzt fasse man die Intervalle A^, A.^, • ins Auge. Jedes der-

selben liegt im vorhergehenden, während ihre Länge mit unbegrenzt

wachsendem 71 gegen abnimmt. Nach dem Hauptsätze gibt es also

einen und nur einen Punkt U, der zugleich jedem dieser Intervalle

als innerer oder Endpunkt angehört. Diese Größe U ist eben der

in Aussicht genommene Grenzwert von f(x). Denn, wie klein man

die positive Größe r, auch annehmen möge, stets kann man n hinter-

her so bestimmen, daß s^^ < ?//2 ist, was zur Folge hat, daß für

aUe Werte x > g„ sowohl U als f(/) im Intervalle .!„ liegen wird.

Dementsprechend ist

^^-f{x)\ <->',, ''-'>iln^

womit denn der erste Teil des Satzes bewiesen ist.
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Der letzte Teil folgt unmittelbar aus der Definition eines

Grenzwertes.

Beispiel. Konvergiert das Integral

/ \q}(x)\(lx
,

wo q:'{x) eine im Intervalle x^c stetige Funktion von x ist, so

konvergiert auch das Integral *)

I
(p{x)clx.

Dem zweiten Teile des vorstehenden Satzes zufolge entspricht

nämlich einem beliebigen s eine Größe g, derart daß

x"

j
\(p{x)\dx <. £ , (j^x<x".

x'

Setzt man ferner
X

f{x)= I
cp(x) dx,

so ist

x" x"

!
f{x'~) — f{x')

I

=
f <f{x) dx^ j \q) (x)

I

dx

,

x' X
'

also sind auch die Bedingungen des ersten Teils des Satzes erfüllt.

Hiermit ist der Beweis geliefert.

Das Theorem 2 umfaßt als besonderen Fall die notwendige und

hinreichende Bedingung dafür, daß eine unendliche Reihe

^'i + '^<2 H

konvergiere. Die Bedingung besteht bekanntlich darin, daß

lim K + i + H.„ + 2 + ••• + «„'] = <»

sei, wenn n und n'^n unabhängig voneinander ins Unendliche wachsen.

Aufgabe 1. Seien 5(-,, Stg? ' " eine unendliche Folge ineinander

eingeschachtelter Kreise oder Quadrate, deren Durchmesser bezw.

Diagonalen mit wachsendem n gegen abnehmen. Man zeige, daß

es einen, aber auch nur einen Punkt gibt, welcher jedem 2l„ als

innerer oder Randpunkt angehört.

Aufgabe 2. Damit f(x) beim Grenzübergange lim x = a einem

Grenzwerte zustrebe, ist notwendig und hinreichend, daß

*) Wegen eines eleganten sich bloß auf Theorem 1 stützenden Beweises
vergl. man Goursat, Cours d'analyse, Bd. 1, §§ 89, 90.
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lim /'(aj
« = 00

stets vorhanden sei, was auch immer n^, a^, («.^ =|= «) für eine

in der Umgehung von x = a gelegene Folge von Punkten sein möge.

§ 8. Punktmengen.

Unter einer Pn)i/,f))icj/f/e versteht man ein System von Punkten,

die nach einem willkürlichen Gesetze bestimmt sind. Wir setzen

einige Beispiele her.

a) Die Punkte x = 1/w, wo n eine beliebige natürliche Zahl ist:

b) die positiven echten Brüche, sowie die Gesamtheit der ratio-

nalen Zahlen;

c) die Gesamtheit der reellen Zahlen:

d) die Punkte (x, y), wo a; = 1/w, i/ = l/w^ ist, (/i = 1, 2, • • •);

e) die Punkte des Innern des Kreises x^ + ^^ = 1 ? deren Koordi-

naten beide rationale Zahlen sind;

f) die Gesamtheit der Punkte der Ebene bezw. des j^-dimen-

sionalen Raumes.

Gewöhnlich ist die Anzahl der Punkte einer Menge unendlich.

Die Menge heißt dann eine nnendliclie Punktmenge. Doch werden

endliche Punktmengeu nicht von der Betrachtung ausgeschlossen.

Definitionen. Unter der Umgebung, Nähe oder Nachharschaß

eines Punktes x = a einer Geraden versteht man das Intervall

a — h^ <C X <i a -'r Jt.2, wo h^, h.^ zwei positive Größen sind. Häufig

entspricht es den Zwecken des vorliegenden Problems, h^ = h^ = h

zu setzen, also das Intervall \x — a\<^h, /i > 0, als die Umgebung

des Punktes a zu wählen.

Unter der Umgebung eines Punktes («, h) einer Ebene versteht

mau einen Bereich*) der Ebene, welcher diesen Punkt im Innern

enthält. Oft kann man das Innere des Quadrats \x — a\ <ih,

\y — h\<C]i, bezw. des Kreises {x — cif -\-
(//
— hy < Ir, h > , als die

Umgebung des Punktes («, h) gebrauchen. Wesentlich ist aber dabei,

daß die Umgebung wenigstens noch alle diejenigen Punkte der

Ebene umfaßt, welche in einem zwar beliebig klein zu wählenden,

aber doch bestimmten, festen Kreise oder Quadrate um den be-

treffenden Punkt liegen.

''') "Wegen einer arithmetisch verschärften Definition von Bereich vergl. man
das 5. Kapitel, § 2.
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Die Verallgemeinerung der Definition auf höhere Räume liegt

nun auf der Hand.

Zum Verständnis der Mengenlehre ist es zweckmäßig, sich

geometrischer Vorstellungen und d'er geometrischen Ausdrucksweise

zu bedienen, doch handelt es sich im wesentlichen, sofern die

Mengenlehre auf die Funktionentheorie angewandt wird, nur um
arithmetische Dinge; Sätze und Beweise lassen sich von jedem

geometrischen Gedanken völlig ablösen. Spricht man z. B. von einem

n-dimensionalen Baume, so ist das ja nur ein bequemer und prägnanter

Ausdruck für die Gesamtheit der Zahlenkomplexe {a\, • • • xj, wo

^i> ^"« unabhängig voneinander jeden beliebigen reellen Wert

annehmen. Man bezeichnet den einzelnen Komplex (x^, • • • x„) als

einen Pmild, ^i,
• • • ^„ als dessen Koordinaten.

Unter einer HöKfHDf/ssteUe Ä einer Punktmenge versteht mau
einen Punkt A, in dessen Umgebung es mindestens einen von A ver-

schiedenen Punkt der Menge gibt, wie klein man die Umgebung von A
auch immer annehmen möge. Der Punkt A selbst braucht nicht

zur Menge zu gehören. — Ein Punkt einer Menge, der keine

Häufungsstelle ist, heißt isoliert; eine Punktmenge heißt isoliert,

wenn sie aus lauter isolierten Punkten besteht.

Eine Punktmenge P liegt im Endlichen, wenn es eine feste

positive Zahl G gibt, derart daß

\^i\ <^, i = 1,- • n,

ist, wo (x^, x^^) einen beliebigen Punkt der Menge bedeutet. Sie

heißt ahgescldossen, wenn sie im Endlichen liegt und alle Häufungs-

stellen zur Menge gehören. Endlich nennt man sie perfelf, wenn sie

abgeschlossen ist und keinen isolierten Punkt besitzt. Hiernach ist

jeder Punkt einer perfekten Menge eine Häufungsstelle derselben.

1. Satz. Ist P eine unendliche im Endlichen (jelegene PunJct-

menge, so hat P mindestens eine Häufimgsstelle.

Wir beweisen den Satz zunächst für einen eindimensionalen

Raum. Nach Voraussetzung liegen alle Punkte von P in einem

endlichen Intervalle ^, ^,— G < X < G,

und ihre Anzahl ist unendlich. Man zerlege das Intervall in zwei

gleiche Teile. Dann müssen mindestens in einem dieser Teilintervalle

unendlich viele Punkte von P liegen. Ein solches Teilintervall be-

zeichnen wir mit A-^^. Jetzt stellen wir bei A^ dieselbe Überlegung

wie soeben beim ursprünglichen Intervalle wieder an, und erhalten

so ein Intervall A^ von der halben Länge des Intervalls A^. Durch
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Wiederholung dieses Schritts gelaugt man also zu einer unbegrenzten

Folge ineinander eingeschachtelter Intervalle A^, A^, • • •, deren Länge

bei wachsendem n gegen abnimmt und ^velche im übrigen je

unendlich viele Punkte von P enthalten. Nach dem Hauptsatze von

§ 7 gibt es daher einen Punkt U, welcher jedem Intervalle vl^ als

innerer oder Endpunkt angehört. In jeder Umgebung des Punktes TJ

liegt ferner ein Intervall A^ und darum auch mindestens ein von U
verschiedener Punkt von P. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Liegt P dagegen in einem zweidimensionalen Räume, und also ins-

besondere im Quadrate

— G <x<G, — G <y <G,
so wird man das Quadrat zunächst mittels der Geraden x = 0, y =
in vier gleiche Quadrate zerlegen. Dann müssen mindestens in einem

dieser Teilquadrate unendlich viele Punkte von P liegen. Ein solches

Teilquadrat bezeichne man mit 51^ und verfahre dann mit 5(j genau

ebenso, wie vorhin mit dem ursprünglichen Quadrat. Durch Wieder-

holung des Schritts wird man zu einer unendlichen Folge ineinander

eingeschachtelter Quadrate %^, ^^y ' '

'^n geführt, deren Diagonalen

mit wachsendem n gegen abnehmen und in welchen je unendlich

viele Punkte von P liegen. Diese Quadrate haben alle einen Punkt ü
gemeinsam (vergl. § 7, Aufgabe 1), womit sich dann U als eine

Häufuno-sstelle der Menge erweist. *

Der Beweis im allgemeinen Falle bietet jetzt keine Schwierigkeit.

Dem Begriff der oberen (unteren) Grenze sind wir ja bereits

einmal begegnet. Wir wollen denselben noch einmal allgemein, wie

folgt, formulieren. Entspricht einer Punktmenge P eine Zahl G von

der doppelten Eigenschaft:

a) für jeden Punkt x der Menge ist

x^G;
b) für mindestens einen Punkt x der Menge ist

x^ G ~ E

,

wo f eine beliebig kleine positive Größe bedeutet, so heißt G die

obere Grenze von P. Dabei braucht G nicht zur Menge zu gehören.

In ähnlicher Weise wird auch die untere Grenze erklärt.

2. Satz. Ist P eine helichige auf einer Geraden gelegene Punkt-

menge, die sich mindestens nach einer Seite hin nicht ins Unendliche

erstrecht , so hat P eine oherc resp. eine untere Grenze ü.

Für eine endliche Menge ist der Satz evident. Ist dagegen P
eine unendliche Menge, der es an einem letzten Punkte nach der

Osgood, Fxinktioiieutheorie. I. 3
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betreffenden Richtung hin mangelt, so haben wir die Existenz einer

oberen (unteren) Grenze U nachzuweisen. Man nehme au, P er-

strecke sich nicht ins jjositive Unendliche. Dann wird

X < A

sein, wo A eine feste Größe nnd x die Koordinate eines ])eliebigen

Punktes von P ist. Der Beweis wird nun genau so geführt, wie der

Beweis von Theorem 1, § 7, indem man die ganze Zahl N so be-

stimmt, daß Punkte von P noch im Intervalle (iV, iV+ 1), daß aber

keine über i\^ -f 1 hinaus liegen. Dieses Intervall wird dann in 10

gleiche Teile zerlegt, usw.

Zusatz. Ist f(x) eine beliebige FunMion von x, ivelche algebraisch

(icnommen unter (üher) einer festen ZahJ hJeiht, so hat fix) eine obere

(untere) Grenze.

§ ',. Beweis der Stetigkeitssätze.

Beweis des 1. Saises. Man nehme an, der Satz sei falscli, und

zerlege das Intervall in zwei gleiche Teile. Dann müßte der Satz

auch für eins dieser Teilintervalle, welches wir A^ benennen wollen,

falsch sein. Jetzt wende man dasselbe Verfahren auf das Intervall A^

au. Man erhält so ein in A^ gelegenes Intervall A^, wofür der

Satz wieder nicht gelten kann. Durch Wiedeiholung dieses Schi'ittes

gelangt man schließlich zu einer unbegrenzten Folge ineinander ein-

geschachtelter Intervalle A^, A^, • ^„, • , deren Länge mit

wachsendem n gegen abnimmt uud in deren jedem /'(.r) nicht

endlich bleibt. Nach dem Hauptsatze von § 7 bestimmen dieselben

einen einzigen Punkt U = a, welcher jedem A^^ als innerer oder

Endpunkt angehört. Der Punkt u liegt nun notwendig im gegebenen

Intervalle a ^x ^b , da dasselbe eben abgeschlossen ist.

Andererseits schließt man aus der Stetigkeit von f(x) im

Punkte a, daß

\f(x)-f(a)\<s,

wenn \x — a\ <i d ist, daß also

\f(x)\<\f(a)\ + s

))leibt, sobald x nur auf das Intervall (a — d , a -\- ö) beschränkt

wird. Wählt man daher n groß genug, damit die Länge von A^^

kleiner als d ausfällt, so wird A^ im Intervalle (a — d, « + ö) zu

liegen kommen, was zu einem Widerspruch führt.

Beweis des 2. Satzes. Der Beweis dieses Satzes erfolgt wieder

durch die Methode der Einschachteluug der Intervalle. Es genügt.
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ihn etwa für den Fall eines Maximums zu führen. Nach dem 1. Satze

i.st /"(.<) im Intervalle endlich und nach dem Znsatz § 8 hat f{x)

ferner eine obere Grenze G. Es handelt sich also darum zu zeigen^

daß f{sc) in einem Punkte des Intervalls den Wert G wirklich

erreicht. Zu dem Behufe zerlege man das Intervall in zwei gleiche

Teile. In jedem derselben, wird f(x) auch eine obere Grenze haben,

und man überzeugt sich leicht, daß keine der beiden größer als G
ist, während andererseits beide nicht kleiner als G sein können.

Sei -4j also eines der Teilintervalle, in welchem f{x) die obere

Grenze G hat. Dann verfährt man mit A^ genau ebenso, wie vorhin

mit dem ursprünglichen Intervalle, und erhält so ein in A^ gelegenes

Intervall A^ von der halben Länge, in welchem fix) wieder die obere

Grenze G hat. Durch Wiederholung dieses Prozesses ergibt sich eine

unbegrenzte Folge ineinander eingeschachtelter Intervalle A^,A^,-' -A^^,

deren Länge bei unbegrenzt wachsendem n gegen abnimmt und in

deren jedem f(x) die obere Grenze G hat. Diese Intervalle bestimmen

in eindeutiger Weise einen Punkt «, und man zeigt jetzt ohne Mühe,

daß f\a) = G ist, w. z. b. w.

Beiveis des 3. Satzes. Auch hier führt dieselbe Methode zum

Ziele. Mau setze

F{x)==f{x)-N.

Dann ist, falls f\a)<f\h) ist,

jP(a)<0, F{h)>0.

Sei ,r^ der Mittelpunkt des Intervalls: x.^^ = {et -\- h) ' 2 . Dann sind

zwei Fälle möglich,

a) i^K) = 0; b) i^W + O.

Im Falle a) erkennt man den Satz als richtig an. Im Falle b) muß

Fix) mindestens in einem der Teilintervalle, A^, einen Vorzeichen-

wechsel erfahren. Auf A^ wende man nun dieselbe Überlegung an,

wie soeben beim ursprünglichen Intervall. Von hier ab gestaltet

sich der Beweis gerade so, wie in den vorhergehenden Fällen.

Aufgabe 1. Sind x^,x.2,--- eine unendliche Menge im Intervalle

a ^x ^ h gelegener Punkte, so gibt es mindestens einen Punkt u

des Intervalls, gegen welchen eine passend gewählte Reihe dieser

Punkte x^ , x„ ,
' • konvergiert

:

lim x„ = a.
"i

I — y>

Aufgabe 2. Hat die Funktion /'(.r) in einem beliebigen endlichen

Intervalle die obere Grenze G, die sie nicht erreicht, so kann man
3*
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stets eine Reihe dem Intervalle angehöriger Punkte .i\,a'o,--- mit

dem Grenzpunkte a: lima;„ = a, bestimmen, derart daß
n = 00

lim f{x^) = G
ist. " = =^

Wird der Punkt u dem Intervalle stets angehören?

Aufgabe 3. In einem abgeschlossenen Intervalle sei eine Funktion

gegeben, welche ausschließlich positive Werte annimmt. Dann gibt

es einen Punkt des Intervalls, in dessen Umgebung die Funktion ihrer

unteren Grenze beliebig nahe kommt.

Gilt der Satz auch für ein nicht abgeschlossenes Intervall?

i^ 10. Mehrdeutige Funktionen.

Jedem Punkte x eines Intervalls a ^x ^h oder allgemeiner

einer beliebigen Punktmenge mögen mehrere, auch unendlich viele

W^erte v/^. //g,
• • • zugeordnet werden. In einem Punkte, in welchem

unendlich viele Werte vorliegen, sollen diese jedoch stets abzählbar

sein*) In allen anderen Punkten ist die Anzahl der Werte eine

beliebige positive ganzzahlige Funktion von x.'"^'*) Die Gesamtheit

der Wertepaare (x, yj, « = 1, 2, • • •, bildet dann das Substrat für

die mehrdeutige Funktion-, man vergl. § 1.

Zur Behandlung einer inehrdeutigeu Funktion empfiehlt es sich

meist, eine Darstellung derselben mittels eindeutiger Funktionen

anzustreben. Für die in der Praxis vorkommenden mehrdeutigen

Funktionen gelingt eine solche Darstellung in der Regel vermöge des

folgenden Satzes.

Satz. In der Umgehung {Xq ~ Ö , Xq-\- d) einer jeglicJien Stelle Xq

des Defmitionsintervalls einer gegebenen mehrdeutigen FunJdion soll es

im Kleinen möglich sein, die Werte der Funldion zu eindeutigen stetigen

Funldionen zusammenzufassen, derart daß jedes dieser Umgebung zu-

gehörige Wertepaar (x, y^ an einer und nur an einer dieser Funk-

tionen teilnimmt. Im übrigen soll eine jede dieser Funktionen in der

ganzen Umgebung (x^ — d , Xq-\- ö) definiert sein. Dann tvird eine

ähnliche Zusammenfassung auch im Großen für das ganze Intervall

möglich sein.

Das Definitionsintervall wollen wir zuerst als abgeschlossen an-

nehmen: . / ,

« < a: < 0.

*) Diese Beschränkung liegt nicht in der Xatur der Sache, sie entspricht

vielmehr dem Wunsche, unnütze Verallgemeinerungen zu vermeiden.

**) Diese Anzahl braucht nicht in allen Punkten größer als 1 zu sein.
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Dann oibt es für alle Punkte desselben eine f^leichmäßifre Umtrebunf

(j'q — h, Xq + /')> ^0 ^0 einen beliebigen Punkt und // eine positive

Konstante, also eine von x^ unabhängige positive Größe bedeutet,

wofür die betreffende Spaltung möglich ist. Der Beweis dieser Be-

hauptung erfolgt mittels der bereits in § 7 und § i) ausführlich dar-

gelegten Methode der Einschachtelung der Intervalle. Würde nämlich

der Satz für das ganze Intervall nicht gelten und zerlegt man dieses

dann in zwei Teile, so müßte er auch mindestens für eines dieser

Teilintervalle, Ä^, falsch sein, usw. — Oder man kann auch das in

der 3. Aufgabe, § 9 ausgesprochene Resultat in Anwendung bringen,

indem mau jedesmal unter d das größte d versteht, welches zum
Punkte Xq paßt. Damit erhält man eine positive Funktion von x^,

deren untere Grenze li unmöglich = sein kann.

Zerlegt man nunmehr das Intervall (a, h) in gleiche Teile,

deren Länge kleiner als ]i sein soll, so lassen sich die dem ersten

Teilintervall a ^ x ^ a -\- h entsprechenden eindeutigen Funktionen

über das zweite, darauf über das dritte, schließlich noch über das

letzte Teilintervall eindeutig und stetig fortsetzen. Hiermit ist der

Beweis für diesen Fall geliefert.

Ist das Defiuitionsintervall dagegen nicht abgeschlossen, so nehme

man eine unbegrenzte Folge ineinander eingeschachtelter abgeschlossener

Intervalle an, welche alle im gegebenen Intervalle liegen und dasselbe

auszufüllen streben. Für ein jedes derselben gilt der Satz, darum

gilt er auch für das gegebene Intervall.



Zweites Kapitel.

Über reelle Funktionen mehrerer reellen Veränderlichen.

§ 1. .Begriff des Grenzwertes.

Die Erweiterung des Dirichletscben Funktionsbegriffs auf eine

reelle Funktion mehrerer reeller unabhängiger Veränderlichen bietet,

wie bereits erwähnt, keine Schwierigkeit. Dagegen treten bei der

Verallgemeinerung des Greuzbegriffs und damit auch des Begriffs der

Stetigkeit Erscheinungen von einer wesentlich neuen Art zu Tage.

Das liegt eben daran, daß der Bereich der unabhängigen Variabelen,

bisher ein eindimensionaler, zu beschränkt war, um für den allgemeinen

Fall maßgebend zu sein. Setzen wir bloß zwei unabhängige Variabele

voraus, so begegnen wir bereits den Haupterscheinungen in der Theorie

der Funktionen von n unabhängigen Variabelen, und auch die Aus-

dehnung der Sätze sowie der Beweise auf den allgemeinen Fall springt

dabei meistenteils sofort in die Augen. Darum werden wir uns in

der Regel auf Funktionen zweier Variabelen beschränken.

Der ziveidimensionale Grenziihergang.'*') Sei {a, h) ein innerer

Punkt eines zweidimensionalen Bereiches S der (^,y)-Ebene und sei

f(x, y) in jedem Punkte von S, höchstens mit Ausnahme des Punktes

(a, Jj) selbst, eindeutig erklärt. Wie soll man

lim f{x,tj)
X = a, y = b

definieren? Veranschaulicht man die Funktion fiXjy) vermittels

eines geometrischen Ortes, indem man

^ = f{^, y)

setzt und die Punkte {x, y, z) im Räume aufträgt, so liegt es nahe

zu sagen, daß sich f{x, y) dem Grenzwerte c nähert, wenn der

Punkt {x,y) an {o,h) heranrückt, falls der Punkt (x,y,z) dabei

*) In diesem und den beiden nachfolgenden Kapiteln werden die Begriffe I

Bereich und Kurve der Anschauung entnommen, in § 2 werden sie etwas genauer

umgrenzt. Eine arithmetische Besprechung derselben findet sich im 5. Kapitel.
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dem Punkte [a, h, c) zustrebt. An deni Ijihalt dieses Gedankens

wollen wir denn auch festhalten, wir suchen aber doch eine rein

arithmetische Definition des Grenzwertes. Es stellt sich nun heraus,

daß sich die foljjrende Form für die Praxis eignet.

Definition. Sei fix^i/) in jedem Punkte eines den Punkt {a,h)

als innern Punkt enthaltenden Bereichs, höchstens mit Ausnahme

dieses Punktes selbst, eindeutig erklärt. Dann nähert sich f(^x, y)

beim Grenzübergange lim x = «, lim // = h einem Grenzwerte c, falls

sich einer beliebig kleinen positiven Größe s eine zweite positive

Größe d zuordnen läßt, derart daß

(1) \c-fi:x,y)\ <f

bleibt, wie auch immer die Variabelen ./
, // den Bedingungen gemäß:

\ 0<\x-a\-\-\jj -h\

angenommen werden mögen. Man schreibt dann

lim fix., ii)
= c.

Der Leser wolle nicht unterlassen, sich die Raumfigur vor-

zustellen, welche im gegenwärtigen Falle der Fig. 3 von Kap. 1,

§ 2 entspricht.

Unter

versteht man, daß

ist.

Diese Definitionen dehnt man auf den Fall aus, daß («, h) ein

Randpunkt des Bereichs ist, sowie darauf, daß der Bereich sich

ins Unendliche erstreckt.*) Ja, die Punkte, in welchen f(x,i/)

definiert ist, brauchen nicht einmal einen Bereich auszumachen, sie

können eine beliebige Punktmenge mit der Häufungsstelle (a, h) bezw.

eine sich ins Unendliche erstreckende Punktmenge bilden. Wesent-

lich ist dabei aber, daß die Beziehung (1) für alle Punkte (x, y)

gelten soll, für welche fix, ij) definiert ist, und welche zugleich den

Relationen (2) genügen.

lim fix, y) = (x>

lim
:2r-f ^ =

*) Im letzten Falle tritt an Stelle von (2) die Relation

\x\ + \y >G.
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Im Gegensatz zy dem später zu besprechendeu doppelten Grenz-

übergang wollen wir den soeben definierten als einen ztveidimensionalen

Grenzübergang bezeichnen.

Theorem. Die noüvendige und MnreicJiende Bedingung dafür,

daß f{x, y) einem Grenzivert zustrebe, wenn der PunJd (x, y) den zwei-

dimensionalen Grenzübergang lim x = a, lim y = b ausfülirt, hesteht

darin, daß
lim [fix, y) - fix", y")] =

sei, wenn ix', y) und {x", y") unabhängig voneinander glcivhzcilig gegen

den Punlä {a, b) Iconvergieren.

Den Beweis führt man in ähnlicher Weise, wie im Falle einer

Funktion einer unabhängigen Variabelen (Kap. 1, § 7, Theorem 2)/

nur treten jetzt an Stelle der Intervalle a — d„ < x < a + d„ die

Quadrate a — d„ < a- < a + ö„ ? ^ — ^„ < 2/ < ?' + ^« •

Es ist klar, daß, wenn sich f(x, y) beim zweidimensionalen Grenz-

übergang lim X = a, lim y = b einem Grenzwerte U nähert, f(x, y)

auch dem Wert ü Zustreben wird, wenn der Punkt (x, y) längs einer

beliebigen Kurve an den Punkt (jt, b) heranrückt. Wir wollen jetzt

den umgekehrten Satz beweisen.

Satz. Ist fix, y) in der Umgebung des Punktes (a, b), höchstens

mit Ausnahme dieses Punktes selbst, eindeutig erklärt und nähert sich

fix, y) einer Grenze, wenn der Punkt (x, y) längs einer beliehigen (sogar

regulären) Kurve an den Punkt (a, b) heranrückt, so nähert sich fix, y)

einem Grenzivert, wenn der Punkt (x, y) den zweidimensionalen Grenz-

übergang lim X = a, lim y = b ausführt. \

Gesetzt, der Satz wäre falsch. Dann gäbe es eine feste positive |

Größe li derart, daß in jeder Umgebung des Punktes [a, b), also ins- f

besondere in einem um diesen Punkt beschriebenen Kreise mit dem

beliebig kleinen Radius B ein Punktepaar (X, Y), (X', Y') existierte,

wofür

\f{X,Y)-fiX',Y'),-^h

wäre. Man nehme nun r^ willkürlich an, setze P = >\ und zeichne

ein derartiges Punktepaar (X, Y) = [x^, y^), (X', Y') = (x^, y/) in

diesem Kreise auf. Dann wähle man r^ so klein, daß der Kreis

B = r^ weder den Punkt (a.\, y^) noch den Punkt (x/, y^') umfaßt,

und zeichne wieder ein entsprechendes Punktepaar (d?2, ^2)? (^2'; ^2')

in ihm auf. Fährt man so fort, so erhält man hierdurch eine un-

endliche Folge von Punktepaaren (x^, i/J, (a;^/, //„'), die bei wachsendem

n gegen den Punkt («, b) konvergieren und für welche im übrigen stets
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\f{^n, yn)-t\<,yn)\>1'
ist. Verbiiulefc man diese Punkte der Reihe nach durch eine; Kurve 6':

^ = 9^(0' y = i'(t), h£*£fi,
etwa durch einen Polygonzug, so wird f(x, y) keinem Grenzwert zu-

streben, wenn {x,y] längs C gegen {a,h) konvergiert. Denn f{x,y)

wird jetzt eine Funktion der einen Variabelen t und als solche be-

trachtet genügt sie nicht dem zweiten Teil von Theorem 2, Kap. 1, § 7.

Im übrigen kann man die Punkte {x^,y^, {x^',y^') so wählen, daß

die Kurve C regulär ausfällt. Hierzu braucht man nur die Umgebung
von (a, h) in 2" gleiche Winkel zu zerlegen und die Methode der Ein-

schachtelung der Intervalle auf den Gesamtwinkel 2n^ anzuwenden.

Man könnte geueigt sein zu glauben, daß es zur Existenz eines

Grenzwerts genügte, wenn f\x, y) beim Herannahen des Punktes (x, y)

an den Punkt (ci, h) längs einer beliebigen Geraden stets einer Grenze

zustrebt. Das ist aber doch nicht richtig, wie das Beispiel

zeigt. Führt man hier Polarkoordinaten ein: x = rcosd, y = r sind,

so geht f\x, y) in die Funktion über:

f(x, y) = sin 2 d.

Doch selbst dann, wenn f(x, y) stets ein und demselben Grenz-

werte zustrebt, gleichviel auf welcher Geraden (x, y) sich dem Punkte

[ci,h) nähert, braucht f{x,y) beim zweidimensionalen Grenzübergange

lim X = a, lim y = h noch gegen keinen Grenzwert zu konvergieren,

wie das folgende Beispiel zeigt. In der Ebene ^ = 1 denke man sich

die Kardioide r. ,-.
>• = 2a (1 + cos 6)

gezeichnet und man lege einen Kegel, dessen Spitze sich im Koordi-

natenanfangspunkt befinden soll, durch diese Kurve. Dann soll die

Funktion f\x, y) in allen Punkten der {x, y)- Ebene mit Ausnahme

der negativen aj-Achse und des Anfangs durch die positive Ordinate z

dieser Fläche definiert werden. Ferner soll f(x, y) in den soeben

ausgenommenen Punkten den Wert haben. Die also definierte

Funktion f(x, y) konvergiert gegen 0, wenn der Punkt (x, y) längs

emer beliebigen durch den Punkt (0, 0) gehenden Geraden der (.r, y)-

Ebeue diesem Punkte zustrebt. Trotzdem hat f(x, y) keinen Grenz-

wert im Punkte fO, 0). In der Tat hat f{x, y) in jedem Punkte der

bewußten Kardioide, wofür r > ist, den Wert 1. Rückt (.r, y) also

längs dieser Kurve an den Punkt (0, 0) heran, so nähert sich fix, V)

dem Werte 1.
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§ 2. Stetigkeit; reguläre Kurven und der Bereich S.

Sei f(x, y) in jedem Punkte eines zweidimensionalen Bereichs

eindeutig erklärt. Dann heißt f{x, y) in einem Punkte (a, V) desselben

stetig, wenn ,. ,.^ . ., ,.

hm f{^x,y) = f{ci,h)
x = a, tj =-b

ist. Die Funktion heißt im Bereiche stetig, wenn sie in einem jeden

seiner Punkte stetig ist. Werden die Randpunkte mit zum Bereiche

gerechnet, so handelt es sieh selbstverständlich bei der Definition der

Stetigkeit in einem Randpunkte um einen Grenzübergang, wobei der

Punkt ix,y\ bloß auf die 1 unkte des vorgelegten Bereichs beschränkt

wird.

Sei {cc, ß) ein Randpunkt, gleichviel ob {«, ß) zum Bereiche ge-

rechnet wird. Man sagt, fix, y) schließt sich dem Bandwerte A stetig

an, wenn bei Beschränkung von (a;, y) auf innere Punkte des Bereiches

lim f{x, y) = Ä

ist. Es läßt sich leicht beweisen, daß, wenn sich die Funktion f(x, y)

einer stetigen Folge von Randwerten stetig anschließt und außerdem

in den Randpunkten so definiert ist, daß sie dort mit diesen Rand-

Averten übereinstimmt, sie daun im abgeschlossenen Bereiche stetig

ausfällt.

Wir bemerken noch, daß es zur Stetigkeit einer Funktion zweier

Variabelen (x, y) nicht genügt, daß die Funktion bei konstantem y

eine stetige Funktion fix, y^) von x, sowie bei konstantem x eine

stetige Funktion /"(a^, y) von y sei, wie das im vorhergehenden Para-

graphen angeführte Beispiel

zeigt. Selbst dann, wenn die Funktion im allgemeinen stetig und

auch auf jeder durch einen bestimmten Punkt (ff, h) gehenden Geraden 3

stetig ist, braucht sie im Punkte (a, h) nicht stetig zu sein, wie sich 1

aus dem letzten Beispiel jenes Paragraphen ergibt.
|

Ein Bereich heißt ahgeschlossen , wenn er im Endlichen liegt

und jeder seiner Randpunkte zu ihm gerechnet wird.*) Auf die

denkbar allgemeinsten Begrenzungen eines Bereichs wollen wir vor

der Hand nicht eingehen, sondern unter einem Bereich S bloß ein !

Stück der Ebene verstehen, welches von einer oder mehreren Kurven

*; Man vergleiche die allgemeine Definition einer abgeschlossenen Punkt-

menge, Kap. 1, § 8, welche den vorliegenden Fall umfaßt.
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und eventuell auch von einem oder mehreren Punkten begrenzt ist;

doch soll die Anzahl der Kurven, sosvie der Punkte endlich sein

(insbesondere darf S aus der ganzen Ebene bestehen), wofern das

Gegenteil nicht ausdrücklich bemerkt ist, und die Kurven sollen

außerdem rcfiulär sein.*) Ein Kurvenstück soll nämlich regulär

heißen, wenn die Kurve sich nicht schneidet, in jedem inneren und

Endpunkte eine stetig sich drehende Tangente besitzt, und keine

Spitze hat. Hiernach läßt sich ein reguläres Kurvenstück durch die

Formeln darstellen:

wobei q){t), tl){t) im Intervalle fo^^^h stetige, mit stetigen ersten

Ableitungen ausgestattete Funktionen sind und q)'{t), t'{t) in keinem

Punkte des Intervalls gleichzeitig verschwinden. Eine Kurve heißt

nun regulär, wenn sie sich aus einer endlichen Anzahl aneinander ge-

reihter, regulärer Kurvenstücke zusammensetzt. Sie läßt .sich dann

in der obigen Gestalt parametrisch darstellen, wobei cp und i/> im

ganzen Intervalle to ^t ^t^ stetig sind und im allgemeinen stetige,

niemals gleichzeitig verschwindende Ableitungen besitzen.

Die auf Funktionen einer Yariabelen bezüglichen Stetigkeits-

definitionen und -sätze lassen sich auf Funktionen mehrerer Variabelen

übertragen, indem mau bloß das Wort IntervaU durch Bereich ersetzt.

Auch werden die Beweise in ähnlicher Weise geführt, sofern man die

Ebene oder den Raum in ein Quadraten- resp. Würfelnetz zerlegt.

Auf einen Punkt müssen wir dabei noch etwas näher eingehen.

Ist nämlich die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen bloß auf

zwei oder drei beschränkt, so leistet unsere geometrische Anschauung

die Mittel zu einer einfachen Vorstellung des Spielraumes für die

betrefiFenden Wertesysteme. Falls jene Anzahl jedoch größer ist, so

versagen diese Mittel, man wird auf rein arithmetische Bedingungen

angewiesen. So könnte beispielsweise in einem bestimmten Problem

besagter Spielraum solche Wertesysteme {x, y, 2, tj umfassen, wofür

*) Dabei können die Randpuukte zuna Teil oder ganz zum Bereich ge-

rechnet werden oder nicht. Manche von den späteren Sätzen gelten in allen

Fällen. Wenn es von nöten ist, daß alle Kandpunkte zum Bereiche gezählt

"werden, so werden wir das eben ausdrücklieh verlangen, indem wir etwa einen

abgeschlossenen Bereich S voraussetzen.

Im übrigen soll unter dem Ausdruck: ,,der Bereich S' liegt innerhalb 5"
verstanden werden, daß jeder innere und Randpunkt von ,S" ein innerer Punkt
von S ist.
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ist. Nim bilden die Punkte (x, y) der Ebene, wofür

ist, das Innere eines Kreises: x^-{-y^=l, und ebenso machen die

Punkte des Raumes, wofür

x'' + y- + ^-<l

ist, das Innere einer Kugel: x^ -{• y^ -\- ^^ = l aus. Im Anscliluß an

diese geometrischen Vorstellungen ist es bequem, sich auch im vor-

liegenden Falle das Wertesystem {x, y, z, t) als einen Punkt eines

vierdimensionalen Raumes zu denken und die Gesamtheit der Punkte

{x, y, z, t), wofür .r- ^ y"- -\- z'^ -\- f = l ist, als eine Kugel in diesem

Räume aufzufassen, wobei sich dann die Begriffe: Bereich, Randpunkt,

Umgrebung, schon von selbst übertragen.

Und so werden wir uns denn allgemein der Metapher eines

M-dimensionalen Raumes und eines in demselben gelegenen Bereiches

bedienen, in welch letzterem unsere Funktion definiert wird. Das

feste Fundament, worauf sich alles in der letzten Instanz gründet,

bilden allerdings arithmetische Festlegungen, immerhin bewährt sich

jene Metapher, denn durch sie wird doch noch etwas von dem Vor-

teil der geometrischen Anschauung gerettet, und wenn das auch nur

schließlich in einer gewissen Analogie besteht.

§ 3. Der Mittelwertsatz.

Die Funktion f{x, y) sei in einem Bereich S eindeutig erklärt

und habe in jedem inneren Punkte von S partielle Ableitungen*)

Seien (rr^
, y^, {x^ -\- h, y^ + Ic) zwei innere Punkte von S, doch sollen

h, h so gewählt werden, daß das Rechteck, dessen Ecken sich in den

vier Punkten (^r,, + It, y^ + Ä") befinden, ganz innerhalb S liegt. Man

bilde nun den Ausdruck

f{x^ + h, y^ + /c-) - tXx^, y^) = f\xQ + h, y^ + ^0 - /'(^o. 2/o + ''')

+ f(Xo, yo + f^) - fi^o, Vo)

,

und wende den Mittelwertsatz von Kap. 1, § 6 sukzessive auf die

beiden Differenzen rechter Hand an. So kommt:

*) Es sei noch einmal an die Verabredung erinnert, unter einer Ableitung

schlechtweg einen eigentlichen Grenzwert zu verstehen; vergl. Kap. 1, § 5.
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n^o + K ih + /'•) - f(^o, vo) j
< ö < 1

,

= J'fA-'-o + ^^'. ?/o + /••) + ^'7,(>o, I/o + O'k), I < Ö'< 1

.

Hiermit haben Avir eine Form des Mittelwertsatzes für eine Funktion

zweier Variabelen erhalten^ und zwar ohne die Stetigkeit der partiellen

Ableitungen vorauszusetzen.

Aus der bloßen Existenz einer Ableitung einer Funktion f(x) einer

einzigen Variabelen in einem Punkte ging bereits die Stetigkeit von

f\a) daselbst hervor, vergl. Kap. 1, § 5, Ende. Der entsprechende

Satz für Funktionen mehrerer Variabelen ist dagegen nicht richtitr, wie

das Beispiel zeigt:

fi^,y)-^^y., 0<U| + li/': /(o,o) = o.

Setzt man aber außerdem noch voraus, daß die partiellen Ableitungen

in der Umgebung des betreffenden Punktes endlich bleiben, d. h. daß

es eine positive Konstante G gibt, derart daß für jeden Punkt [x, y)

dieser Nachbarschaft

\a^,y)\<G, fy(^;y)\<G

ist, so wird der Funktion damit die Stetigkeit auferzwnno'en, wie

man aus dem Mittelwertsatz (1) sofort erkennt. W^enn insbesondere

fx{^\ y)f ftM'^ y) ^^ einem Bereiche S stetig sind, so .sind sie damit

auch in jedem innerhalb S befindlichen Bereiche S' endlich, woraus

man also auf die Stetigkeit von fix, ij) innerhalb S schließen kann.

Durch den Mittelwertsatz beweist man bekanntlich unter der

Voraussetzung der Stetigkeit aller in Betracht kommenden partiellen

Ableitungen die Formel

cz cz dx dz dy
er d X er cy er '

wo
^ = fi^^ y)

,

x = (p(7;s), y = f(r,s)

ist. Hängen insbesondere q), %) nur von /• ab, so ist

dz dz dx cz dy
dr d X dr dy dr

Im Falle, daß die partiellen Ableitungen f^{x,y), fy(x, y) in S
stetig sind, kann man dem Mittelwertsatze eine symmetrische, dem

Gedächtnisse leicht einzuprägende Form geben, indem man unter
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Beibehaltung der früheren Voraussetzungen bezüglich der Punkte

(«'o; 2/0); (^0 + ^^ ?/o + ^'0 <^ön Ausdruck

/(.To + th, Po + tJ') - /(•^o. ?/o)

bildet und denselben dann als eine Funktion der einen Variabelen t be-

trachtet. Bezeichnet man ihn mit ^{tj, so ist nach dem Mittelwert-

satze von Kap. 1^ § 6

0(1)-^(O) = 0'(Ö), 0<Ö<1,
und man gelangt somit zur symmetrischen Formel:

(4) /'(äo + h, iJo + /') - fX^o, !fo)

= hfÄ^'o + ÖA, ^0 + Ök) + l-f^{x, + Oh, y, -{-Ol-), < ö < 1 .

Satz. Ist die FimJdion

2 = f{x, y)

in jedem Pttnlir eines JBereieJis S eindeiifif/ erliärf wid im Innern

von S mit beiden partieUen Ahleitungen erster Ordnung versehen; ver-

schwinden ferner diese Ableitungen

in jedem innern Punlte von S:

QZ

d X
0, ^ = 0,

' oy '

Fig. 39.

SO ist f(x, y) im Innern des ganzen

Bereichs S eine Konstante.

Seien (a, b), (X,Y) irgend zwei

innere Punkte von S. Man verbinde

diese Punkte durch ein reguläres

Kurvenstück C:

und verfolge den Wert von fix, y) längs C. Hierbei ist

z^f[cp(t),tit)]

eine stetige Funktion von t, deren Ableitung identisch verschwindet:

dz dz /.,N , dz ,.,^ ^

Darum hat f(x, y) in allen Punkten von C denselben Wert; insbeson-

dere ist also
/(a, b) = f{X, Y) .

Nun war aber (X, T) ein beliebiger innerer Punkt von S, und

hiermit ist der Satz bewiesen.*)

*) Der im Serretscheu Lehrbuche über Differential- und Integralrechnung

gegeliene, auf eine einmalige Anwendung des Mittelwertsatzes in der Gestalt (l)
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§ 4. Implizite Funktionen.

Gleich /u Aufaug der Diiferentialrechmmg wird die Aiifgal)e he-

haiidelt, eine Funktion y nacli x zu ditferentiieren, welche implizite

durcli eine Gleichung von der Form

(1) F{x,y) =

gegeben ist. Man soll z. B. die Tangentenrichtung der Kurve

.,:3 + ^3^+ 2.r 4- 3y =

ermitteln. Die Aufgabe löst man dadurch, daß man beiderseits nach
/ dilferentiiert und aus der damit erhaltenen Gleichung:

3^:^ + 3./^;;^ + 2 + 3^^ = 0,^ dx (Ix •

dy/dx bestimmt. Sehen wir näher zu, was da eigentlich gemacht

wurde, so zeigt sich, daß die Existenz einer Ableitung gar nicht be-

wiesen, vielmehr von vornherein stillschweigend vorausgesetzt w^irde;

unter dieser Annahme ist die Ableitung bloß ausgewertet worden.

Ein bekanntes Verfahren, die Funktion

y == rr"

zu diflPerentiieren, wo n = p!q ein positiver Bruch ist, leidet auch an

demselben Mangel. Man formt nämlich die Gleichung, wie folgt, um:

y'i = xP

und differentiiert dann beiderseits nach .r.

In diesen beiden Fällen steht doch wenigstens die Existenz der

Funktion fest. Man wendet aber dasselbe Diifereutiationsverfahren oft

an, wo selbst die Möglichkeit, die Gleichung (1) nach y aufzulösen,

nicht einmal dargetan ist; z. B.

// e^' — X cos y = .

Wir sehen also, daß es sich bei den impliziten Funktionen vor

allem um zwei prinzipielle Fragen handelt: a) Wird durch die vor-

gelegte Gleichung überhaupt eine Funktion definiert? b) Hat die

Funktion, sofern sie vorhanden ist, eine Ableitung? Kann man auf

diese beiden Fragen erst eine bejahende Antwort geben, so reichen

dann allerdings die bekannten Methoden der Differentialrechnung zur

Auswertung der Ableitung in der Praxis hin.

Eine hinreichende Bedingung für die Existenz der Funktion

oder (2) sich stützende Beweis dieses Satzes reicht niclit für alle Fülle aus, wie.

durch beigesetzte Figur angedeutet ist.
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sowie der Ableitung ist zuerst von Cauchy*) für den speziellen Fall

gegeben worden, daß sich F{x, y) in eine Taylorscbe Reihe entwickeln

läßt. D i n i **) hat später den Cauchyschen Satz auf allgemeine Funktionen

auso-edehnt und zugleich den auf Potenzreihen basierenden Cauchyschen

Beweis durch einen einfacheren ersetzt.

Existenztheorem. Sei

F(;u, X, y,- )

eine in der Umgehung {Ä) der Stelle {^Iq, Xq, y^, •):

H. -Mol<^> \x-x^ <Ä, y-y^\<Ä,---- A>0,
eindeutige stetige Funliion der n + 1 Argumente u, x, y, , tvelehe in

diesem Punkte verscimindet:

und in jedem PunJde von (Ä) stetige partielle Ableitungen erster Ord-

nung hesitd***); sei ferner

Dann gibt es eine in einem Bereiche

\x-XQ\<h, \y — yQ\<^h--\ J'>^,

eindeutige stetige FunJction

u = (p{x,y,- ),

tvelcJie im Punlte (xQ,yQ,---) den Wert u^ annimmt: ?to = <5p(^o? ?/or • O

und in F{u, x,y,-- •) eingetragen, diese Funktion identisch zum Ver-

schwinden bringt: -T?r , s ^ _ nF{(p{x,y,- ),x,y,-- ) = ().

Durch die Funktion u = g» (x, y, • ) u erden außerdem alle die-

jenigen in einer bestimmten Xachbarschaft der Stelle {uq, Xq, y^, •)

gelegenen Punkte (u, x, y, ) erschöpft, in tvelchen F{u, x, y, •) ver-

schtvindet.

Die Funktion u = (p(x,y, • •) besitzt endlich stetige partielle Ab-

leitungen erster Ordnung, welche nach dem gewöhnlichen Verfahren der

Differentialrechnung erhallen werden:

du I^-- =— ^ , usw.
ex- F,'

*) Literaturangaben hierüber finden sich in der Encyklopüdie der mathe-

matischen Wissenschaften II B 1, Nr. 44.

**) Dini, Analisi infinitesimale 1, S. 162 (lith.) Pisa 1877/78; Peano-Ge-

nocchi, Galcolo differenziale , Turin 1884, Nr. 110—123 (deutsche Übersetzung

von Bohlmann und Schepp, Leipzig 1899).

***) Bezüglich der Ableitungen braucht man nicht soviel zu verlangen. So

genügt beispielsweise zum Beweise des ersten Teils des Satzes bloß die Existenz

der einen Ableitung F„ nebst der Annahme, daß dieselbe stets positiv (negativ)

•bleibe. Wir haben die Formulierung des Textes deshalb gewählt, weil sie sich

dem Gedächtnisse leichter einprägt und für die Praxis auch ausreicht.
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Fig. 20.

Wir führen den Beweis l)loß lur den Fall n = 1 ; die Verallge-

meinerung des Beweises bietet dann keine Schwierigkeit, Der Be-

reich (.4) besteht hier aus dem Innern eines Quadrats, dessen Ecken
in den vier Punkten

("0± A ^-0+ ^-i)

liegen. *) Da I]^ ( n, x) in
( Ä)

stetig ist und im Punkte {ii^^, x^
nicht verschwindet, so kann man
einen abgeschhissenen in (^4)

gelegenen Bereich ^Ä):

u — Uq ^ ä', X — Xq ^ Ä',

0<Ä'<Ä,
so bestimmen, daß F^^^u, x) nir-

gends in (Ä') verschwindet- Der Beweis gliedert sich nun wie folgt.

Wir nehmen an, daß

sei, — der entgegengesetzte Fall wird ja durch die Transformation

F{n, x) = — F (u, x) auf diesen zurückgeführt, — und zeigen

a) daß

F( Wo + Ä', x^) > , F{u^ - Ä', x^) <
ist-,

b) daß es ein Intervall

•^'o
— h<x< Xq -\- h ,

li >0

,

gibt, in welchem durchweg

F(n„ + Ä', ai) > , F{i(^ - Ä', x)<0

bleibt. — Alsdann richten wir unser Augenmerk auf das Rechteck,

dessen Ecken in den vier Punkten («(, + A', Xq + h) liegen und be-

weisen,

c) daß es auf jeder Geraden x = x'^ welche dieses Rechteck

durchsetzt:

X^, — // <x'< Xq -\- h

,

einen, aber auch nur einen im Rechteck gelegenen Punkt {ii, x') gibt,

in welchem F{u, x) verschwindet:

F{ii,', /) = ,

Damit ist zunächst die Existenz einer eindeutigen Funktion

*) Entgegen dem gewöhnlichen Brauche in der analytischen Geometrie

tragen wir hier die erste Variabele des Größenpaares {u, x) als Ordinate, die

zweite als Abzisse auf.

Osgood, Funktionentheorie. I. 4
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u = (f (x) , Xq — h < X <C Xq -\- h,

dargetan, welche die Gleichung

F{u, x) =
löst und zugleich alle in der Umgebung der Stelle («o>^o) gelegenen

Punkte (i(, x) erschöpft, welche die Funktion F(^ti, x) zum Verschwin-

den bringen.

ad a) Verfolgen wir die Funktion F(^u, x) längs der Geraden

X = Xf^, so haben wir es mit einer Funktion einer einzigen Variabelen u^ ,

Fi>t, x^)
,

!

zu tun, welche im Intervalle Hq — A'^ u ^ k^^ -\- Ä' stetig ist und 1

eine positive Ableitung daselbst besitzt. Demgemäß wächst F(u,Xq) I

beständig mit ii, vergl. Kap. 1, § 6, Aufgabe 3, und da die Funktion

überdies im Punkte ii^ verschwindet, so ist die Richtigkeit der

Behauptung hiermit erwiesen.

ad b) Verfolgen wir jetzt die Funktion F(h, x) längs der Ge-

raden H = Hq -f A', so haben wir es mit einer stetigen Funktion einer

Variabelen x,

F{% + A', x)

,

zu tun, die im Punkte Xq positiv ist. Aus der Definition der Stetig-

keit geht dann hervor, daß es ein Intervall Xq — //^ < a; < ä"q + ^'i r

//j > 0, gibt, in welchem F{Hq -f Ä, x) noch positiv bleibt. (Vergl.

Kap. 1, § 4, Aufg. 6.) Ebenso gibt es ein Intervall ^q— /'2<x<a'o + A2r

Ag > 0, in welchem F{ti^^ — Ä, x) negativ bleibt. Man braucht also

It nur als die kleinere der beiden positiven Größen //^, A^ zu nehmen,

ad c) Verfolgen wir endlich die Funktion F(u, x) längs der

Geraden x = x, wo x^ — h <i x <_ x^ -\- h ist, so haben wir es mit

einer im Intervalle Uq — A'^ u ^ u^ -f A stetigen Funktion von u^

F(h, X),

zu tun, welche in dem einen Endpunkte des Intervalls positiv, im

anderen negativ ist:

F(«o + -4', x')>0, JF(Mo - A', x')<0.

Nach dem 3. Satze von Kap. 1, § 4 muß F(u, x') danu den Zwischen-

wert mindestens einmal annehmen. Würde F(u, x') aber in zwei

verschiedenen Punkten h^ < Wg dieses Intervalls verschwinden, so

müßte nach dem Rolle.schen Satze i^„(M, x') für einen mittleren Wert

"i < U <C >(2 verschwinden, was zu einem Widerspruch führt.

Die eindeutige Funktion u = (p(x), deren Existenz nunmehr fest-

steht und welche die Gleichung F(h, x) = löst, ist ferner im Inter-
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valle
j'o
— A < A' < .r^ -\- h stetig. Das wollen wir yAinüchst bloß für

den einen Punkt
.7'o

zeigen. Der Beweis gelingt uns in außerordent-

lich einfacher Weise, indem wir uns überlegen, dfiß die ganze bis-

herige Schlußweise für jeden kleineren Bereich {A"):

I

H — n^ ^ A', X ~ Xq
j

^ A", < A" < A',

in Kraft bleibt. Hiernach k()nnen wir der beliebig kleinen positiven

Größe £ = A" ein Rechteck, dessen Ecken in den vier Punkten

O'o + A", Xq + Ii"), 0<//'^A, liegen, in der Weise zuordnen, daß

die Funktion F{u, j:") in einem innerhalb des Rechtecks gelegenen

Punkte («', .<') der Geraden x = x', ä'„ — h" <C x' <i Xq -f //', ver-

schwindet. Da nun die Formel n = q){x) alle Punkte von (A') er-

schöpft, in welchen F(u,x) verschwindet, so muß eben ii' = (p{x')

sein, und (p{x) erweist sich somit im Punkte Xq als stetig.

Jetzt sei x' ein beliebiger Punkt des Intervalls Xq— h <Cx <CXfy-\- li.

Dann gibt es eine Umgebung des Punktes (u,x'), wo u = cp{x') ist,

in welcher alle die Bedingungen des Theorems erfüllt sind, wenn

man bloß (m', x'^ au Stelle von (Uf^, x^ treten läßt. Daher gelten

auch alle die bisherigen Schlüsse, insbesondere also der, wonach sich

die Stetigkeit von (p[x) im Punkte x ergibt. Hiermit ist die Stetig-

keit von (p{x) im Intervalle x^^ — It < x' < ar^ + /< allgemein bewiesen.

Es bleibt nur noch übrig, die Existenz der Ableitung q)'(x)

nachzuweisen. Nach dem Mittelwertsatze ist

F(n + A^*, ^ + Ax) =
AnF^i^u + Ö Ah, X + dAx) + AxF^{n + 6 Au, x -j- 6 Ax) = 0,

wo
H = (f{\r) , Au = q)(x -{- Ax) — q)(x)

.

Da nun der Punkt [u -{- OAk, x -\- 6Ax) im Bereich (A') liegt, so

verschwindet F^\h + 6Ai(^x-\- BAx) nicht und man hat also

Au _ (p{x -f Ax) — (p{x) _ F^{u -}- OAu, x -f 6A x)

Ä".r
~"

Aj' " ~ F„ (Tt-f 6A u, oT^fTÄTv)

'

Läßt man Ax jetzt gegen konvergieren, so nähert sich Am wegen

der Stetigkeit von q)(x) auch dem Werte 0, und darum ist

lim -—- = w (x) = — j,-,—i
•

Es sei noch bemerkt, daß, wenn

Fui^o, ^0? ^0. • • •) =
ist, kein Schluß betreffend die Existenz einer Lösung der Gleichung

F(i(, X, y, • • •) =
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gezogen werden kann, wie die folgenden Beispiele zeigen. Sei n=l,

a) Die Gleichung

F(u, x) = 11^ -\- X- =
läßt weiter keine Lösung zu.

ß) Die Gleichung
F{u, X) = «2 - x'^ =

läßt mehr als eine Lösung zu; jede Lösung ist stetig und hat eine

stetige Ableitung. Doch sei auch auf die Fälle hingewiesen:

F(u, x) = u^ — X , F(u, x) ^ u^ — X.

y) Die Gleichung

F{u, x) = (i( — xf

läßt eine und nur eine Lösung zu, und zwar ist dieselbe stetig und

mit einer stetigen Ableitung versehen.

Aufgabe 1. Man führe den Beweis des Existenztheorems an der

Hand geometrischer Vorstellungen für den Fall n = 2, F{u, x, y)

durch.

Aufgabe 2. Man führe den Beweis des Existenztheorems rein

analytisch für den allgemeinen Fall durch.

Aufgabe 15. Man zeige, daß, wenn zu den Voraussetzungen des

Existenztheoremes noch die Existenz und Stetigkeit der partiellen

Ableitungen zweiter Ordnung von F{ii, x) hinzukommt, die Funktion

<p{x?) auch eine stetige zweite Ableitung 'p'ipc) zuläßt. Man verall-

gemeinere diesen Satz.

§ 5. Fortsetzung: Funktionensysteme.

Aus dem Existenztheorem des vorhergehenden Paragraphen leitet

man eine hinreichende Bedingung für die Auflösung eines Systems

von Funktionen nach bestimmten Argumenten ab. Sie lautet folgen-

dermaßen.*)

Satz: Jede der FimMionen

Fi{iH,---Up\ x^,---xj, i==l^...p^

sei nebst allen ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in der Um-

gebung der Stelle {bj^, b^-^ a^, • , <x„) stetig und verschwinde dort:

FiiW, ' \\ ('i, «j = 0, i = 1, . .
. |>,

während die Jacobische Determinante

*) Wir sprechen den Satz gleich allgemein aus; doch sollte sich der Leser

zunächst _2^ = 2, w = 1, 2, 3; jp = 3, n = 1, 2, 3 gesetzt denken.

i
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J=2:+'^, ... '/"— r ", cup

((ort )uclif verseil ir'nuict. Dauit (//hf es p in der U/H(fehunf/ der Stelle

(^'i>''^'n) c'"(l(^idi(/e stetijie >nit stefif/en partiellen Ahleitunffen erstir

Ordnunfi aKS(/esf((ffefe Funktionen

a eiche in diese)» Putikte resp. die Wert^; l>^, h annehmrn:

^i
= %{(h,- "„), i=l,--p,

und, in jede der Futiktionen F^(u^, u jc^, • • • xj eingetragen, die

p Gleichungen

Fi{ih, ...ity^x,,--- .rj = , i=l^... p,

gleichzeitig lösen; dabei soll {x^, x^) ein beliebiger Punkt der be-

treffenden Umgebung des Funldes («i,
• • • ^'„) sein.

DnrcJi die p Functionen n- = (pi{pi\, • x^) werden außerdem alle

diejenigen in der Xähe der Stelle (b^, b ' a^, • a^) befindlichen

Wertsysteme {u^, • h^; x^, xj erschöpft, in aeichen die p Funk-

tionen F^{u^, • » ; x^, x^) gleichzeitig verschui'nden.

Die Funktionen (Pi(x^, x^ besitzen endlieh stetige Ableitungen

erster Ordnung, welche nach den bekannten Regeln der Differentialrechnung

berechnet werden.

Wir führen den Beweis für den Fall p = 2, n = l. Hierzu

schreiben wir die beiden Gleichungen, die in der Nähe dei^ Stelle

{Kq! Vq, Xq) nach u, v aufzulösen sind, in der Form an:

(1

)

F(u, V, x) = , Qiu, V, x) = Ü.

Dajm ist

, cF oF
du c

r

C $ 0^
cu cv

\

im Punkte (uq,Vq,Xq) von verschieden. Es sei uns gestattet, uns über-

haupt auf eine Umgebung dieses Punktes zu beschränken, in welcher J'

nirgends verschwindet. Geometrisch handelt es sich dann um den

Beweis, daß der geometrische Ort der Gleichungen (1) aus eiuer

durch den Punkt (u^, v^, Xq) gehenden Raumkurve

u == f(x), V = q)(x)

,

besteht, die in der Xähe dieses Punktes eine stetige Tangente hat.

Im Punkte {u^, v^, Xq) können i^„, F^ sicher nicht beide ver-

schwinden; sei etwa
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Dann kann man nach dem Existenztheorem von § 4 die Gleichung

F{ii, V, x) = ^

in Bezug auf u auflösen:

u = a (v, X) , Uq = 03 (i-o, Xq)
,

indem man die Umgebung der Stelle (u^, i^, x^^) nötigenfalls noch

weiter so einschränkt, daß F^{i(, v, x) dort nirgends verschwindet.

Die Gesamtheit der in der Nähe von {u^^, Vq, x^) gelegenen Punkte

{u,v,x), in welchen F{u,v,x) verschwindet, bildet demnac-h eine

Fläche, u = co(y, x).

Trägt man diesen Wert von u in die Funktion 0(^<, v, x) ein,

so entsteht eine Funktion der beiden Argumente v, x:

0(u, V, x) = W(v, x),

welche in der Umgebung der Stelle ( y^? -'^o)
^^^^ Stetigkeitsbedingungen

des Satzes von § 4 erfüllt und überdies dort verschwindet. Sehen

wir zu, ob auch

ist, damit wir die Gleichung

(2) 'P{v,a') =
nach V auflösen können. In der Tat ist
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ist^ ergibt sich daraus, daß wir jedesmal, wo wir eine Gleichung ge-

h'ist haben, dem Hauptsatze zufolge eben sämtliche Lösungen der-

selben gewonnen haben, die es in der betreflfenden Umgebung gibt.

Für den Fall }) = 2, n > 1 erfährt der vorstehende Beweis keine

Änderung. Durch den Schluß von p auf i> + 1 kann man ihn ferner-

hin für ein beliebiges 2^ beweisen, indem man wiederum davon aus-

geht, daß die p partiellen Ableitungen -—-^ ••• t,-^' nicht alle ver-

schwinden können, — sei cF^/cUi=^ 0, — und dann die Gleichung

nach K^ auflöst. Trägt man hierauf den also bestimmten Wert von

»1 in die übrigen p — 1 Funktionen I\, • • • F^ ein, so hat man es

jetzt nur mit einem System von i>
— 1 Funktionen zu tun, und zwar

mit einem solchen, wie eine kurze Zwischenrechnuug zeigt, für wel-

ches der Satz bereits gilt. Von hier ab schließt man wieder genau

so, wie in dem bereits durchgeführten Falle.

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß man aus dem Verschwinden

der Jacobischen Determinante keinen Schluß ziehen kann, was man
wieder, wie vorhin, durch Beispiele feststellt.

§ 6. Umkehrung eines Funktionensystems.

Aus den Sätzen der beiden vorhergehenden Paragraphen folgert

man eine hinreichende Bedingung dafür, daß sich ein System von

Funktionen

:

nach den Größen i(i, • • • i( auflösen lasse.

Satz. Sei 0^(u^,- • • u ) eine in der Umgehimfj der Stelle (Jt^, •h)
eindeutige stetige mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ver-

sehene Funldion der Argumente «i,
• • • Up und sei die Jacohische Deter-

minante

im Pmilde (h^, • • h ) von verschieden. Dann läßt sich das Glei-

clirMgssystem

Xi = 0,(ii„ Up) , i=\,--p,
in der Xähe der Stelle {h^, • hpi a^, • • a^), ico a. = ^,(&i, l>p^ i-^^t,

in eindeutiger Weise nach u^, • • u^ auflösen :

u. = cp.(Xi,- Xp), /= 1,- • p.

Dabei sind die Funktionen q)i(Xi, • • Xp) stetig und haben stetige par-



56 I> 2. Über reelle Funktionen mehrerer reellen Veränderliclien.

tielle Ableitungm erste)- Ordmiitfß In der Nähe des FimUes ( «^ , • • • a^. Im

übrigen ist die JacohiscJie Beterminante j dieser Funldionen im Pimlde

{ai,---a) von verschieden und zirar ist

In der Tat braucht man nur

I](ui, • • • Up-, ^1, • • • ^g = 0.(u„ • Up) - .(.

zu setzen und den Satz von § 5 hierauf anzuwenden. Durch direkte

Auswertung zeigt man dann, daß die Jacobische Determinante

• _ v^ , ^ % ^JPP
/ — .^ ~\~ ^ »*-

•' — CX^' CXp

den reziproken Wert von J hat.

Aus dem bloßen Verschwinden von J im Punkte Oj^,- • hj kann

man keinen Schluß ziehen; so lassen beispielsweise die Gleichungen

X == u^, y = v^

doch ausnahmslos eine eindeutige Umkehrung zu, trotzdem J in allen

Punkten der Geraden u = 0, sowie v == verschwindet.*)

§ 7. Abbildung zweier Flächen aufeinander im Kleinen.**)

In einem Bereich S der {x, ^)-Ebene seien die Funktionen (p{x, y),

ipix, y) eindeutig erklärt und mit stetigen Ableitungen erster Ord-

nuno" versehen; ferner verschwinde die Jacobische Determinante in

keinem Punkte von S:

j= '^•^- ^^, + 0.

Setzt man dann
(u = ff,{x, y)

^^^
\v=i^{x,y),

so wird jedem Punkte von S ein Punkt der {u, r)-Ebene zugeordnet.

*) Wegen des Falles, wo ./identisch verschwindet, vergleiche man Jordan,

Cours cVmmlyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1893, S. 86.

**) In diesem Paragraphen wird ein durchaus elementarer Gegenstand aus-

führlich behandelt, welcher in elementaren geometrischen Vorlesungen häufig

keinen Platz findet, später aber, als zu den Elementen gehörend, nur flüchtig

erörtert wird. Und doch sind scharfe Begrifle hier von nöten, denn sowohl für

die Geometrie als für die Analysis ist dieser Gegenstand von großer Wichtigkeit.

Dem Leser wird empfohlen, beim ersten Studium diese Seiten mit Sorgfalt durch-

zuarbeiten, um später einmal, nachdem er das Kapitel über Riernannsche Flächen

o-elesen hat, hierauf zurückzukommen und an der Hand der ihm dann zur Ver-

fügung stehenden zahlreichen Beispiele den Paragraphen wieder durchzunehmen.
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Die Gesamtheit dieser letzteren Punkte bildet eine Menire 2J, — die

Abhil(h(i>(/ des Bereiches S auf die (ii, yj-Ebene, ~ welche wir aber

vor der Hand nicht einmal als einen zweidimensionalen Bereich aufzu-

fassen berechtigt sind. Von j)rinzipieller Wichtigkeit ist daher der

folgende

1. Satz. Ist {a'o, i/q)
civ innerer Punld von S und{u^,VQ) dessen

BiUJpunkf in der (ii, vyEbenc, so <jiht es eine in S r/elegene Uniffebimf/ s

von [Xq, i/q) und eine Umgehung 6 von (uq, Vq), deren PiinJäe durch die

Transformation (1) einander umhehrhar eindeutig und stetig zugem-dnet

/Verden.

DrikM man die Transformatieni (1) in der aufgelösten Form

\x = <P(u, v)

1//= ^F(u,v)

aus, so hahcn O, W ebenfalls stetige Ableitungen erster Ordnung, und

ihre Jacobische Determimoäe verschivindet nicht.

Nur die geometrische Einkleidung dieses Satzes ist neu. Dem
Inhalt nach deckt er sich vollständig mit dem Satze des vorher-

gehenden Paragraphen, wenn man darin n = p = 2 setzt.

Wir wollen die Beschaffenheit der Abbildung einer kleinen Um-
gebung s des Punktes (u^, //q) näher untersuchen. Sind A^, A// be-

liebige Zuwächse, die nur dem absoluten Betrage nach eine passend

gewählte Größe // nicht übersteigen, so kann man nach dem Mittel-

'wertsatze schreiben:

Am = (pjx^ + Ohx, y^ -f ö A//) l\x + (p^^ix^ + ö Aa-, y/^ -f OAtf) A//

= 9Px(-^o? Ik) ^x + ^,j(^ü, Vo)^!/ + ^Aa,' + t'Ay,

wo i;, t,' wegen der Stetigkeit der Ableitungen q)^(x, y), q) (x, y) zu-

gleich mit Ax, Ay gegen konvergieren, und man erhält daher die

Formel

^^,.
( A^( = ÄAx + BAy + UAx + ^'Ay)

^
_

\Av= CAx-^DAy + {lAx + l'Ay),
wobei

\Ä B

ist und l, ^, t,, ^' alle dem absoluten Betrage nach unter einer be-

liebig klein zu wählenden positiven Konstante t) bleiben. Hierbei

wird f) zuerst angenommen, worauf dann // dieser Wahl gemäß be-

stimmt wird.
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Aus der Foi-m der Gleichungen (!') erhellt, daß sich die durch

die Gleichungen (1) definierte Abbildung in der Umgebung des Punktes

(^07 ?/o)
^^^ ^^^ durch die lineare Transformation

(du = ÄAx + BAy
(2)

' ^ '
dv = CAx + DAij

definierten Abbildung in mancher Beziehung wenig unterscheidet.

Man kann die letztere als eine erste Annäherung ansehen und als

solche wollen wir sie denn auch ausbeuten. Wir sprechen zuvörderst

den leicht zu beweisenden Satz aus:

2. Satz. Ist C eine hcUehu^e vom Punkte {X(^, y^) ausweitende

Kurve und bezeichnet man mit F, F' die der Transformation (1) hes/r.

der Hilfstransfarmation (2) entsprechende Bildhurve, so liahm F und F'

im PunJite (u^^ v^) dieselbe Tanf/enfenricldunf/.

Aus diesem Satze ergibt sich dann sofort der

3. Satz. Sind Q, C^ zivei von Punlie (x^, if^) ausgehende Kurven,

Fl, Fg ihre Bdd-

kurven in Beziui

y auf die Transfor-

mation (1), und

Fj', Fg' ihre Bild-

kurven in Bezug
-^- auf (2); bezeichnet

Fig. 21. tnan ferner mit ß
resp. ß' den Winkel,

welchen F^ mit F^ resp. F/ mit F,' im Punkte (uq, ij bildet, so ist

ß' = ß.

Die lineare Hilfstransfarmation (2). Die lineare Transformation (2)

setzt sich bekanntlich aus folgenden Transformationen zusammen.

a) eine Verdrehung der {x, ?/)-Ebene um den Koordinatenanfang

dnrch einen bestimmten Winkel (p^:

x^ = X cos (p^ — 1/ sin gpj

:fji = X sin (f^ + y cos cp,
;

b) zwei affine Transformationen:

x.-> XX, iX'Sf «X ^

!ii = !h \y2 = ^-ih'

c) eine Verdrehung der (x^, //2)-Ebene um den Koordiuatenanfang

durch einen Winkel q)^:

1
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u = X2 cos (fo — fl-,
sin f/-.,

V = .To siu ^2 + !l-> cos q o

Man kann sie auch dadurch erzeugen, daß man die (a;. //VEbene

zunächst einer parallelen Projektion auf eine zweite diese längs einer

durch den Anfang gehenden Geraden schneidende Ebene unterzieht,

um darauf die zweite Ebene einer Ahnlichkeitstransformation zu

unterwerfen. Nimmt man endlich in dieser letzten Ebene die u, v-

Acbsen in geeigneter Weise an, so ist die Transformation (2) fertig.

Hahitus (kr Ahhildum/ Meiner Figuren. Eine kleine Figur F
des Bei-eichs S, deren Rand durch den Punkt (^q, y^ geht, wird

einerseits durch die Transformation (1) auf eine kleine Figur 5,

anderei'seits durch die Hilfstrausformation (2) auf eine kleine Figur 5'

de.>^ Bereichs Z" abgebildet. Beide Figuren haben den Randpunkt

{Uq, Vq) gemeinsam und dort stimmen auch die Tangentenrichtungen

ihrer Randkurven miteinander überein. Wir wollen zeigen, daß der

Habitus der Figur §' ^ür denjenigen der Figur % maßgebend ist,

sofern der Umfang von F genügend beschränkt wird. Sei beispiels-

wpi.se F ein kleines Dreieck, dessen eine Ecke sich im Punkte (x^, n^)

befindet. Dann wird ^' auch ein kleines Dreieck sein, dessen eine

Ecke im Punkte {n^, v^ liegt, während ^ ^^s einem krummlinigen

Dreiecke besteht, dessen Seiten von regulären Kurvenstücken gebildet

werden. Im Punkte

0*0? '0) berühren die

heiden Seiten von ^'

die .entsprechenden

Seiten von 5. Um
die Ähnlichkeit des

Habitus von ^ und

%' zu konstatieren,

muß man noch zeigen, daß die beiden anderen Ecken von % bezw.

um verhältnismäßig wenig von den entsprechenden Ecken von 5' ab-

stehen. Wir wollen nämlich das Dreieck F der Form und Lage nach

als fest ansehen und nur seine Größe zweckentsprechend ein-

schränken. Dadurch können wir dann erreichen, daß das Verhältnis

des Abstandes Q^^Q^' zur Seite QQ^ kleiner als eine willkürliche

positive Größe s bleibt, sobald nur PF^ unter einer zweiten (von f

abhängigen) positiven Größe d bleibt. In der Tat haben die Pro-

jektionen der geraden Strecke Q^^Q^ auf die Koordinatenachsen bezw.

die Werte

Fig. 22.
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Au — du = ^Aj:; + t'^f/,

Av — dv = lAx +l'Ay,

wo sich Ax, Alf auf den Punkt P, beziehen. Darum ist

Au — du S cos q) -\- ^' sin qp

wo

H= (yl- + C'-) cos^ (p^2{AB+ CD) sin 9? cos 9? + {B^ + Z>-) sin- 9)

,

(o) cos (p = ^ ^ , sm qp
—

l/A rc* + A ?/- V'A^M^ Ä 2/-

gesetzt ist; — mit einem ähnlichen Ausdruck für {Av~dv)iydu--{-dv^.

Die quadratische Form H ist dabei definit, denn es ist

{AB^ CDf - {A' + C^) {B' + B') = - J',

und darum ist für alle Werte von 9?

m£H<3I,
wenn m, 21 zwei von (p unabhängige positive Größen sind. Be-

stimmt man also d derart, daß t,, t,\ t,, t,' alle dem absoluten Betrage

nach kleiner als e^ bleiben, wofern nur Ax <id
,

\£^ij > < ö sind,

so wird
Am — du ^ 2fj A^? — dv '^ 2^^

ydV-^d'v- Yw

'

ydn''-{-dv- " Ym
sein. Dies gibt

Daraus geht die Ähnlichkeit des Habitus von 5 ^^^^ ^'' hervor.

Denn die vorhergehende Abschätzung von Q^ Q^' hängt ja nicht von

der Richtung der Strecke PPi ab und gilt also gleichzeitig für alle

von P ausgehenden Strecken, deren Projektionen auf die Koordinaten-

achsen nur die Größe d dem absoluten Betrage nach nicht über-

steigen. Darum weichen auch alle anderen ^ und ^' angehörigen

ein und demselben Punke von F entsprechenden Bildpunktpaare um
verhältnismäßig wenig voneinander ab und zwar bleibt das Verhältnis

ihres Abstandes voneinander zur Entfernung eines der Punkte von Q
kleiner als e.

Bas Bogenelement. Dem Punkte P^: (x^-f-Ax, i/^y -f- Aij) ent-

spricht ein Punkt Q^: (»(, + Au, Vq -\- Av), dessen Entfernung von Q
den Wert ^^1 = YAu^ -\- Av^ hat und sich im übrigen von der

Entfernung des der Hilfstransformation (2) entsprechenden Punktes

Q^', nämlich von ]/rf;r + dv-, nach dem Vorhergehenden, um eine

unendlich kleine Größe höherer Ordnunsf unterscheidet. Setzt man

i
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^1 = ^^^^,

so ist also

Ferner sind d S und

dS = Ydu'- + dv',

hm —- = 1

.

PPi = As

unendlich kleine Größen gleicher Ordnung, d. h. es bleibt das Ver-

hältnis dS/As zwischen festen positiven Grenzen, wenn A./ . Av/

gegen <> konverorieren. In der Tat ist nach dem Vorhergehenden

Isogonale Verivandtscliafkn. Von besonderem Interesse ist der

Fall, daß der Winkel a, welchen die Kurven C^, Cg im Punkte

(Xq, (/q) miteinander bilden, bei der Transformation (1) erhalten bleibt:

daß also stets, entweder

a) a = ß oder b) a = — ß

ausfällt, wie man C^, Cg auch immer annehmen möge. Ist in jedem

Punkte von S die Bedingung a) bezw. b) erfüllt, so heißt die Ab-

bildung eine isogonale Yerivandtscliaft und zwar im Falle a) oJine,

im Falle h) mit Vmlegung der WinJcel.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für eine isogonale

Verwandtschaft besteht offenbar darin, daß im Falle

aj = + 7,

während im Falle

bj = — ö + 7

sei, wo 6 den Winkel, welchen eine von (Xq, i/q) ausgehende Kurve C
im Punkte {Xq, i/q) mit der positiven a;- Achse einschließt, & den

entsprechenden Winkel in der Bildebene und y eine Konstante be-

deutet. Als notwendige Bedingung erhält man also im Falle a)

tan & = tan {0 -{-y),

also vermöge (2)
C -\- D tan ö sin y -{- cos y tan

A-\- B tan ö cos y — sin y tan ö

Zur Bestimmung von y setze mau in (2) A ?/ = 0, A^'>0; so kommt:

^^\ A . C
(4) cos y = , sin y = ,.

^ Ya'- + c^ ' ^ Va^ + c*

Dies gibt:

C -}- D tan Ö C + ^ tan

J.+ .B tan ~ A — Ctsind'
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Diese Formeln köunen niemals illusorisch werden, da ein jjleieh-

zeitiges Verschwinden von Ä und C oder Ä und B das Verschwinden

der Jacobischen Determinante nach sich ziehen würde. Was dagegen

anbetrifft, so handelt es sich ja nur um notwendige Bedingungen,

und dazu genügt es, 6 so anzunehmen, daß kein Nenner verschwindet.

Hebt man nun in der letzten Gleichung die Brüche fort und vergleicht

man dann die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von tan 0,

so kommt:
ÄD - BC =^ Ä'

-i- C\

ÄB + CD=0.

Diese Gleichungen lassen nur die eine Lösung zu:

(5) Ä = I), B==-C.

Umgekehrt zeigt man, daß, wenn den Relationen (5) genügt

wird,

cos & = cos (0 -^-y), sin = sin (0 -j- y),

Avobei y durch (4) bestimmt wird. Demgemäß ist bis auf ganz-

zahlige Vielfache von 2:i

&= -{- y.

Die Relationen (5) haben sich hiermit als hinreichend für eine iso-

gonale Verwandtschaft erwiesen.

Der Fall b) wird in ähnlicher Weise behandelt. Den Rela-

tionen (5) entsprechen hier die folgenden:

(6) A = -D, B^C.

Das Ergebnis fassen wir in den Satz zusammen:

Satz. J^ine notwendige und hinreichende Bediwjuny dafür, daß

die Gleichungen (1) eine isogonale Verwandtschaft definieren, besteht

darin, daß entweder

a)

uder

bj
^"^

sei. Im Falle a) hleiht mich der Sinn der Winlel erhalten; im

Falle b) trifft dies aher nicht zu.

Beispiele, a.) Durch die Gleichungen

u = x^ — if

V = 2xy

cu cv

ex f y'
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wird der erste Quadrant der (a;, ?/)- Ebene auf die positive (u,v)-

Haibebene abgebildet und zwar ist die Verwandtschaft eine isogonale

ohne Unilegung der Winkel.

y

b) Durch die Inversion

Fig. 23.

/• =

wo ;•- = ./ - + //-,
y''^ = i(- + v^ ist^ wird eine isogonale Verwandt-

schaft mit Umleguno^ der Winkel definiert.

Konforme Äbhilihinyeii. Im Falle einer isogonalen Verwandt-

schaft erleiden kleine Figuren des Bei-eichs aS' bei der Abbilduncr

durch die Hilfstransformation (2) gar keine Verzerrung, höchstens

eine Spiegelung. Denn im Falle a) kann man ja die Transformation (2)

auf die Form bringen:

[
du = ]/J.^+ C^(A;r cos 7 — A/y sin y)

I dv = yA^ + C^ (Aa: sin y + A/y cos y)

,

und diese Transformation besteht aus einer Drehung der (x, //)- Ebene

um den Punkt (ir^, ij^) durch den Winkel y nebst einer Ähnlichkeits-

transformation mit dem Ahnlichkeitskverhältnisse yA^ -j- C^, während

im Falle b) noch eine Spiegelung hinzutritt. In beiden Fällen hängt

das Bogenelement dS nicht mehr vom Verhältnisse Ay/Aa;, sondern

lediglich von der Entfernung PP^ = j/Ax'^-f Aj!/^ ab, und zwar ist

Umgekelirt hätte man von der Forderung ausgehen können, daß

die Abbildungen kleiner Figuren des Bereiches S möglichst wenig

verzerrt werden und zwar eine genaue Ähnlichkeit um so mehr an-

streben, je kleiner ihre linearen Dimensionen werden. Dann müßte

beispielsweise ein kleiner um den Punkt {xq, /y^) beschriebener Kreis
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in ein den Punkt (uq, Vq) umfassendes Oral übergehen, derart daß

das Verhältnis des Maximal- zum Minimalabstande eines Randpunktes

vom Punkte (^k^, Vq) dem Werte 1 zustrebt, wenn der Radius des

Kreises unendlich abnimmt. Nun ist aber

Au^+ Av'= (H+t) (A^-'+ A.V-),

wo
lim ^ =

Ax = 0, A(/ =

ist und H nur vom Winkel cp (3), nicht aber vom Radius des

Kreises YAx^ -\- Atf^ abhängt. Darum muß H für alle Werte von (p

denselben Wert haben. Setzt man also insbesondere (p = 0, tcJ^,

jr/4, so schließt man, daß

AB+CD = Q ^

sein muß. woraus sich dann ergibt, daß entweder

a) A = I), B=- C
oder

b) A = -B, B=C
ist. Hiermit wird man wieder zu einer isogonalen Verwandtschaft

geführt.

Eine Transformation (1), welche der Forderung gerecht wird,

daß die Gestalt der Abbildung kleiner Figuren annähernd erhalten

bleibt, heißt nach Gauß eine konforme Abhildung. Als formale

Definition pflegt mau wohl folgende aufzustellen: Eine Transfor-

mation (1), welche die Eigenschaft hat, daß

dS^ Mds
ist, wo M nur von x, ?/, nicht aber von dx, dy abhängt, nennt

man eine konforme Abbildung. Aus dieser Definition geht hervor,

daß ein kleines Dreieck F von S (Fig. 22) in ein kleines krumm-

liniges Dreieck ^ von Z verwandelt wird, dessen Seiten bezw. den

Seiten von F annähernd proportional sind, so daß also insbesondere

die isogonale Eigenschaft der Abbildung sofort erschlossen wird.

Satz. Damit die Transformation (1) eine konforme Abbildung
j

definiert, ist notivendig und hinreichend, daß entiveder

s du CT
^ (IX cy ^

oder
r , du er
b) ^^ = — ^^

^ ox cy
sei.

cu _
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Konforme Abbildung und isogonale Verwandtschaft decken sich

also miteinander. Es handelt sieh bloß daiuni, von welchem Gesichts-

] tunkte aus mau die Transformation Itetrachten will.

Aus den vorstehenden Diö'erentialgleichungen leitet mau die

notwendige Bedingung ab, daß die Funktion u, sowie v der Laplace-

schen Differentialgleichung

x^ cy-

genügen muß. *) Es wird sich später ergeben, daß umgekehrt jede

L(")sung dieser Differentialgleichung zu einer konformen Abbildung führt.

Zwei krumme Flächen heißen konform aufeinander bezou'en, wenn

je zwei entsprechende Bogenelemente dS, ds in der Beziehung zuein-

ander stehen: ^ „ __ ,

(hS = 3Ids,

wo il/ bloß eine Funktion der laufenden Koordinaten, nicht aber der

Differentiale ist.

Der Leser möchte vielleicht schon an dieser Stelle den Para-

graphen über Ztvri fjrocjra2)hisrhe Karten, Kap. 6, § 9, lesen.

*) Vor der Hand muß mau auch bezüglich der partiellen Ableitungen

zweiter Ordnung Voraussetzungen machen. Es wird sich später zeigen, daß im
Falle einer konformen Abbildung diese Voraussetzungen stets erfüllt sind.

Osgood, Fuiiktionentliporie. I.



Drittes Kapitel.

Oleiclimäßi^«' Konvergenz.

§ 1. Der doppelte Grenzübergang.

Man wird häufig veranlaßt, zwei Grenzübergänge hintereinander

auszuführen. Sei f'{x, y) in der Umgebung der Stelle {a, h), höchstens

mit Ausnahme der Geraden x = a und y = h, eindeutig erklärt. Unter

einem doppcHen Grenzähergany versteht man dann folgendes. Man

erteile einer der Variabelen, etwa //, einen konstanten von h ver-

schiedenen Wert y und lasse die andere Variabele gegen a kon-

vergieren. Strebt f\x,y') dabei einem Grenzwerte cp(y') zu:

lim fix,y) = <p(y'),
x = a

SO lasse man darauf die zweite Variabele gegen h konvergieren. Wenn
sich nun wieder ein Grenzwert einstellt, lim (p{y'), so bezeichnet

man denselben mit ^
"

lim [lim fix,y)'\.

Vor allen Dingen drängt sich jetzt die Frage auf: Darf man
die Bfdni'foh/r der einzelnen (Trenzühergänye umJcehren? d. h. ist

lim riim f{x, y)] = lim flim f{x, yj] ?

y = h\_x = a J x = a \_>j = b J

Daß diese Frage im allgemeinen zu verneinen ist, zeigen folgende

Beispiele.

Beispiel 1. Sei

Hier ist

lim riim f(x, yj] = --^

,

und nun ist eben

lim [lim t\x, yj] = ^
.r = Ly = J '

8 ^ y
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Beispiel 2. Sei

f{x, y) = X sin —
, . a = h = 0.

Hier hat der erste limes den Wert 0, während sich bei umgekehrter

Keihenlblge der Grenzübergänge Divergenz einstellt.

Der früher übliche Beweis, daß

O'U c'-it

dydx cxdy

ist, beruhte auf der Annahme, daß es bei einem doppelten Grenz-

übergange auf die Reihenfolge der einzelnen Grenzübergänge nicht

ankomme.

Insbesondere können a, h == oo sein. Auch brauchen die Punkte

(x, y), für welche f(x, ij) definiert ist, kein Kontiuuum zu bilden.

In diesem Kapitel behandeln wir eine Reihe von Fragen, die

für die Differential- und Integralrechnung von fundamentaler Be-

deutung sind und bei denen der doppelte Grenzübergang der springende

Punkt ist. Es handelt sich jedesmal darum, hinreichende Bedingungen

dafür aufzustellen, damit ein doppelter limes für beide Reihenfolgen der

einzelnen Grenzübergänge existieren und denselben Wert haben soll.

Dabei werden wir zuerst den besonderen Fall der Stetigkeit einer

durch eine unendliche Reihe dargestellten Funktion eingehend be-

sprechen, weil nämlich alle begrifflichen Schwierigkeiten der doppelteri

Grenzübergänge hier in nahe liegender Form zu Tage treten, und

deshalb bitten wir den Leser, sich vor allen Dingen die Ent-

wickelungen von §§ 2—4 zu eigen zu machen.

§ 2. Die Stetigkeit einer durch eine unendliche Reihe dargestellten

rnnktion, an Beispielen erläutert.

Sei eine konvergente Reihe stetiger Funktionen vorgelegt:

fix) = u^ipc) -\- H^{x) + • •
• , a <, X <ih.

Wann wird die Grenzfunktion f{x) stetig sein? Es fragt sich also,

wann
lim fix) = /X^o)

ist. Diese Frage läuft auf die Unabhängigkeit eines doppelten limes

von der Reihenfolge der einzelnen Grenzübergänge hinaus. Sei

nämlich

s^{x) = u^{x) + --- + ^,(^):
dann ist

lim fipc) = lim Tlim 5„(*')1
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Andererseits ist

f{xQ)=}im riiin sjxyi.
n = oc |_x = a-g J

Wann ivird also

lim riim 5„(ä;)1 = lim flim s^ix)]
a: = Xo L" = * J n = OD |_x = .i'o J

sein? Daß dies stets zutreffen soll^ wird man angesichts der Bei-

spiele des vorhergehenden Paragraphen schon nicht erwarten. In der

Tat betrachte mau das folgende Beispiel:*)

s„{x)=^x-" , rro = 0.

Hier ist

lim s„(a) = 1, x^O,
n = 00

sodaß also die linke Seite der in Frage stehenden Gleichung den

Wert 1 hat. Andererseits ist

hm s„{x) = s„(Xq) = ,

folglicli hat die rechte Seite jeuer Gleichung den Wert 0.

Durch die Fourierschen Keilien ist man zuerst darauf aufmerksam

geworden, daß eine konvergente Reihe stetiger Funktionen eine un-

.stetige Funktion darzustellen vermag. So wird beispielsweise gezeigt,

daß die Reihe

/ (x) = sni X -{ ^ H 1

stets konvergiert und daß

f{x)= |, 2n7t<x<(2n-\-l):i,

= — r, (2n — l)7C<.x<^2nn,

= , ä; = w:7r; w = 0, + 1, + 2, • • • .

Gehen wir jetzt näher auf die Frage ein, wie eine solche Reihe

es einrichtet, damit sie gegen einen un.stetigen Grenzwert konvergiert.

Der Vorgang tritt klar zu Tage, sowie man die Annäherungskurven

y = Sni^)

*) Um die entsprechende Reihe zu erhalten, setze man

Man beachte wohl, daß auch jede unendliche Keihe in dieser Fonn ge-

schrieben werden kann:

"l (^) + »2 («) + •••= ^ (X) + [«2 (X) - «1 («)] + [«3 (^) — h ^«)] + • • • ,

woraus denn erhellt, daß das angeführte Beispiel doch wenigstens nach dieser

Richtuncr hin keine Sonderstellung einnimmt.

y
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.y

Fig. 24.

zeichnet. Sei beispielsweise
1

sj^x) = ^"
"
~ \ — 1 ^ ^' ^ 1

.

Daun ist .^„l.r) für jeden Wert von n im Intervalle (—1, 1) stetig.

Jede Annähern ugsknrve geht dnrch den Koordinatenanfangspnnkt,

welcher deshalb zum Orte der Grenz-

funktion

fix) == lim s^{x)
n = y.

gehören muß. Bei wachsendem n steigen

aber die Annäherungskurven in der Nähe

dieses Punktes rapide und schmiegen sich

für positive (negative^ Werte von x,

die nicht in dieser Umgebung liegen,

der Geraden y = 1 ijl = — 1) noch

immer enger an. Nimmt man einen

festen Wert x = a.'> (< 0) willkürlich an, und möge dieser Wert

auch noch so nahe bei x = () liegen, so kann man stets erreichen, daß

s^ix) vom Werte 1 (— 1) um beliebig wenig abweicht, wenn nur n

über einer geeignet gewählten festen Zahl m liegt. Das heißt ja

nichts anderes, als daß die Funktion s^{x) für jeden im Intervalle

gelegenen Wert von x überhaupt gegen den Grenzwert 1 (— l)

konvergiert. Wollte man dagegen einen vorgegebenen Grad der

Genauigkeit gleichzeitig für alle dem Intervalle angehörigen Werte von x

erzielen, indem man sich von vornherein ein positives £ < 1 gibt und

dann eine positive Zahl m sucht, derart daß, sobald ny-m genommen

wird, s„(x) von seinem Grenzwert um weniger als s abweicht, so

würde man eben auf das Unmögliche stoßen. In der Tat hängt der

Wert von ni bei gegebenem e von ,/' ab und zwar so, daß m = oo

wird, wenn x gegen konvergiert, — was freilich nicht verhindert,

daß m den Wert 1 hat, wenn x = ist. M. a. W. müßte man. um
den Wert der Grenzfunktion f(x) aus der Reihe

f(x) = u^(x) -{- u^(x) -\ = a; 4-^
r 1

n-l — X
2n-3

ZU berechnen, eine große Anzahl von Gliedern berücksichtigen, wenn

./• =H dem absoluten Betrage nach klein ist, und diese Anzahl hat

keine obere Grenze, wenn x beliebig im Intervall angenommen werden

darf. Die Reihe konvergiert, wie man zu sagen pfJegt, ungleichmäßig.

Man beschreibt diese Erscheinung auch wohl mit den Worten

„unendlich verzögerte Konvergenz".
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Die Bedeutung der geometrischen Figur ist nicht immer richtig

erkannt worden. Man hat nämlich den Einwand erhoben, daß die

Punkte
1,
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(1—x) + {x-— x^) + • • =
« =

0^a;<l,

zu iintersnchen und graphisch darzustellen.

Wir wollen noch ein zAveites Beispiel besprechen, wobei eine

stetige Funktion s^{x) zwar gegen einen stetigen Grenzwert kon-

vergiert, doch nicht in der Weise, wie man es wolil erwarten

möchte. Sei
s^{x) = 7ixe~"'''.

Für jeden Wert von x ist hier

f(x) = lim s^{x) = 0.

Doch sehen wir zu, Avie sich die Auuäherungskurven ausnehmen. Wir

wollen uns dabei auf das Intervall- ^x <C oo beschränken. Zeichnen

wir zunächst die erste Aunäherungs-

kurve, )^ = 1 :

y = s^(x) = xe~^^.

Alsdann geht die allgemeine Annähe-

rungskurve daraus hervor, daß man die

Abszisse eines beliebigen Punktes dieser

Kurve durch Yn dividiert und dessen

Ordinate zugleich mit YTi multipliziert;

m. a. W. daß man die Transformation

^/Vn, y yYn
Fig. 25.

ausübt und die Striche dann unterdrückt. In der Nähe der Ordinaten-

achse erheben sich die Kurven außerordentlich hoch, um sehr bald

wieder hei-abzusinken und sich hinfort eng an die Abszissenachse

anzuschmiegen. Nimmt man ein festes Intervall < £ ^ x < cc an,

welches noch so nahe an den Punkt x = heranreicht, so werden

für alle über einem geeignet gewählten Werte »i gelegenen Werte n

diese nadeiförmigen Auswüchse links von der Geraden x = £ liegen,

so daß also innerhalb des Intervalles die Art der Konvergenz nichts

merkwürdiges an sich hat. Je kleiner man aber s annimmt, desto

größer fällt ni dabei aus.

Dieses Beispiel zeigt, daß selbst dann, wenn eine stetige Funktion

gegen einen stetigen Grenzwert konvergiert, die Art und Weise

dieser Konvergenz doch Möglichkeiten bieten kann, woran mau wohl

nicht gedacht hätte.
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Aufgabe. Wie sehen die Annäherungskurven im Falle

Sj^(x) = Ynxe""'''
aus? *)

§ 3. Gleichmäßige Konvergenz; ein Reihensatz.

Wir wollen jetzt den Annäherungskurven die Möglichkeit nehmen,

ihrem Grenzwerte in der Weise zuzustreben, wie es die Beispiele

des vorhergehenden Paragraphen fertig brachten, indem wir verlangen,

daß die Funktion 5„(:Z') gleichmäßu) gegen ihren Grenzwert konvergiere.

Das geschieht auf Grund der folgenden

Definition. Sei

eine unendliche Keihe, deren Glieder in einem Intervalle**) a^x^b
Funktionen von x sind, und sei

^n(^) = "i («') + ••• + «„(ä;).

Kann man dann einer beliebig kleinen positiven Größe s stets eine

von X miühhänniye positive ganze Zahl m so zuordnen, daß

bleibt, wenn n ^ ni, ii"^ lu willkürlich angenommen werden, so

sagt man, die Reihe hmveryiert gleichmäßig im bewußten Intervalle.

Es ist dann der Rest der Reihe lr„(a:;)| ^ £.

Man beachte wohl die Reihenfolge, nach welcher die Größen

£, m, X dabei angenommen werden, — zuerst £ willkürlich, dann m der

Wahl von e gemäß, und hinterher x willkürlich. — Es sei noch

bemerkt, daß die Definition der gleichmäßigen Konvergenz überhaupt

die bloße Konvergenz nach sich zieht; vergl. Kap. 1, § 7, Theorem 2.

Kriterium für Stetigkeit. Sei

u^{x) + u^ix) H

eine unendliche Reihe, deren Glieder im Intervalle a ^x <^h stetige

Funktionen sind und welche dort gleichmäßig konvergiert. Dann ist

die durch die Beihe definierte GrenzfiinMion

*) Wegen eines einfachen Beispiels einer Reihe, welche in jedem Inter-

valle ungleichmäßig konvergiert, vergleiche man einen Aufsatz des Verfassers:

„A geometrical method for the treatment of uniform convergence and certain

double limits," Bull. Amer. Math. Soc, 2. Folge, Bd. 3 (1896), S. 69.

**) Die Endpunkte brauchen nicht zum Intervalle zu gehören. Auch dürfen

«,^ = 00 genommen werden. Überhaupt darf an Stelle des Intervalls eine

beliebige Punktmenge treten.
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i»i (jenannten Intervalle stetig.

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz hat iriaii

(i") k",„+/^)
-

K{^)\ <^, V- 1, ^, • •
•

oder, was damit gleichbedeutend ist,

(-^) *«(^) - ^ < ^a+piF) < •^•m(^) + ^•

Diese Relation besagt geometrisch folgendes. Man zeichne die Kurve

und umgebe sie mit einem Streifen S, welclier durch die beiden

Kurven

y = s^ix)-\-^, y-=s„M-£
])egrenzt wird. Dann verlaufen alle späteren Annäherungskurveii

y = s^{x), n = )u + 1, m + 2, • • •

in S und auch die Grenzfuuktion i/ = f(x) liegt in S, da die Rela-

tion (2) beim Grenzübergange 7^ = 00 zur folgenden wird:

Jetzt nehme man einen neuen Wert e <i s, bestimme eine ent-

sprechende Zahl m "^ ni und wiederhole die soeben angegebene Kon-

struktion. Die neue Kurve

y = Smix)

liegt dann in ^S' und der zweite

Streifen ist schmäler als S. Ins-

besondere kann er über S hinaus-

Fig. 26.

greifen. In dem Falle sieht man
aber von den außerhalb S
liegenden Teilen ab und definiert als S' nur den in S gelegenen Teil

von ihm. Alsdann verlaufen alle weiteren Annäherungskurven

y = ^»(^); ''* = »^' + Ij w^ + 2, • • •,

sowie die Grenzfunktion y = fix) in S'

.

Diesen Schritt wiederholt man nun, indem man eine Reihe

positiver Größen
£'>£">£'">•••, lim£(*) = 0,

annimmt und dazu gehörige Zahlen m < m" < m"' < • • •, sowie die

Streifen .S'", 8"\ • bestimmt. Die Streifen liegen dabei ineinander

eingeschachtelt, während ihre Breite mit wachsendem n gegen <>

abnimmt. Im übrigen liegt die Grenzfunktiou // = f(x) in jedem

Streifen.
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Das geometrische Bild läßt die Stetigkeit der Grenzfunktion

deutlich zu Tage treten; es leistet aber noch mehr, es weist den Weg
zum arithmetischen Beweise dieser Stetigkeit. Um diesen Beweis zu

führen, muß man ja zeigen, daß

l/"(^)-/'(^o)l<'^j \oo-orf,\<d,

wo Xq ein beliebiger Punkt des Intervalles und >/ eine willkürliche

positive Größe sind, denen eine bestimmte jDOsitive Größe d entspricht.

Jetzt sei an die geometrische Interpretation dieser Bedingung, Kap. 1,

§ 2, Fig. 3 erinnert. Demgemäß umgeben wir die Gerade y = f{;x^

mit einem durch die Geraden

begrenzten Streifen 2.' und bemerken, a) daß jeder Streifen ^(*^ den

Punkt X = Xf^, //
=

/(.'o) enthält, b) daß sowohl der obere als der

untere Rand von >S'(^) die Gerade

~z \J^^ ,. " ' X = Xf. in Punkten schneidet, die
.-. -^.^s^^^^tT. . ^=A'V . .

5^7i 1 innerhalb 2J liegen, wenn /j nur so

!
i

i
groß angenommen wird, daß

M I

2fW<7J

ausfällt, da die Breite des Streifens
Fig. 27.

Ä^*) höchstens 2£(*^ beträgt. Diese

Ränder sind aber .stetige Kurven und darum kann man d so be-

stimmen, daß diejenigen Punkte des oberen (unteren) Randes, für

welche

x^ — b <^x <iXQ-\- 8

ist, unter der Geraden ij = fix^) + \] (über der Geraden y = /"(a'y— »?)

liegen.

Es bleibt nur noch übrig, die letzte Hand an diesen Beweis zu

legen, indem wir die arithmetischen Relationen hinschreiben, die uns

die geometrische Überlegung geliefert hat. Zunächst hat man für

alle X des Intervalls

wobei £^*) ^\'^ genommen sein soll. Insbesondere wird auch

Bestimmt mau ferner d, so daß für jenes feste /.'

iy) 6- ,,,A-, ix) - s,„,A-, ix^
I

< t; - 2 £(^-)
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bleibt, wenn ' x — x^ < 8 ist und beschränkt man .7; auch in («) auf

dieses Intervall, so ergibt sich aus («), iß), {y)^ daß

! fix) - f{x^ < 1] ,
i

X — Xq < d

,

ist, w. z. b. w.

Die gleichmäßige Konvergenz einer unendlichen lleihc stetigt-r

Punktionen hat sich somit als eine hinreichende Bedino-uni; dafür

erwiesen, daß die Grenzfunktion stetig sei. Daß sie hingegen nicht not-

wendig ist, zeigt das letzte Beispiel des vorhergehenden Paragraphen.

Aus dem soeben bewiesenen Satze kann man einen zweiten Satz

ableiten, indem man von der Konvergenz der Reihe, ja, sogar von

der Definition der Terme 'U„{x) in einem oder beiden Endpunkten

des Intervalls {(i, h), absieht und nur verlangt, daß die vorgelegte

Reihe in jedem vorgegebenen ganz innerhalb (a, h) gelegenen Inter-

valle gleichmäßig konvergiere. Nach dem vorhergehenden Satze

stellt die Reihe dann in jedem solchen Intervalle eine stetige Funktion

vor, und da jeder Punkt des Intervalls a <C x <Cl> in einem geeignet

gewählten derartigen Unterintervalle enthalten ist, so stellt die Reihe

fernerhin eine im ganzen Intervalle a <C x <ih stetige Funktion von x

vor. Man vergl. auch § 4, Ende.

§ 4. Das Weierstraßsclie Kriterium für gleichmäßige Konvergenz.

Weierstraß hat ein Kriterium gegeben, mittels dessen die gleich-

mäßige Konvergenz vieler in der Praxis vorkommenden Reihen ent-

schieden werden kann.*) Dasselbe lautet wie folgt.

Kriterium für gleichmäßige Konvergenz. Die unendliche

Beihe , . . ,

u^ [X) -\- t<2 {x) -}- • ,

deren Glieder im Intervalle**) {a, h) Funldionen von x sind, konver-

giert (jleiehmüßifj in diesem Intervalle, falls es eine lionvefrgentc lieihc

positiver von x unabhängiger Größen

M, + ^»4 + • •
•

gibt, derart, daß für jeden Wert von x im genannten Intervalle

ht„(Ä;)^J4, n^^,
bleibt

*) Die gleichmäßige Konvergenz der Fourierschen und damit verwandter

Reihenentwicklungen wird auf andere Weise nachgewiesen. In der Funktionen-

theorie kommt man aber mit dem Weicrstraßschcn Kriterium fast immer durch.

**) Man vergleiche die Anmerkung zu Anfang des vorhergehenden Paragraphen;

das Kriterium gilt auch für die daselbst erwähnten allgemeineren Fälle.
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In der Tat wird dann wegen der Relation

• *; + ,• (^) - ^n (*) = «» + 1 (•^•) + • • • + II
„ + r (*) 7

)i^}i, die Beziehung bestehen:

I ^n + A-^) - ^n{x)
I £ «„ + l(*') + • • • + "n + r(^) I

Nimmt man nun «>0 willkürlich an, so wird man eine positive ganze

Zahl ni ^ ,u stets so bestimmen können, daß

^4 + 1 + • • + ^4 + ,.
<e, n^ m, r = 1, 2, • •

,

ist, vergl. Kap. I, § 7, Theorem 2, woraus dann folgt:

s„^A^')-sAx)\<e, n^))i, r=l, 2, •••,

w. z. b. w.

Das Kriterium liefert eine hinreichende, aber keine notwendige

Bedingung für die gleichmäßige Konvergenz einer Reihe. Insbeson-

dere konvergiert jede diesem Kriterium genügende Reihe absolut,

während sich doch leicht zeigen läßt, daß eine gleichmäßig konver-

gente Reihe nicht absolut zu konvergieren braucht; z. B. die Reihe

oc

n = 1

Wir wollen das soeben erhaltene Resultat auf den Beweis des

folgenden Satzes anwenden.

Potenzreihensatz. Eine F<jtenzreihe

Uq -\- a^^x -f- «2*'^ + • •

stdlt iiuicrlialh ihres Konvergenzintervalls eine stctiyc Fanldion f{x) vor.

In der Tat sei die vorgelegte Reihe für alle im Intervalle

-R<x<B, i?>0,

gelegenen Werte von x konvergent; sei x ein beliebiger Punkt dieses

Intervalls. Dann ist /(./) im Punkte x stetig. Man kann nämlich

stets ein Intervall

-h£x<h, 0<h<lt,

so annehmen, daß x' innerhalb desselben liegt. In diesem Intervalle

konvergiert die Reihe aber gleichmäßig, da sie bekanntlich für jeden

Wert von x im ursprünglichen Intervalle, also insbesondere für x = h

absolut konvergiert; d. b. die Reihe
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konvergiert. Setzt man nun

so kommt
!

a„.T"
I
^ ilf„ , -h£x£h,

und die Potenzreihe genügt hiermit den Bedingungen des Kriteriums

im Intervalle (— li, Ji). Daher konvergiert sie gleichmäßig in diesem

Intervalle und stellt dort eine stetige Funktion vor. Der Punkt x' war

aber eben ein beliebiger Punkt des Konvergenzintervalls, — 7?<a;<7t.*)

Der Satz läßt sich ohne vs^eiteres auf Potenzreihen mit mehreren

Argumenten, zum Beispiel auf die Reihe

III, n =

ausdehnen.

Es wäre indessen ein Irrtum zu glauben, daß wir gezeigt hätten, eine

Potenzreihe konvergiere gleichmäßig innerhalb ihres Konvergenzinter-

valls. So konvergiert beispielsweise die geometrische Reihe

^ = 1 + a: + x^ + . •
•

absolut für alle Werte von x im Intervalle — 1 < ./• < 1; sie konver-

giert aber doch nicht gleichmäßig in diesem Intervalle. Denn nach

dem j^**"' Gliede bleibt noch ein Rest

Nachdem man also £>0 angenommen hat, kann man hier keine feste

Zahl m bestimmen, derart, daß
»'jX*') I

^ ^ wäre, wenn n^ m i.st,

was ja im Falle gleichmäßiger Konvergenz notwendig zutreffen müßte.

Was wir wirklich bewiesen haben, ist folgendes**):

Eine Pofen^reihe honvergiert fjleiclmiäßif/ i)i jede))! ganz innerhalh

ihres KonvergenzmiervaUs gelegenen Intervalle.

*) Wie ich nachträglich bemerke, hätte ich den Beweis mittels des am
Ende von § 3 besprochenen Satzes etwas abkürzen können.

**) Konvergiert eine Potenzreihe in einem Endpunkte ihres Konvergenz-

intervalls absolut, so bleibt der vorstehende Beweis im wesentlichen bestehtMi

und die Funktion f{x) erweist sich somit in diesem Punkte ebenfalls als .stetig.

Abel hat noch darüber hinaus bewiesen, daß selbst im Falle bedingter Konver-

genz in einem Endpunkte x= X die Reihe im abgeschlossenen Intervalle (0, X)
gleichmäßig konvergiert und somit eine auch im betreffenden Endpunkte stetige

Funktion darstellt. Vergl. Abel, „Untersuchungen über die Reihe

1 + nur + ^^^n_^^.^rn{m-mn-2) ^, ^ ^^

^

Journ. für Math. Bd. 1 (182ß), S. 311.
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Die Definition der gleichmäßigen Konvergenz einer Reihe, sowie

die Sätze von §§ 3—6 lassen sich ohne weiteres auf Reihen ausdehnen,

deren Glieder Funktionen von >t unabhängigen Variabelen sind.

Aufgabe 1. Man zeige, daß die Reihe

yi — k- sm^ qp
'^ -^ *

wo < /.• < 1 eine Konstante ist, für alle Werte von q) gleichmäßig

konvergiert. (Zu beachten ist, daß die vorstehende Reihe keine Potenz-

reihe in (p ist.)

Aufgabe 2. Konvergiert die Reihe

2 2x

n^ — x^
n = l

im Intervalle —^ < ^ < |- gleichmäßig? im Intervalle — 1 < ;' < 1 ?

Aufgabe 3. Die Reihe
CO •

^ («„ cos nx -f i„ sin nx)

n =

konvergiert für alle Werte von x gleichmäßig, falls die Reihen 2^(i„,

2Jbj^ beide absolut konvergieren.

Aufgabe 4. Konvergiert die Reihe

i+^ + lr + f! +
---

im Intervalle a ^x ^ 1), wo a und h zwei beliebige Zahlen sind,

gleichmäßig? im Intervalle ^ a; < oo ?

§ 5. Gliedweise Integration einer unendlichen Reihe.

f(x) = n^{x) + u^X^)^

eine konvergente unendliche Reihe, deren Glieder in einem bestimmten

Intervalle («, V) stetige Funktionen von x sind. Man sagt, die Reihe

lasse sich zwischen den im Intervalle gelegenen Grenzen Xq, x^ (jlied-

iveise integrieren, falls die Funktion f{oc) zwischen diesen Grenzen

integrierbar ist und die Reihe
•^1 -^1

/m] (x) dx + ju^ipc) dx -\-

gegen den Grenzwert

Jf(x)dc
konvergiert. ^»
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Bei der gliedweiseu Integration einer Keihe handelt es .sich

wieder nni einen doppelten Grenzübergang, denn das cigentliclie be-

stimmte Integral ist ja selbst ein Grenzwert, lii der Tat ist

^r, .1-1

I
f(x) äx = I r lim s.^^(x)'Xdx,

während
•M "1 «l

J«i(,r) <lx + / tL2{x) dx -\- • • = lim i s„{x) dx

ist. Die Frage läßt sich also, wie folgt, formulieren: Wann ist

Jr iim .^„ (xj\ d ./' = lim / ,9,^ (x) d.
\_n = CO J n= y. ^ /

Geometrisch stellt der links stehende Ausdruck den Inhalt der

von der Grenzkurve

begrenzten Fläche vor. Andererseits hat man es mit dem Inhalt der

Fläche zu tun, die von der Annähe-

rungskurve

beo'renzt wird:

^

js.,Xx)dx.

^X^'JJ^J

1

Fig. 2S.

Es fragt sich also, wann dieser letzte ~Y>

Flächeninhalt bei wachsendem ii gegen

den ersten Flächeninhalt konvergieren wird.

Einem einfachen Beispiel einer Reihe, für welche dies nicht zu-

trifft, sind wir bereits begegnet. Sei (Fig. 25)

f{x)=^ (nxe-"'" — {n — l)a;r^-("-^)-^') .

M = l

Dann ist f(x) = 0, und wenn man x^ = setzt, so kommt:

ff{x) dx = 6.
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Andererseits hat man

Js^{x) dx =Jnxc-"''^ dx = \ (1 — c-"-^'')

,

womit sich der Grenzwert des von der Annäherungskurve y = .s,j(a')

abgegrenzten Flächeninhalts als

X,

lim Cs^x)
11=-^J

dx = 1

erweist. ^

Verlangt man nun, daß die Reihe außerdem noch gleichmäßig

konvergiere, so wird dadurch diesem Mißstande vorgebeugt.

Kriterium für gliedweise Integration. Sind die Glieder

einer unendlichen Beilie

f{x) = u^{x) + u^{x) -\

in einem hestinntden Intervalle stetige FmiJctionen von x und konver-

ffiert die Reilie in diesem Intervalle (jleichmäßif/, so läßt sich dieselbe

zivischen endliclien zum Infervcdle gehörigen Grenzen gliediceise intc-

gricrert

:

f f(x)
dx = / ?/j (x) dx + I ti^ix) dx -\- .

Xa a"o ^0

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz stellt die Reihe vor allem

eine stetige Funktion f(x) vor, so daß also das linker Hand stehende

Integral schon einen Sinn hat. Sei ferner

f(x) = s„{x)-\-r„{x).

Dann ist

ff{x) dx — \ Sj^{x) dx = fr^{x) dx.

'u ^o ^o

Der gleichmäßigen Konvergenz zufolge entspricht einem beliebig

kleinen positiven s eine feste Zahl tn, derart daß

I *n(^) I ^ ^7 n^m .

Demgemäß hat man

oder

w z. li. w.

•^1 ^1

Jf{x) dx — j s„(x) dx\^£\x^ — Xq\,

Xi Xi

lim j s^{x) dx = j fi^) dx,
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Aufgabe 1. Man zeige, daß

7t

ist; vergleiche § 4, Aufgabe 1.

Aufgabe 2. Die Reihen

l + (w — l)'a;

1 4- x^
"*"^ Li + n'x- ~ 1 + (w — l)^a;*J

'

n = 2

^V n*x {n — iyx -j

^ L[log (e + »)] • (T+T? ^r*)
~

[log (e — M + 1)] • (1 J^IW—ly'x^}

konvergieren beide ungleichmäßig im Intervalle O^x^X. Stellen sie

dort stetige Funktionen vor? Lassen sie sich gliedweise integrieren?

Aufgabe o. Sind die Glieder einer unendlichen Reihe

im Intervalle a ^ x ^ h stetige Funktionen und konvergiert die Reihe

dort gleichmäßio- so konvero-iert die Reihe der Integrale:

X X

j u-^ (x) dx -\- 1 U2(x)dx -\- • • , a ^x ^h,
a a

im trenannten Intervalle ebenfalls gleichmäßig.

§ 6. Gliedweise Differentiation einer unendlichen Reihe.

Sei
f(x) = Wi (x) + «2 (x)-\

eine konvergente unendliche Reihe, deren Glieder in einem bestimmten

Punkte X = a^ Ableitungen erster Ordnung besitzen. Man sagt, die

Reihe lasse sich gliedireise differentiieren , falls die Funktion f\x) im

Punkte X = Xq eine Ableitung besitzt und die Reihe

VW + ms'Wh—
gegen den Grenzwert f'{x^ konvergiert.

Bei der gliedweisen Differentiation handelt es sich abermals um
einen doppelten Grenzübergang^ denn es ist

ffa)^ Um [lim -- -̂' + ^/j -'>'>!,

«1 (^o) + «2 (^o) + • • • = lim
1

lim -"—
°^

,

Osgood, Funktioiientlieorie. I.
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und es fragt sich also: Wann ist

lim
AX=0

lim ^>.(^o + '^^) — ^nW = lim lim

Geometrisch bezieht sich der links stehende Ausdruck auf die

Taugente der Grenzkurve y = f{x). Andererseits hat man es mit der

Tangente der Annäherungskurve

ZU tun. Demnach kommt es darauf an

zu entscheiden, wann diese letzte Tan-

^ gente bei wachsendem n gegen die erste

konvergiert. An einfachen Beispielen

erkennt man, daß dies nicht immer zu-

triö't. Der Leser wolle für die beiden nachstehenden Fälle a) und b)

die Annäherungskurven zeichnen.

a) Sei

«n(^) = 1 - (c^s xf", - 2^ ^ ^ 2'

Die entsprechende Reihe

fXx) = [1 - (cos xf] H- V [(cos .r)2" - 2 _ fcos xf^]

Fig. -29.

hat den Wert

= , a? = 0.

Im Punkte .r = hat f{x) keine Ableitung. Trotzdem konvergiert

die Reihe der Ableitungen

2 cos x sin x -\- ^ [— {2n — 2) (cos xf"~^ -\- 2n fcos xY""^] sin x

« = 2

für alle Werte von x im Intervalle gegen 0.

b) Sei

%W =
1 _|_ n^x'.

•

Hier hat die Reihe

/ (-^7 =
i + rc-

"^^ Ll + «'«- ~ 1 + (rt — l)^pj
?i = i

für alle Werte von x den Wert 0; darum ist

r(^o = o.

Trotzdem hat s„'(a?) im Punkte x ^ den Wert 1 für alle Werte

von n und daher konvergiert die Reihe der Ableitungen gegen 1.
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c) Es sei noch die Fouriersche Ucilie erwäliiit:

,
sin 3a; , sin ü.v

,

sin X + —— + —g— + . •
•

,

wt'lche belcanntlioli lolgende Funktion vorstellt:

fi^)^ X? 2n7t <. X -C (2n }- l)7t

,

= — — ,
{2n — l)jt <Cx < 2)171,

= , X = njc-^ '* = 0? ± 1; ± -, • • •

Die Reihe der Ableitungen divergiert hier im allgemeinen.

Der Reihe b) entnehmen wir die Bemerkung, daß -sie gleichmäßig

konvergiert und im übrigen eine mit einer stetigen Ableitung aus-

gestattete Funktion repräsentiert, und doch ist sie nicht gliedweise

dilFerentiierbar.

Eine hinreichende Bedingung für die gliedweise Differentiation

einer Reihe wird durch folgenden Satz gegeben.

Kriterium für gliedweise Differentiation. Rahen die Glie-

der einer Iwnvergenten unendliclwn Reihe

(1) /'(^) = ^'i(^) 4-«2(.^) + ---

im InterraUe a ^x ^h stefi(/c Ähleitanf/en erster Ordniunj und Jcon-

vergiert die Beilie der Ahleitim<ien

(2) (p{x) = H^' (x) -\- u^ {x) -^ •

(/leich »läßig in diesem Intervalle, so läßt sich die vorgelegte Reihe glied-

iveise differentiieren. Die Ableitung fix) ist überdies stetig.

Nach dem Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen darf man

nämlich die Reihe (2) gliedweise integrieren:

X

J(p{x) dx = {)(i{x) — Ui{Xq)] + \u^{x) — n^i^Q)] -f • •

Ferner ist

also ist

f(p{x)dx + f{xQ)=f{x)

Nun stellt die Reihe (2) nach § 3 eine stetige Funktion (p{x^ vor.

Demgemäß erhält man durch Differentiation dieser letzten Gleichung

die Relation

^{x)==f"{x),
w. z. b. w.

6*
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Aus dem soeben gewonneneu Kriterium ergibt sicli der

Potenzreihensatz. Eine Potenzreihe

«0 + ciiOC + a^x^ + • • •

läßt sicJi für jeden innerhalb ihres Konvergenmiterrolls yelegenen Wert

von X gliedweise differentiieren.

Im einzelnen verläuft der Beweis dem Beweise des Potenzreihen-

satzes von § 4 genau parallel.

Wir bemerken noch, daß das Ergebnis der glied weisen Differen-

tiation wieder eine Potenzreihe

a^ -\- 2r<2.T -\- dtt^x'^ -{- • • •

mit gleichem Konvergenzintervalle ist. Daraus folgt, daß man die

ursprüngliche Putenzreihe beliebig oft gliedweise difierentiieren darf.

Der Satz gilt auch für Potenzreihen mit beliebig vielen Variabelen.
cc

Aufgabe. Sei ^ a„ eine absolut konvergente Reihe. Dann de-
« = o

finieren die Reihen

H = ^, a„r" cos n(p, v = J^, «^r" sin n(p

II = n = 1

im Bereiche

O^r^l, — oo<qp<oü

zwei stetige Funktionen der beiden unabhängigen Verändeidichen r, q).

In jedem innern Punkte des Bereiches ist

sowie

Man begründe alle diese Behauptungen.

§ 7. Stetigkeit einer durch ein bestimmtes Integral dargestellten

Funktion. *)

Wir betrachten das eicjentliche bestimmte Integral *

b

ff\x,a)dx,

du 1 dv 1 du
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wo also die Grenzen a, h beide endlich sind und im übrigen d« r

Iiitegrand für jeden Wert von a im Intervalle fa, D):

a ^ « ^ b

eine eindeutige stetige Funktion von x ist. Das Integral definiert

dann eine Funktion

(p{cc) =
f fix, u)dx,

der es jedoch gänzlich an Eigenschaften mangelt, denn cpia) kann ja

jede beliebige Funktion von a sein. In der Tat sei (p{ci) eine völlig

willkürliche Funktion von a. Setzt man nur

fix, a)
h — a

Fig. 3U.

so erhält man (jp (« ) als Wert des Integi'als.

Jetzt legen wir der Funktion fipo, a) noch die weitere Be-

dingung auf, in jedem Punkte x, u des Bereichs

B: a^x^b,

eine stetige Funktion

der beiden unabhän-

gigen Yariabelen x, a

zu sein. Diese For-

derung hat 8ur Folge,

daß (pici) stetig wird.

Geometrisch leuchtet

das sofort ein, wenn man sich die Fläche

(1) ^-f{x,a)
über dem Bereich B ausgespannt denkt und sie dann mit der Ebene

« = «0 schneidet. Die Funktion (p{cc) läßt sich hierbei für « = «„ als

der Flächeninhalt desjenigen Stückes dieser Ebene deuten, welches von

der Fläche (1) und den drei Ebenen z = 0, x = a, x = h begrenzt wird.

Erteilt man a jetzt den neuen Wert u^ -{- Acc, so wird (picc^ -f A«)
durch den Flächeninhalt eines benachbarten Stücks der Ebene «= «„+A«
dargestellt. Wegen der Stetigkeit der Fläche (1) weicht dieser zweite

iiächeninhalt offenbar nur wenig vom ersten ab, womit denn die

Stetigkeit der Funktion cpia) zu Tage tritt.

Aufsatz des Verfassers verwiesen: „Problems in infinite series and definite inte-

grals ; -with a statement of certain suffieient eonditions which are fundamental in

the theory of definite integrals"; Ännah of Mathematics, 2. Folge, Bd. 3 1902 .

S. 129— 146.
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Arithmetisch läßt sich der Beweis folgendermaßen führen. Im

abgeschlossenen Bereiche li ist f(x,a) gleichmäßig stetig. Nimmt man

also ein positives s beliebig an, so kann man ein positives von x

nnd a unabhängiges d so bestimmen, daß

f{x, a) — fix', «')'<£

bleibt, wenn {x, a), [x, a) zwei beliebige au die Relationen

X — x' < (J, \
a — a < d

geknüpfte Punkte von 11 sind. Nun ist

h

(p{a^ + Aa) — (p(u^ =1 [f{x, fc^ + Acc) — /'(.', Wq^] dx.

Unterwirft man daher A« der Bedingung Aa , < Ö, so kommt:
h

(p («0 + Aa) — cp (kq)
\ ^J \f{x, «0 + Aa) — fix, a^) , dx < eib — a).

a

Hiermit ist also gezeigt, daß die Funktion cpia) im Punkte a = a^

und sonach auch im ganzen Intervalle (a, b) stetig ist.

Bisher war vorausgesetzt, daß das Intervall (a, b) abgeschlossen

sei. Ist dies nicht der Fall, so braucht man nur an Stelle von li

einen abgeschlossenen in B enthaltenen, den Punkt a = «q umfassen-

den Bereich

R': a£x£h, a'£a£h'

zu nehmen, wobei dann alle früheren Schlüsse noch in Kraft bleiben.

Das Ergebnis formulieren wir in dem folgenden

Kriterium für Stetigkeit. Ist f(x, a) eine im Bereiche

It : a ^x ^b , a ^cc ^h
stetige FnnMion der heiden unahhängüjen Variahelen x, a, so stellt das

eigentliche hestimmte Integral
b

j fix, a)dx
a

eine stetige Funktion von a vor.

Allgemeiner hrauclit dabei das Intervall (a, b) weder abgeschlossen i'

noch endlich zu sein.

Der Satz nebst Beweis läßt sich sofort auf Integrale erweitern,

deren Integrand von mehreren Parametern abhängt. Sei i^A) ein

beliebiger Bereich im y?-fach ausgedehnten Räume der n Parameter

«,,••,«„. Man fasse den Bereich R ins Auge, dessen Punkte



tj ."<. DiHVTciitiation uiitrr doiii liilc<,rral/.i'irliiTi, ^7

(,r, ((^, - , (c^^ aus einer willkürlichen Kombination eines x aus «lein

endlichen Intervalle a ^ x ^ h mit. einem Punkte ((c^, ••«„) von (^4)

entsteht. lu diesem Bereiche B soll eine Funktion f(x, «, , • • , aj
eindeutig erklärt und stetig sein. Besagtes Kriterium lautet dann

folgendermaßen

:

Das httcfind h

J f{x,cc„- • ,(c„)(lx

a

stellt eine in {A) stetige Fiinltioii. (p{a^, , cc^,) vor. Dahri sollen cid-

iveder alle oder (jar keine Bandpankte von (Ä) mit zum Bereiche fje-

rechnet iverden.

Aufgabe 1. Man zeige, daß auch im Falle, wo die Integrations-

grenzen a, h von den Parametern stetig abhängen, das Integral noch

immer eine stetige Funktion der Parameter darstellt.

Aufgabe 2. Sei die unendliche Reihe

ü^ (x, a) -{- '«2 {x, a) -{-
,

deren Glieder im endlichen Bereiche

^ • ^^^ ^^f a ^a ^h
stetige Funktionen der beiden unabhängigen Variabelen x, a sind, in

jR gleichmäßig konvergent. Man zeige, daß dann die Reihe

6 b

fui(x, a)dx -\- j t<2 {x, a) dx + • •
•

a a

eine stetige Funktion von a definiert.

§ 8. Differentiation unter dem Integralzeichen.*)

Kriterium für Differentiation unter dem Integralzeichen.

Sei f(x, u) für jeden Wert von a im hitervalle (a, 6) eine im endlichen

Intervalle a ^x ^h stetige Funktion von x. Bonn läßt das Integral

b

fix, a) dxft

*j Man vergleiche die Anmerkung zu § 7. — lin übrigen wird hier nur

''er Fall fester Integrationsgrenzen besprochen. Sollen diese inzwischen auch

von Parametern abhängen, so lautet die Formel bekanntlich:

b

d.

di

b b

Vergl. Goursat, Cours d'analyse, Bd. 1, S. 218, sowie Picard, Tiaite d'analyse,

Bd. 1, Xr. 18, wo ein anderer Beweis gegeben ist.
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eine steti(je Ahleitumj nach a zu, und zivar trirä dieselbe durch dit

Formel
,, ,^

f^jf{x,a)dx=jl{dx
a a

vorgestellt, falls die Funktion

eine im Bereich

f.i^>^)=li

stetige FunJdion der beiden unabhängigen Variabelcn x, a ist.

Allgemeiner hraucht das Intervall (a, b) weder abgeschlossen noch

endlich zu sein.

Man setze 6

(p («) = / fix, a) dx

.

a

Dann ist

6

g)(ßo + Aa) — gp («o)
=J [f(x, a^ + Aa) — f{x, a^)] dx

.

a

Wegen des Mittelwertsatzes hat der Integrand den Wert:

fix, «0 + Aa) — fix, ct^ = ^afjx, «^ + ÖAa)

.

Nun ist aber f^^x, cc) im abgeschlossenen Bereiche B, um uns zunächst

auf diesen Fall zu beschränken, gleichmäßig stetig. Setzt man also

f^{x, Uq + dAa) = f^{x, «o) + e,

so läßt sich einem beliebig kleinen positiven t stets ein konstantes

positives d so zuordnen, daß

^ <£, wenn nur 'Aß <d
ist. Dies gibt:

a a

wobei
o

j ^dx\ <i s{b — a)

a

ist. Folglich ist

Die Stetigkeit der Ableitung ergibt sich aus dem Satze von § 7.

Ist endlich das Intervall (a, b) nicht abgeschlossen, so verfahre man
wieder genau ebenso, wie in § 7 bei der entsprechenden Frage.
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Der Satz ist einer iihnlichea Verallgemeinerung t'ähig, wie diis

Kriterium von § 7. Unter Beibehaltung der daselbst eingeführten

Bezeichnungen läßt sich das Ergebnis wie folgt aussprechen.

Ist f{x, a^, •
' , aJ iti B, eiiuleutif/ erklärt und für jeden festen

Punld von {A) eine im Intervalle a ^x ^h stetige Fimldion von x;

ist ferner rf/da^ im Bereiche B stetig, so hißt die Funldion
b

j f{x,ci^,- ^cQdx
a

eine stetige Ableitung )iaeh a- zu, und zwar ist

^ ' *"^ - '""-
' "' dx.L Cf{x,a,,-..,a:)dx= fSL,

Anhang-, über nicht -analytische Funktionen.

Eine reelle Funktion einer reellen Veränderlichen heißt analgtiseh

in einem Punlie, wenn sie in der Umgebung dieses Punktes nach

dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt werden kann. Sie heißt analg-

tiseh in einem Intervalle, wenn sie in jedem Punkte des Intervalls

analytisch ist. Diese Definitionen übertragen sich sofort auf i-eelle

analytische Funktionen mehrerer reeller Veränderlichen.

Die Funktionen einer Variabelen, mit denen man sich in der

Differential- und Integralrechnung hauptsächlich beschäftigt, hören

nur in isolierten Punkten auf, sich analytisch zu verhalten und werden

übrigens in diesen Punkten entweder selbst unendlich oder aber ihre

Ableitungen sind dort nicht alle vorhanden. Andere isolierte Singu-

laritäten haben wir im 1. Kapitel eingehender besprochen. Als

frappantes Beispiel für die Möglichkeiten, welche die bloße Forde-

rung der Stetigkeit gewährt, pflegt man die bereits erwähnte Weier-

straßsche Funktion anzuführen, welche ausnahmslos stetig ist und

doch nirgends eine Ableitung zuläßt. Der Graph der Fimktion hat

in jedem Intervalle Spitzen mit vertikaler Tangente und entzieht sich

damit der gewöhnlichen Anschauung einer Kurve so weit, daß man

früher sogar in Versuchung kam, ihm die Berechtigung, überhaupt

als Kurve aufgefaßt zu werden, abzusprechen.

Durch Integration der Weierstraßschen Funktion erhält man ein

Beispiel einer Funktion, deren Graph eine mit einer stetigen Tangente

versehene Kurve ist, auf welche der Begriff der Krümmung nirgends

paßt.
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Diese Funktionen sind einerseits nicht analytisch, andererseits

geht ihren Graphen die eine oder die andere geometrische Eigenschaft

ab. Im Anschluß hieran hat sich die Ansicht gebildet, daß eine

nicht-analytische Funktion auch notwendig etwas bizarres an sich

haben müsse. Doch ist das durchaus nicht der Fall, wie wir jetzt

durch eine andere Klasse von Beispielen zeigen wollen.

1

Die Fimlition y = e
^"^

. Zu diesem Behufe gehen wir von der

Funktion aus*):
1

fix) = e~^, x^O
m = 0.

Für alle Werte von x, insbesondere aber für x = 0, besitzt sie stetige

Ableitungen aller Ordnungen, und zwar ist

/»(0) = 0, « = 1,2,-...

In der Tat -wird die «*® Ableitung durch einen Ausdruck von der

Form gegeben:
^

wo G{x) ein Polynom und m eine natürliche Zahl ist, wie durch

den Schluß von a auf n + 1 erhellt. Da nun ferner für alle Werte

von h
j

lim -^ = lim ^ =

ist, so schließt man, daß

Um f("\x) =
x=

ist. Hieraus ergibt sich wieder vermöge des Schlusses von n auf

n + 1, daß f^"\0) existiert und den Wert hat, denn mit Hilfe des

Mittelwertsatzes findet man

/•(« + i)(0) = lim ^.IMjhHS^ = lim f("
+ ^){dx) == 0,

.1=0 ^ x =

wobei, für n = 0, unter f^^\x) eben die Funktion f(x) selbst zu ver-

stehen ist.

*) Will man dem allerdings trivialen Einw^ande begegnen, daß diese Funk-

tion nicht durch eine einheitliche Formel definiert ist, so braucht man ja nur

zu schreiben

:

f{x) = lim e

11= <x

n X- +

1

I
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Trotzdem ist diese Funktion im Punkte ./ -- niclit-tuüilytiscli.

Denn die Tuylorsche Keilieuentwicklung

verschwindet ja identisch und stellt also die Funktion nur für den einen

Wert x = dar. Sehen wir nun zu, ob der Graph eine geometrische

Eigentümlichkeit im Punkte x = aufweist, so stellt sich heraus,

daß eben keine vorhanden ist. Die Kurve verläuft dort glatt, sie ist

zwar außerordentlich platt an dieser Stelle, doch wiederum nicht so

])latt, wie die analytische Kurve y=0. W.o ist da also eine geometrische

oder eine funktionentheoretische Eigenschaft, welche wir bei unsern

l'unktionen nicht vermissen möchten, welche aber dieser Funktion

abginge?

Ein ziveifcs Beispiel : i/ = ^(x). Wir wollen jetzt zu einem Bei-

spiel einer Funktion übergehen, welche sich nirgends analytisch ver-

hält und doch stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Man

bilde sich vorab die Funktion

q) (x) = /"(sin tix) .

Diese weist in den Punkten :r = 0, + 1, + ^; • • • gleiches Verhalten

auf, wie soeben die Funktion f(a:) im Punkte x = 0. Hierauf fasse

man die Funktion

^,(p(n\x)

ins Auge. Der Graph dieser Funktion entsteht aus derjenigen der

Funktion ij = g){x), indem man die Ebene durch eine Ahnlichkeits-

transformation im Verhältnis von 1 zu 1/«! zusammenschrumpfen läßt:

^ = ^^ y

Er hat daher dieselbe Gestalt, nur ist er nach einem kleineren Maß-

stabe angelegt. Im übrigen ist

|Ä:=1,2,...,
ffi(*)(n!a;) = 0, wo ,

1^ = ,7T'^ = 0, ±1, ±2,....

In diesen Punkten verhält sich (p(_)ilx) nicht-analytisch, sonst ist

<p(;n\x) analytisch.

Sodann setzen wir die unendliche Reihe an*):

*) Hierbei bedienen wir uns des von Haukel herrührenden Fiinzipn ilcr

Verdiclitutuj der Singularitäten. Man vergleiche Hankel, „Untersuchungen über

die unendlich oft unstetigen und oszillierenden Funktionen", wieder abgedruckt

in den Math. AnnaUn, Bd. -JO (1882) S. 63.
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0{x) = üM^) + li
9'(2!^0 + ll

^'CS!*') + • • •

,

Avobei die Koeffizienten a„ so gewählt werden, daß sie mit wachsen-

dem )i rapide abnehmen. Für nnsern Zweck genügt schon die An-

nahme:
_ 1

Demgemäß wird

(1) *w-2"'(!^-
7J=1 ^ ''

Jetzt behaupte ich: a) die Fnnktion 0(x) hat stetige Ableitnngen

aller Ordnungen; b) 0(x) verhält sich nirgends analytisch.

ad a) Wir wollen zunächst zeigen, daß C^' (x) existiert und stetig

ist. Das folgt nach den früheren Sätzen dieses Kapitels daraus, daß

q)'{x)- eine stetige Funktion von x ist, welche für alle Werte von x

(d. h. im Intervalle — oo < a; < oo) endlich bleibt:

\cp\x)\<G,,

wo (t^ eine Konstante bedeutet. Nach dem Weierstraßschen Kri-

terium § 4 erweist sich mithin die Reihe

/( = 1
'

als gleichmäßig konvergent, indem man

]\L
inlf-'

setzt. Dem Kriterium von § 6 zufolge läßt sich also die Reihe (1)

gliedweise differentiieren, und ihre Ableitung ist außerdem stetig.

Genau ebenso kann mau zeigen, daß auch die zweite, diütte, • • •

¥^ Ableitung von Q(x^ vorhanden und stetig ist, w. z. b. w.

ad b) Sei zunächst Xq = p/q ein beliebiger rationaler Wert von x,

der nur keine ganze Zahl ist. Dabei sollen jj und q teilerfremd und

(/ > 1 sein. Sei ferner v der kleinste Wert von n, wofür h\ durch q

teilbar ist. Darnach ist v\/q eine ganze Zahl, dagegen ist (v — 1)!/^?

sowie p(v— 1)1 Iq ein Bruch. Infolgedessen stimmt jede Ableitung

der Funktion 0(cc) mit der entsprechenden Ableitung der Funktion

im Punkte Xq überein. Nun verhält sich aber jeder Term dieser

Summe und somit auch die ganze Summe im Punkte x^ analytisch.
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Setzt man also die Taylorsclie Keihenontwicldiinp; für dif Fnid<ti(»ii

0(.r) in diesem Punkte au:

so erhält mau eine unendliche Keihe, welche allerdings innerhalb

eines bestimmten Intervalls konvergiert, sie stellt aber nicht die

Funktion ^{.i'), sondern nur jene ersten v — 1 Tenne der Reihe (1)

dar. Daß nun diese beiden Werte doch im allgemeinen nicht zusammen-

fallen, erhellt schon daraus, daß für jeden irrationalen Wert von x

alle Terme der Reihe (1) positive Werte haben.

Hiermit ist aber auch zugleich gezeigt, daß die Funktion 0(x)

sich überhaupt für keinen Wert von x analytisch verhält.

Der Graph der Fmildioii i/ = 0(x). Es bleibt nur noch übrig,

uns Rechenschaft darüber zu geben, wie sich der Graph der Funktion

y = ^i^') ausnimmt. Zu dem Zwecke stellen wir uns der Reihe

nach die Annäherungskurven vor:

XX . ^ ,

(p(2\x) .

,

qp('»!.r)

y = s.(^) = <p(^) + ^^^ + • • • + ~^,/

und bedenken dabei, daß der Übergang von der (n — 1/"" zur »*''"

Kurve dadurch bewerkstelligt wird, daß man die Ordinaten von

y = Sn_^{x) um die Größe

' (»(.!)"

ändert. Nun erwies sich schon die Kurve

qp (n ! x)

als der Kurve y = (p{x) ähnlich, teilt man aber ihre Ordinaten noch

durch («!)"~^, so schmiegt sie sich der Geraden // = außerordent-

lich eng an, und auch ihre Tangenteni'ichtung, sowie ihre Krümmung
weichen nur wenig von denjenigen jener Geraden ab. Iirfolgedes.sen

erhält man bereits für einen kleinen Wert von n in der Annäherungs-

kurve y = Sj^{x) eine zuverlässige Repräsentantin der Grenzfunktion*)

y= ^(x).

*) Wollte man noch die höheren Ableitungen von ^{x), etwa die 1000""", auf die

nämliche Weise untersuchen, so würden die ersten paar Glieder der abgeleiteten

Reihe kein rechtes Bild der Grenzfunktion liefern, vielmehr weisen dieselben

starke Schwankungen auf, welche sich jedoch später legen, sodaß von einer 1)0-

stimmten, allerdings nicht ganz früh eintretenden Stelle ab die analytisch be-

reits konstatierte gleichmäßige Konvergenz der Keihe in ihre Rechte tritt. Die

Reihe konvergiert, so zu sagen, zu Anfang ungleichmüßig, — ' wie zum Beispiel

die Exponentialreihe Zx"/ii] für .t = 1000, — und beruhigt sich erst nach

mehreren hundert Gliedern.
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Hicld-fmdliitische Funldioncn mehrerer Veränderliehen. Ein Bei-

spiel einer nicht -analytischen Funktion mehrerer unabhängiger Ver-

änderlichen erhält man offenbar sofort, wenn man das Argument der

obigen Funktion ^{x) durch ein beliebiges Polynom in x, y, z, • •

ersetzt. Man kann aber auch in ähnlicher Weise wie vorhin vor-

gehen und etwa die Reihe ansetzen:

Ch(^ ',, ^ ^ — 'V <y(^^!a;)(p(wiy)y(w!g)---

7i = 1 ^ ''

Über die durch die FnnJction 0{x) vertretene Klasse nicJd-analp-

tiseher FunJäioncn. Die Funktion 0{x) liefert den Beleg für die

Existenz einer Klasse von Funktionen, welche Ableitungen aller Ord-

nungen besitzen, ohne jedoch durch eine Potenzreihe darstellbar zu

sein. Bezüglich solcher Funktionen wiederholen wir die Frage, womit

Avir die Diskussion der Funktion f(^x) schlössen: Wo ist da eine geo-

metrische oder eine funJitionentJieoretische Eigenschaft, tvelche ivir hei

unseren Funktionen nicht vermissen möchten^ welche aber diesen FimJi-

tionen abginge?

Man wird vielleicht darauf erwidern: Schon die Eigenschaft, in

eine Taylorsche Reihe entwickelbar zu sein, wird der Funktion nicht

zu Teil, und damit geht so mancher einfacher Beweis, der sich auf

das Operieren mit Potenzreihen stützt, vei-loren. Was den ersten

Punkt anbetriff't, so möchte ich sagen: Schade um die Potenzreihe,

welche nicht einmal im Stande ist, eine so einfache Funktion darzu-

stellen! Das Mancrelhafte lieajt hier eben nicht an der Funktion,

sondern an der Reihenentwicklung, die zu spröde ist, selbst einige

von den allereinfachsten Funktionen zum Ausdruck zu bringen. Die

Fourierschen Reihen, sowie die damit verwandten Reihen der mathe-

matischen Physik sind dagegen viel geschmeidiger.

Wichtiger ist aber die zweite Ausstellung, es ginge eine bequeme

Beweismethode verloren. In der Tat kann man die Beweise, wie sie

in der Praxis vorkommen, vermöge des Taylorschen Satzes mit dem

Restgliede:

/•(^o + /o

=

fM + rw/^ + • • • + ^'^^^'^ + ^'""(n+i"^''^
^^"^'

noch einfacher führen. Seit langer Zeit habe ich einen zwingenden

Grund vergebens gesucht, den analytischen Funktionen in der reellen

Funktionentheorie eine bevorzugte Stellung einzuräumen. Bei den

allermeisten Anwendungen der Aualysis liegt ein solcher Grund eben
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nicht vor, denn man kommt, wie gesagt, mit dem Taylorschen Satze

mit Restglied rascher zum Ziele. Selbst in der komplexen Funktionen-

theorie liegt die Sache nicht anders. Man kann die Hauptsätze dieser

Theorie alle noch einfacher ohne die Cauchy-Tavlorsche Rcihenent-

wicklnug als mit Hilfe derselben beweisen. Nur eine Ausnahme wüßte

ich anzuführen. In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen

ist man beim Cauchyschen Probleme noch nicht im Besitze anderer

Methoden, um den Existenzbeweis allgemein zu führen, als nur deren,

welche sich auf Potenzreihen mit mehreren Argumenten stützen.

Was (/eilt aus diesen Beispielen hervor? Neben jene bizarren

nicht-analytischen Funktionen, welche an die Grenzen der Möglich-

keiten für stetige Funktionen vordringen, haben wir eine zweite

Klasse nicht-analytischer Funktionen gestellt, welchen alle Stetigkeits-

eigenschaften der analytischen Funktionen zukommen und welche sich

von diesen, wie es scheint, nur durch ein äußeres Merkmal unter-

scheiden. Es gibt eben neben jenen hypoanulijtischen Funktionen

auch hy'peranaJiftisclie, also Funktionen, welche sich mindestens ebenso

regulär verhalten als die analytischen Funktionen selbst. Demgemäß
entspricht die Einteilung der Funktionen in analytische und nicht-

analytische nicht der Natur der Sache.

Bei orientierenden Untersuchungen — mau denke etwa an die

Lieschen Theorien — pflegt man sich wohl dadurch zu decken, daß

man verlangt, alle in Betracht kommenden Funktionen sollen analy-

tisch sein. Damit begreift man eine Menge von Eigenschaften mit

ein, welche man vorläufig nicht überblickt, und vermeidet wieder

Ausnahmefälle, deren Existenz man ebensowenig ahnt. Denn die

analytischen Funktionen sind duldsam und lassen manche begriffliche

ünexaktheit ungestraft durchgehen. Befriedigender ist jedoch die For-

mulierung eines Satzes, wenn wir dabei nur solche Einschränkungen

machen, welche dem Wesen der Sache entsprechen, also solche,

ohne welche entweder der Satz nicht richtig wäre oder aber der

Beweis uns nicht gelingen würde.



Viertes Kapitel.

Knrveiiintegral«' und melirfach ziisainmeiiliäii^ciKlc Bereiche.

§ 1. Kurvenintegrale.

In einem Bereiche S der (x, ?/)- Ebene sei eine geschlossene oder

eine niclit- geschlossene reguläre Kurve L gegeben, welche analytisch

durch die Gleichungen

x = (p(s), i, = 4,{s), (0£s£l)
dargestellt werden möffe, wobei die Boo^enlänge s als Parameter

benutzt wird. Sei ferner eine stetige Funktion f(x, y, s) vorgelegt,

wo (x, y) die Koordinaten eines beliebigen Punktes von S sind und ,s

im Intervalle (0, l) willkürlich genommen wird. Unter dem Kurven-

integral ^
j f{x,y,s)ds,
L

über die Kurve L hinerstreckt, versteht man dann folgendes. Man zerlege

L in n Teilbogen mittels der den Parameterwerten = .So<.5^ <• •
•

< s„ = Z entsprechenden Punkte (a;,-, y,). Sei (ä;/, ^/) ein beliebiger

Punkt des Bogens (.sv, S; + i), s/ der zugehörige Parameterwert, und

sei s," ein zweiter dem Intervalle S; ^ s ^ S; + 1 ebenfalls angehöriger

Wert von s. Man bilde ferner die Summe
71-1

^ f (Xi', yi, Si") As,-, A Si = 5/ + 1 — Si

,

/ =

und lasse n unbegrenzt wachsen, während das größte As," gleichzeitig

gegen abnimmt. Dann nähert sich diese Summe einem Grenzwert,

und dieser Grenzwert ist es, welchen wir als den Wert des Kurven-

integrals definieren wollen.

Um die Definition zu begründen, setze man

f{x/, y-, sD = f{Xi, yi, si) -f ^,-

und betrachte man die Summe
Ä-i

^t\x;,y,,s;)As,.
i =
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Diese nähert sich offenbar beim obigen Greii/iibergan<re dem (Gewöhn-

lichen Integrale

I f[(p{s), t{s), s)ds.

Andererseits kann man die Teilung der Kurve L so weit treiben,

daß der Wert von ^,-, (/ = 0, l,---, n — 1) dem absoluten Betrage

nacli gleichmäßig unter die beliebig kleine positive Konstante t heral)-

sinkt. Denn die Funktion f(x, //, s) ist ja gleichmäßig stetig in ihrem

Detinitiousbereich, sofern dieser bereits abgeschlossen ist. Sonst kann

man L mit einem iinierhalb S gelegenen abgeschlossenen Streifen 2J

umgeben und die Funktion f(x, ij, s) nur für solche Wertesysteme

(x, !i, s) betrachten, welche Punkten von 2J entsprechen. Daraus folgt,

daß sobald die Teilung von L genügend weit gediehen ist,

^^A-^, <f^As,= £/

bleibt, oder

lim V i,As, = 0.

Hiermit ist die iu Aussicht genommene Definition gerechtfertigt:

J f(^, y, s) ds = lim^ f(Xi', y,', s,") A-s-,

und es ist auch zugleich bewiesen, daß

/ fix, y, s) ds = / f(q)is), ^is), s) ds
L

ist. *)

Zu beachten ist, daß die Definition einen bestimmten Sinn, in

welchem über L integriert werden soll, nicht voraussetzt. A.s ist

eben eine wesentlich positive Größe, wie zum Beispiel bei der Er-

klärung des Flächenintegrals
/ j fix, //) dA der Inhalt A.-l eines

jed-m Teilbereiches auch als absolute Größe eingeführt wird. Erst

bei den nachfolorenden Intejjralen wird unterschieden, ol) nach der

einen Fortschreitungsrichtuno: auf L oder nach der anderen inte-

griert wird.

*) Man kanu ja diese Gleichung von vornherein als Definition des be-

treffenden Kurvenintegrals nehmen.

Osgood, Funktionentheorie. I. '
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Ein ziveites Karvenintegral ist folgendes. Man geht wiederum

von einem Bereiche *S' und von einer darin gelegeneu Kurve L aus,

deren Endpunkte mit (a,l>), (ß',^') bezeichnet werden mögen.*)

Diese Kurve teilt man dann durch die aufeinander folgenden Punkte

(•^0» yo) = ((', ^)y (^i; ^i)> • • •; 0«^ yj = (^', ^0 iii ^i Bogen ein und

nimmt in jedem letzterer einen Punkt [x/, iji') willkürlich an. Des

weitereu legt man eine stetige Funktion F(x,i/) lediglich der Koordi-

naten (x, y) eines Punktes von S zu Grunde und bildet die Summe

n-l

^ F{xi, iji' ) Axi, Aa;,: = Xi+i — x,-.

/=ü

Der Grenzwert dieser Summe soll nun als der Wert des Kurveu-

integrals
^^.,,^

jF{x,y)clx

über die Kurve L erstreckt, und zwar in der Richtung von \a, h)

nach {a, h'), definiert werden. Daß diese Summe auch wirklich einem

Grenzwerte zustrebt, ergibt sich daraus, daß, dem Mittelwertsatze

zufolge, bei geeigneter Einführung der Bogenlänge a als Parameter

A X; = Cp'(S;") A S; , S; < S," < S/ + 1 ,

wird, wonach sich daim die Summe

n-l

^ F(x/,tj;)cp'(sr)As,-

(=0

unter die bereits behandelten Summen unterordnet. Hiermit ist die

Definition gerechtfertigt

:

(a',b') n- 1

J F(x, y) dx = lim ^ F{xi', y-) Aic,-,

und zugleich ist auch ferner bewiesen, daß

(a,b')
^

J F{x,y)dx=J F ((p (s),xlj{S})(p' (s) ds
*{o,6)

*) Im Falle einer geschlossenen Kurvt werden (a, b) und fa\ b') als mit-

einander zusammenfallend aufzufassen sein. Der Leser wolle sich L indessen

vorläufig als niclitgeschlossen denken, die Modifikationen, welche der andere

Fall benötigt, liegen dann auf der Hand.
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ist. Im übrigeu ist

<a\l,'}
.

{a,b)

J F(x, y) dx = —l F{x, y) dx.
\a,b) \a\i/)

In ähnlicher Weise hat man

(a',h') n-l l

J F{x, y) dy = lim^ Fix^, y,') Ay,- =
f

F((p(s), 4^{sj) ip'(s) ds. .

'{a.b) " = *,- = 'O

Unter dem Karvenintegral

fPdx-\-Qdy oder fFd.r-^ Q dy
,

\a.h) 1

WO P und Q zwei in S stetige Fmiktionen von x, y bedeuten^ ver-

steht man die Summe

fPdx+fQdy.
(a, b) '(a, b)

Es ist

I Pdx + Q dy = / (P cos r + Q sin t) ds.,

\a, b)

WO t den Winkel zwischen der positiven a;-Achse und der durch die

Reihenfolge der Terme in der Summenbildung

P(Xq, .Vo') Axo + P{x^, ?//) Ax^ . • •,

Qi^r^', 2/o'i A,/„ + Q ix,', .v/) Ax^

bestimmten Fortschreitungsrichtung längs L bedeutet. Ferner ist

^fp dx-\- Q dy =-J'f dx + Q dy

.

(,(7,6) (a',b')

Sei S ein abgeschlossener Bereich, dessen Hand aus n einfachen

regulären geschlossenen Kurven C^, , C'„ besteht. Dann pflegt man

die Verabredung zu treffen, daß das Randstück d in positivem Sinne

durchlaufen wird, wenn ein Spaziergänger, der in dieser Richtung

auf d fortschreitet, den Bereich <S' stets zur linken hat. Führt man

nun das Integral

fPdx+Qdy

über jede Randkurve Ci, (i = 1, • •, n) in positivem Sinne und

addiert man die dadurch entstandenen Werte zusammen, so erhält
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man das über den ganzen Band von S in positivem Sinne erstrecMe

Integrcd

fPdx + (^di/.

c

Eine weitere Definition, welche hier noch zur Sprache kommen

muß, ist folgende. Sei ß eine einfache reguläre geschlossene Kurve

des Bereiches S, gleichviel ob © zum Rande gehört oder nicht. Im

ersten Falle wird C£ wenigstens nicht in seiner Eigenschaft als Rand-

kurve von S angesehen. Dann wird der positive Sinn von (£, wie

folgt, erklärt. Faßt man das Innere 3 von Ü ins Auge und be-

trachtet man (S nun als Randkurve von 5, so legt man (S als posi-

tiven Sinn denjenigen bei, welcher ihm als Randkurve von @ nach

der vorstehenden Definition zukommt.

Dieser letzten Definition zufolge wird also bei positivem Umlauf

des Gesamtrandes von S nur die äußere Kurve ('„ in positivem, die

übrigen aber in negativem Sinne beschrieben. Demgemäß ist auch

K- 1

(A) fp dx -f Q dii = fP dx -i- q dg -^^fp dx + Q dy
,

wo das Integral linker Hand über den Rand von 6', die Integrale

rechter Hand dagegen über ihre respektiven Kurven in positivem

Sinne erstreckt werden.

Ähhängigleif von einem Parameter. Die Kriterien des 3. Kapitels,

§§ 7, 8 übertragen sich auf Kurvenintegrale, wie aus der Darstellung '

solcher durch gewöhnliche Integrale unmittelbar erhellt. Insbesondere

können wir folgenden Satz aussprechen:

Satz. Sei S ein Bereidi drr {er. g)- Ebene und {A) ein Bereich

der Parameter {a, ß, • • •). 3laii fasse ferner denjenigen Bereich (9fi)

ins Äuge, dessen Punkte (x, y, a, ß, •) aus einer willJiürUchen Kombi-

nation eines Punktes {x, y) von S mit einem PunJde (a, ß, • • •) von

(Ä) hervorgellen. Sind dann P(x,y, a,ß,- • ), Q(x,y, oc, ß, • • •)

^wei Funktionen, ivelclie in (SR) stetig sind, so stellt das Kurven-

integral

J==J P(x, y, a, ß, •) dx + Q(x, y, a, ß, • • •) dy,

erstreckt über eine bestimmte Kurve L von S, eine in (A) stetige

Funktion vor.

Haben P und Q außerdem in (9?) stetige partielle Ableitungen

nach den Parametern, so ist die Differentiation unte^- dem hitegral

zeichen gestattet.

j
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vj '2. Das Integral / Fd.r ~- (^)(/i/. Erste Methode.

Diese Methode knüpft an den Satz der Integralrechnung jin,

wodurch ein Fläehenintegral in ein Kurvenintegral verwandelt wird.

In einem endlichen Bereiche S, welchen wir vorläuficr als mit einer

einzigen Randkurve versehen*) voraussetzen wollen, seien zwei Funk-

tionen P{x,y), Q(x,y) gegeben, welche nebst den beiden partiellen

Ableitungen rP/ci/ und f Q r j: stetig sein sollen**), und man bilde

das Kurvenintegral

J= l'Pdx^ Qdi/.

\a.b)

Es drängt sich nun vor allem die Frage auf: W(i)ut hängt der Wert

von J (diein vom Punkte (x,//). nicht aher vom Integr/dionsn-ege L ah::'

Seien L, L' zwei derartige Kurven,

welche sich zunächst nur in ihren End-

punkten {a, h) und {x, y) treffen sollen.

Aus diesen Kurven setzt sich dann eine

einfache geschlossene Kurve C zusammen.

Dementsprechend hat man

l'Pdx+ Qdy-fPdx+ Qdy

= ±fPdx + Qdy.

u,ij}

(a,bj

Fig. 31.

Hierin ist folgender Satz enthalten:

1. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß

das Kurvenintegral

j'Pdx + (^dy
\a,b)

allein von der Iniegrationsgrenze {x, y), nicht aher vo)n Integrations-

nege L abhänge, besteht darin, daß das Kurvenintegral

*) Ein solcher Bereich heißt einfach zasamnieHJtöxgend. Allgemeiner hängt

ein endlicher Bereich einfach zusammen, wenn sein Rand aus einem einzigen

Stücke besteht. Diese Erklärung genügt für die Zwecke des vorliegenden Para-

graphen. Hierüber vergleiche man ferner das 5 Kapitel, § 7.

**) Was die Stetigkeit am Rande von .S' anbetrifft, so steht uns frei ent-

weder ai zu verlangen, daß P, Q nebst den genannten Ableitungen stetige

Randwerte (vergl. 2. Kap., § 2) annehmen, wobei dann L im abgeschlossenen

Bereiche S beliebig verlaufen darf: oder b) keine derartige Voraussetzung zu

machen und dementsprechend den Weg I. auf das Innere von N zu beschränken.

Hierüber vergleiche man ferner die zweite Methode
, § 3.
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fPdx-\- Qdi/ =

sei, ivohei C jede heliebige einfache geschlossene reguläre Kurve des

endlichen rinfuch zusammenhängenden Bereiches S hedeutet.

Die Notwendigkeit der Bedingung erhellt sofort. Auch sieht

man, daß sie für je zwei Kurven L, L' hinreicht, welche sich nur

in ihren Endpunkten treffen. Begegnen sich dagegen L und // sonst

noch, so führe man eine dritte Kurve />" ein, welche mit den beiden

ersten nur in ihren Endpunkten zusammenstößt. Dann stimmen die

Werte des Integrals, erstreckt über L und L", überein, und ebenso

die Werte des Integrals, erstreckt über L' und //'. Hiermit ist der

Satz allgemein bewiesen.

Wir wenden uns jetzt zur Aufsuchung einer Bedingung für das

Verschwinden des KurvenIntegrals

fPdx+Qdy.
c

Nach dem Greenschen Satze*) ist

2 C

wobei das Flächenintegral über das Innere E von C, das Kurven-

integral in positivem Sinne längs des Randes (' zu erstrecken ist.

Ebenso hat man

ff^dS=- fFdx.
Ji' c

Hieiaus folgt:

.i' c

Aus dieser Relation schließt man, daß die notwendige und hin-

reichende Bedinffung für das Verschwinden des betreffenden Kurven-

integrals darin besteht, daß in jedem Punkte von S

dP _ cQ
dy ox

sei. Daß die Bedingung hinreicht, liegt ja auf der Hand. Sie ist

aber auch notwendig. Würde nämlich die stetige Funktion

cP cQ
dy ex

*) Vergl. Stolz, Differential- und Integralrech )iung , Bd. 3, S. 94; Goursat,

Cours d'onalyse, Bd. 1, Kap. VI, Nr. 126.
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in einem Punkte .1/ von S nicht verschwinden, so könnte man 71/

mit einem Bereiche ^ umgeben, in welchem die Funktion durchweg

einerlei Vorzeichen behalten würde, und dem Flächenintegrale müßte

daher auch ein positiver bezw. negativer Wert zukommen, was ^egen

die Voraussetzung verstößt, daß das Kurvenintegral verschwinde.

Das Ergebnis sprechen wir, w^ie folgt, aus:

'2. Satz. Sei S ein endlicher einfach zusammenhängender Bereich

der [X, y)-Ehene und seien P{x,y), Q{x,i/) zwei Funktionen, die

liehst den Ableitungen dP/cg, cQ/dx in S stetig sind.*) Dann besteht

die noticendige und hinreichende Bedingung für das Verschivinden des

Kurven integral

s

fPd.c+ Qdg,
c

über jede beliebige einfache reguläre gescJdossene Kurve des Bereiches S
erstrecJd, darin, daß in jedem Punkte von S

dP ^ dQ
cy dx

sei.

Unter der Voraussetzung, daß die Bedingungen des Satzes erfüllt

sind, fassen wir nunmehr die Funktion

F(x,y)=fPdx+ Qdy

näher ins Auge. Dieselbe ist zunächst in jetlem Punkte von S ein-

deutig erklärt. Sie besitzt ferner stetige partielle Ableitungen erster

Ordnung, wie wir sogleich noch nachweisen wollen, und erweist sich

hiermit auch als. stetig, vergl. Kap. 2, § 3. Sei nämlich (xq, y^) ein

beliebiger innerer Punkt von S und sei (jf^-f Aa;, ^/o^
ein zweiter nahe

bei (xq, //q) gelegener Punkt von S. Dann ist

FiXf^ + Ax, yo)
- F{Xq, y^

= fPdx + Qdy -J'Pdx + Qdy = fPdx + Qdy,

da der von (a, h) nach {Xq-\- Ax, y^) führende Weg ja durch (x,,, //„)

gehen darf. Außerdem darf man die Strecke [(a'o, ?/o), (x^ + Ax, </o)]

als geradlinig annehmen. So kommt

(Xa + \X, «o) Xo + -\X

fPdx + Qdy =fP(x, .V) äx = P^x^+BAx, ij,) Ax,
{xo , yo) ^o

*i Man vergleiche die Anmerkungen auf S. 101.
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WO ü < Ö < 1 ist. Folglich ist

Eine ähnliche Überlegung gilt auch für (Fjcy. Hiermit wird

man zum folgenden Resultate o-eführt.

3. Satz. Die Fimldion

F{x,y)^ fFdx+ Q(hj

hesitzt stetige partielle Äbleitnnfieu erster Ordnio/;/, die ditrrJi die

Formeln gegeben werden:

— = P -
^'' = Q

ex ' dy

Das vollständige Differential dieser Funläion hat den Wert*)

dF=-Pdx + Qdy.

§ 3. Fortsetzung ; zweite Methode. **)

Die Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen setzen

erstens voraus, daß die Randkurve von einer Parallelen zur ,/- sowie

zur //-Achse höchstens in m Punkten getroffen wird, wo m eine

Konstante ist. Zweitens beruhen sie auf der naiven Anschauung,

um einen Ausdruck des Herrn Klein zu gebrauchen, womit er solche

geometrische Evidenz bezeichnet, welche zwar einleuchtet, sich aber

auf die geometrischen Axiome nicht direkt, wenn überhaupt zurück-

führen läßt. Man nimmt nämlich beim Beweise des Green sehen

Satzes über die Umformung von Doppelintegralen an, daß der Be-

reich E in eine endliche Anzahl einfacher Bereiche von einer be-

stimmten Art zerlegt werden kann. Drittens mußte, im Falle daß

auch am Rande Stetigkeit herrschen sollte, außer der Stetigkeit

*) Man pflegte wohl früher von der Bedingung zu reden, daß der Aus-

druck Prf.T-f- Qdy ein volhtändiyes Differeyitial sei, und der Sprachgebrauch

hat sich noch bei den Physikern erhalten. Die Bedingung besteht darin, daß

cPjCy = cQiCy sei. Unter dieser sehr unvollständigen Ausdrucksweise hat

.man eigentlich den ganzen Inhalt des gegenwärtigen Paragraphen zu verstehen.

**) Beim ersten Studium der Funktionentheorie wird dem Leser ent-

schieden geraten, die Entwickelungen dieses Paragraphen zu überschlagen.

Wenn ihm erst auf Grund späterer Kenntnisse zum Bewußtsein gekommen ist,

welche durchgreifende Bedeutung diese Sätze für die komplexe Funktionen-

theorie haben, wird es ihm geradezu zum Bedürfnisse, auch diesen Teil der

Grundlagen auf das Genaueste zu prüfen. Dann wird er erst das rechte Ver-

ständnis für die hier gegebenen ausführlichen Darlegungen haben.
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von P imil Q noch, wenn nicht die Existenz und Stetigkeit, so doch

die Endlichkeit von P,^, Q^ verlangt werden. Endlich könnten wir

noch auf die wieder in der Anschauung begründete Annahme auf-

merksam machen, daß man die Punkte (a, //) und (x, y) durch eine

L und L' nur in ihren Endpunkten treffende Kurve //' verbinden

kchiiie, sowie daß eine einfache geschlossene Kurve die Ebene in

einen iiuße]-n und einen innern Bereich teile.

Indem wir uns jetzt zu Betiachtungen hinwenden, welche an

den soeben genannten Mängeln uiclit leiden, legen wir unserer ganzen

Beweisführung die Sätze vom 5. Kapitel, §§ 9, 10 zu Grunde. Doch

wollen wir vor allem unsere Aufgabe genau präzisieren. Sie besteht

in dem Beweise der drei nachstehenden Sätze.

Satz A). Lt einen/, rndliclicn Bereiche S, dessen Band von einer

endlichen Anzahl einfacher rcf/nlärer Kurven*) (/ehildet aird, seien P
und Q eindeutige P\nktionen, /reiche im Innern und am Ikmde von S
stetig sind und im Innern stetige erste Ableitungen nach y bes/r. x

besitzen. Sei ferner in jeden/ innern P/u/lte von S

dP _ cQ
cy ex

Dann ist

fPdx+ Qdy = 0,
c

?ro das Integral idicr den ganzen Ptand C von S in positivem Sinne

ZK erstrecl'en ist.

Satz B). Den Voraussetznngen von Satz K) /verde noch die

iveitere hinzugefügt, daß S einfach zusammenhänge. Wird dann das

Integral

^Pdx+ Qdy
(.a,b)

^

iihrr e/)/e hd/ehige in/ ahgeschlossenen Bereiche S gelegene Kurve er-

sir/^ckt, so hängt der Wert des Integrals lediglich v/m de// Ii/tigrafions-

grenzen, nicht aber van der besonderen Wahl des Infegratioi/s/reges ah.

Die dadurch definierte F/o/ltion F(x, y) ist im abgeschlossene// Jvi-riilir

S stetig, und innerhalb S gelten die Belationen:

cF -p ^^ _ o
dx ~ -^^ cy ~ ^

*) Diese Kurven wollen wir uns als geschlu.-sen und im übrigen sich gegen-

seitig nicht schneidend denken. Von hier aus erhält man dann im Anschluß

an die erweiterte Formulierung des Satzes von Kap. 5, § 9 leichte Verallgemei-

nerungen von Satz A).

f-
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Der Beweis wird geführt, indem wir, an Arbeiten der Herreu

Pringsheim und Bocher*) anknüpfend, Satz B) vorab für einen

Bereich 6 (Fig. 32) begründen, woraus sich dann Satz A) für denselben

Bereich sofort ergibt. Auf Grrund des vorhin zitierten Satzes vom

ö. Kapitel, § 9 erweist sich hierauf Satz A) auch im allgemeinen Falle

als richtig. Um endlich Satz B) allgemein herzuleiten, breiten wir

schrittweise, unter Benutzung des Satzes vom 5. Kapitel, § 10, eine

Funktion F(x'^ y) über den Bereich »S aus, welche so bestimmt wird,

a) daß sie sich eindeutig und stetig in S inkl. des Randes verhält

und b) daß sie innerhalb ;S erste Ableitungen nach ./ und y zuläßt,

wofür
dF^jj dF
d X ' c y

ist. Hieraus ei'kennt man, daß

Fix, y) - F(a, b) = f'Pdx + Qdy
\a.l,)

ist, über was auch immer für eine die Punkte (a, 6) und {x,y) mit-

einander verbindende Kurve integriert werden möge, und damit ist

der Beweis fertig.

Die Funktion F(x, y) im Bereich a. Vorerst handelt es sich

also um den Beweis von Satz B) für einen Bereich ö. Dabei genügt

es, den Beweis für jeden der beiden a. a. 0. vorgeführten Typen I, II,

und III zu liefern, und zwar für die ursprüngliche Orientierung dieser

= V

(r, y)

Typus I.

Typen, denn der Satz bleibt bestehen, wie man sofort nachrechnet,

wenn man irgend eine der dort zur Erweiterung des Bereiches 6

angewandten Transformationen ausführt. Wir wollen den Beweis

also zuerst für Typus I durchführen. Dementsprechend wird 6 wie

folgt definiert:

*) Pringsheim, ,,Über den Cauchyschen Integralsatz", Sitzungsber. d.

Je. hayer. Alcad. d. Wiss., 25 (1895), S. 39. Davon imabhängig Bocher, Bidl.

Ain. Math. Soc. (2) 2 (1896), S. 146.

t

I
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g: 0<x<A, <//</•(,/)

,

wo /'(./') eine im abgeschlossenen Intervalle O^x^Ä stetige Funktion

von x ist.

In den Punkten von 6. inkl. des Kandes, werde nun eine Funktion

F(.r,i/), wie folgt, erklärt. Sei {^,1]) ein beliebiger innerer oder

Randpunkt von 6 und man fasse die den Punkt (0, 0) mit diesem

Punkte verbindende Linie

^
0£x£^\ .v=|

(

:</
=

I
n <!/<}] j

ins Auge. Dann definiere ich die Funktion FU-, y) durch die

Gleichung:

'(0. 0)

wo das Integral über L zu erstrecken ist. Hiermit ist F{t,, rj) in jedem

Punkte von a inkl. des Randes zunächst eindeutig erklärt. Wir wollen

jetzt zeigen, daß F{^^ri) in jedem innern Punkte von 6 eine Ab-

leitung nach 7], sowie nach ^ besitzt. Zu dem Zwecke schreiben wir

F in der Form:

F{1 r,) -fF{x, 0) dx +j'vCg, y) dy.

Dann findet man:

;/

'^=QiX,v), %-Pi^,0)+j QJi,y)dy.

Dabei ist die Differentiation unter dem Integralzeichen nach dem

Kriterium vom 3. Kapitel, § H gestattet, da das Integrationsintervall

endlich und Q{x,y), sowie Q,(x,y) eine im abgeschlossenen Bereiche

l-h^x^l-Vh, 0£y£iu
stetige Funktion der beiden unabhängigen Veränderlichen x, y ist.

Das letzte Integral läßt sich noch wegen der Relation Q^. = P,,

auswerten:

Hiermit erhält man

Das soeben erhaltene Resultat gilt auch für solche Kamljtunkte

von 6, die nicht auf der Kurve y = f(x) liegen, sofern P„ und (^^
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längs dieses Teiles des Kandes stetig sind. Bei der nachfolgenden

Anwendung des Satzes trifft diese Bedingung stets deshalb zu, weil

besagte Randstücke von ö innerhalb S lieojen werden.

Aus der Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen von

F(x, y) in den oben genannten Punkten geht die Stetigkeit der

Funktion selbst bereits hervor. Daß F{;x, y) sich auch in den Punkten

von y^fXj^') stetig verhält, weist mau mit Hilfe des zweiten Satzes vom

2. Kapitel, § 1, leicht nach.

Mittels der Funktion l'\x, y) vermögen wir nun sowohl Satz A)

als Satz B) zunächst für den Bereich ö zu beweisen, indem wir

zeigen, daß
(x, V)

(1) fPdj' + Qdy = Fix, y) - F(x„ y,)

ist, gleichviel durch was für eine reguläre Kurve

ü: x = ^(s), y = t (s)

die Punkte (x, y) und (x^, y^) von 6 miteinander verbunden werden

mögen. Dabei soll als Parameter die Länge s eines Bogeus von £
benutzt werden. Um die Beziehung (1) zu gewinnen, genügt es

offenbar zvi zeigen, daß

iIi^<§^ = p,p'(s, + (H'(ß)

ist, wo 31: x = (p(s), y = ipis) ein beliebiger innerer oder Rand-

l^unkt von 6 ist und die Tangentenrichtung t:

cos T = qj'(s) , sin T = ^»'(s)

in 31 ebenfalls willkürlich ist. Sei 31 also zunächst ein innerer Punkt

von 6. Dann ist

dF oF dx
,
dF dy t> ', \ ,/->,'/ \

wie zu beweisen war.

Jetzt sei 31: s = s^ ein Randpunkt. Eine weitere Überlegung

ist nur dann nötig, wenn 31 auf der Kurve //= /"fa;) liegt.* i
Sei

*) Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß die folgende t'lierlegung,

wie Hr. B 6 eh er auch ausdrücklich betont, überflüssig ist, sofern man die weitere

Voraussetzung macheu will, daß der Bereich S innerhalb eines größeren Be-

reiches S eingebettet liegt, in welchem die Voraussetzungen der Sätze erfüllt

sind. Da dies nun in der Praxis bei fast allen Untersuchungen zutrifft, so er-

halten dadurch die folgenden Entwicklungen einen überaus speziellen Charakter.

Zum besseren Verständnis dieser Betiachtungen beachte man, daß die Tangente
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M' : s = s^^ -\- As ein zweiter i*uukt von 1' und man Ijjldo den

Diiferenzenquotienten

As A.s-

Jn der Nähe von 31 ersetze man !i? dureh die nahe bei £ gelegene

Kurve

S': x = (f (s)
, y ^-tij{s) — a,

wo a eine beliebig kleine positive Größe ist. Dadurch geht A7'' in

AF^F\<p (.Vo+ As, i'
(.s>,+ A.s) -a\~-F[cp (s^), ^l^ {s^) - a] = A7''+ ^

über, wo t,, dem absoluten Betrage nach, durch zweckmäßige Wahl

von tc beliebiop klein gemacht werden kann. Insbesondere möge a so

angenommen werden, daß

t\ < {Asf
ausfällt. Dann wird

T AF ,. ÄF
lim -.— = lim -Z--

,

sofern einer dieser Quotienten überhaupt gegen einen Grenzwert

konvergiert. Nun liegt aber S' innerhalb 6. Nach dem Vorher-

gehenden läßt sich also der Mittelwertsatz auf die Differenz AF an-

wenden:

ÄF= { P[(p{s), ilj{s) - a] (p'(s) + Ql(p(s), ^(.s ) - a] t'(s) } As,

wo .s = ,Sq + ÖAi' ist. Hieraus folgt:

womit man denn zum Resultate gelangt, daß auch für einen Rand-

punkt [X, y = fix)) von a die Beziehung

besteht.

Der vorstehende Beweis ist nicht anwendbar, falls JSl ein End

punkt der Kurve y = f(x) ist, der auch zugleich in der .r- Achse

liegt. Auf Grund des soeben erhaltenen Resultates erledigt sich

jedoch dieser Fall ohne weiteres, indem man den Mittelwertsatz, wie

von ü im Punkte M den Rand von a in der Nähe von M unendlich oft schneiden

kann, während 2 selbst sowohl mit dem Kande zusammenfallen als auch den-

selben unendlich oft treffen kann, ohne irgend eine Strecke mit ihm gemein

zu haben.
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vorhin auf AjP, so hier direkt auf Ai^ anwendet. Hiermit ist der

Beweis für Typus I allgemein erbracht.

Sei 6 jetzt von Typus II. Dann nimmt man als Verbindungs-

linie der Punkte [}), 0) und (|, r^] die Kurve

y = Xx I A| < // ^ r^
j

Darnach wird

F{l,n)=fPdx+Qdy
L

I !?

=J\f{x, kx)+kQ{x, kx)] dx -{-j'Q{l, V) dl/.

/ i

Die Durchführung des Beweises in diesem Falle läuft den obigen

Bntwickelungen durchaus parallel und wird dem Leser deshalb über-

lassen. Der Fall eines Bereiches von III. Typus wird auch in

ähnlicher Weise behandelt. *)

Beweis von Satz A). Aus dem hiermit erhaltenen Resultate

ergibt sich zunächst Satz A) für einen Bereich 6. Dazu braucht

man nur die Punkte (pc,y), {^Q^yo) in ein und denselben Randpunkt

zu legen und dann als Verbindungslinie den ganzen Rand zu nehmen.

Um den Satz jetzt allgemein zu beweisen, wird man um jeden

der bewußten Zerlegung von .V entsprechenden Bereich 6 herum inte-

*) Wir wollen doch noch darauf aufmerksam machen, daß der Fall von

Ecken und Spitzen auch ohne Benützung von Bereichen c von Tjpus II und III

mit Leichtigkeit direkt erledigt werden kann. Dazu wird man die Ecken und

Spitzen zunächst durch kurze Übergangskurven ausschneiden, welche den Rand
in der Nähe der betr. Ecke oder Spitze berühren. Für- den also erhaltenen

Bereich 6" gilt dann zufolge der nachstehenden Entwicklungen sowohl Satz A»

als Satz B). Beschränken wir uns auf Satz B;. Durch das Integral / Pdx-\-Qdy

wird also eine in allen Punkten von S mit Ausnahme der Ecken und Spitzen

eindeutige stetige Funktion Fix., y) definiert, wofür im übrigen

^j;^^\x.y) = P^' -r Qy'

ist. Daraus folgert man ohne Mühe, daß diese Eigenschaften sich auch auf die

Ecken und Spitzen erstrecken, indem man zeigt, daß

Hm [Fix", y") — F {x
, /)] =

ist, wenn die Punkte {x\ y'), {x\ y"
' unabhängig voneinander der betreffenden

Ecke resp. Spitze (x, y) zustreben.
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1

grieven und die also erlialtenen Integrale zusammenaddiereii. Einer-

seits hat dann nach dem Vorhergehenden jedes dieser Integrale und somit

auch ihre Summe den Wert O. Andererseits heben sich die von den

innerhalb 5 gelegenen geradlinigen Begrenzungsstücken herrührenden

Bestiindteile der Integrale gegenseitig auf,

.'

i

I
( — P sin v + ^^ cos v) eis = —

/ (— P sin r' -}- ^ cos v) ds

,

*o 'o

wo V. i' sich auf die inneren Normalen beziehen und v = v -r :i i^t.

Was an jener Gesamtsumme noch überbleibt, macht nun gerade das-

jenige Integral aus, um dessen Verschwinden es sich handelt.

Brireis V(t)i Sau B). Xach dem Satze vom 5. Kapitel, § 10,

läßt sich der einfach zusammenhängende Bei-eich >S' des zu beweisenden

Satzes in eine endliche Reihe einfach zusammenhängender Bereiche

»S, (/=!,•• -^y ) entwickeln, wobei *S\ = 6^, 6V= S und S,— >S'/_ i = ff,-,

/>!, ist. Sei (a, h) ein beliebiger Punkt von S und <5^ derjenige

Bereich 6, in welchem {a, h) liegt. Nach den vorausgeschickten

Entwicklungen gilt Satz B) sodann zunächst für den Bereich .S'i = 6^

.

Durch den Schluß von )i auf n -f 1 wollen wir nun zeigen, daß er

auch für die weiteren Bereiche »S'g, • • •, S',v=*S' bestehen bleibt. Nehmen
wir also an, er gelte für S^, • • •, S^, n <C N, so handelt es sich

nur noch um den Nachweis, daß er für S^^_^^ richtig ist. Nun stößt

aber ö„^i längs eines einzigen innerhalb S gelegenen, aus einer,

zwei oder drei geraden Strecken bestehenden Randbogens an »S' . Sei

C der Wert der bisher erst über S^^ ausgebreiteten Funktion F{x, i/)

in einem Punkte (X, Y) dieses Randes und man bi*eite ferner auf

Grund des vorhin erlangten Resultates die Funktion

C-\- fPdx-i- Qdy

über ö^^i aus, wobei der Integrationsweg aus ö„^j nicht austreten

darf. Alsdann schließt sich diese neue Funktion längs der ganzen

gemeinsamen Begrenzung von S^ und ff^^j an F{x,y) stetig au und

ergänzt F{x, y) somit, da sich ja auch die Ableitungen erster Ordnung

daselbst stetig anschließen, zu einer im Bereiche 5„^i allen Forderungen

von Satz Bj genügenden Funktion. — Hiermit ist der Beweis von

Satz B) erbracht.

Zum Schluß fügen wir iioch den zu den Sätzen \ und H' um

gekehrten Satz C) hinzu.
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Satz C). Unter Beihclialtumj der Eindeutiglxeits- und Stctigkeits-

voraussdznngen von Satz A) verlangen wir jetzt, entiveder

a) daß

I Pdx+ Qdif =
*/

sei, ivo r eine beliebige einfache reguläre ffe.^icldossene Kurve ist, welche

mir innere Funkte von S in ihrem Innern birgt; oder

b) daß der Wert des Integrals

J ^fFdx+ Qdy
\a, b)

nur von den Integrationsgrenzen, nicht aber vom Integrationswege ab-

hänge. *) Alsdann ivird in jedem innern Punkte von S die Relation

gelten: cP^cQ,
dy ex

Der Beweis des zweiten Teils b) des Satzes ist im wesentlichen

bereits am Ende des vorhergehenden Paragraphen geliefert. Denn

dort hat man ja unter denselben Hypothesen wie die gegenwärtigen

gezeigt, und zwar nach einer auch hier als befriedigend anzusehenden

Methode, daß . _ „ ^

ex ^ dy

ist. Auf dieses Resultat braucht man also nur noch den Satz an-

zuwenden, daß o9 T -2 T

. , dydx dxcy

Um nun auch den ersten Teil des Satzes zu beweisen, sei {x, y')

ein beliebiger innerer Punkt von S, und man konstruiere ein Quadrat:

a^x^a + h, ß£y<ß + 1i,

welches (x, y) im Innern enthält und im übrigen ganz innerhalb S

liegt. In diesem Quadrat definiere roan dann eine Funktion F{t,, if)

genau so, wie im vorhergehenden:
>'

';

F{^, ri) =j P {x, ß) dx +/'q{1 y) dy.

p'

Dann findet man sofort, daß

dT\

*) Den zweiten Teil b) des Satzes kann man im Falle mehrfach zusammen-

hängender Bereiche allgemeiner aussprechen, indem man nur verlangt, daß der

"Wert des Integrals / für je zwei Kurven S, S' gleich ausfällt, welche zu-

sammengenommen eine einfache, keinen Randpnnkt von 8 im Innern um-
fassende Kurve © bilden. Hierüber vergleiche man ferner § 4.
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ist. Um ferner cF/r^ zu erhalten, bilde man die Differeuz

'i ]i \i

Den rechts stehenden Ausdruck kann man als das Integral / P(lx-{- Qdy,

über drei Seiten des Rechtecks \(%,ß), (l + A^,?;)] erstreckt, auf-

fassen. Nach den Voraussetzungen des Satzes

erhält man aber denselben Wert, wenn man
über die vierte Seite integriert:

l-l-A^

A,i^= fp{x, >,) dx = A^ P(^ + ÖA|, r;)

.

Fig. 33.

Hieraus schließt man, daß

f = ?(?,.)

ist, und gelangt somit zu dem in Aussicht genommenen Resultat.

Zusatz. Unkr Beihehaltung der Voraussetzungen von Satz A)

sei (S,- (/ = 1, • • •, n — 1) eine einfache reguläre geschlossene Kurve des

Bereiches S, /reiche C,- umfaßt, die übrigen Kurven Cj {j =\= i) aber

ausschließt. Dcüdi ist

fPdxi- Qdy =j'Pdx+ Qdy,

tvo beide Integrale in positiver Richtung idjcr ihre respcTitiven Kurven

zu erstrecken sind.

In der Tat bilden C; und CS, zusammengenommen die vollständige

Begrenzung eines ringförmigen Bereiches 2^. Erstreckt man das

Integral in positiver Richtung über den Rand d von 2J, so kommt:

= fpdx i- Qdy= f Pdx + Qdy - fpdx + Qdy,

was zu beweisen war.

Wir erwähnen noch an dieser Stelle eine zweite Form des

Ergebnisses von Satz A), nämlich:

«-1

(2j fpdx + Qdy^^fPdx + Qdy,

wo C',; diejenige Randkurve bedeutet, innerhalb deren der Bereich

S liegt.

Osgood, Funktioneiitheorie. 8
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§ 4. Mehrfach zusammenhängende Bereiche. *
i

Den Satz B) haben wir bloß für den Fall ausgesprochen, daß

der Bereich S eine einzige Rand kurve besitzt. In der Tat braucht

er sonst nicht richtig zu sein. Sei beispielsweise

— yP = (^
=

.^^ + !r

während S aus dem .Kreisrioge

besteht. Alsdann geht das Integral

(X, y)

X
(a,0)

dy — y dx

+ y'

durch Einführung neuer Variabelen:

X = r cos 6

,

II
= r sm

einfach in
(.r,e)

.fä» = e
(a. 0)

über. Ei'streckt man es mithin über einen geschlossenen Weg, der

den Anfangspunkt in geeignetem Sinne einmal umkreist, so kommt

nicht 0, sondern 2% dabei heraus.

Allgemein sei jetzt S ein end-

licher Bereich, welcher von n

einfachen regulären geschlossenen

einander nicht treffenden Kurven

begrenzt wird. Dann liegen n — 1

dieser Kurven (\, •

halb der letzten C„

C mner-ra-l

und zugleich

außerhalb einander. Vermöge n — 1

QuerscIiniUe, also Kurven, welche

zwei Randpunkte von S miteinander

verbinden und sonst innerhalb S

S in einen einfach zusammenhängenden Be-

und zwar kann das auf mannigfache Weise

geschehen. Dabei denken wir uns die Querschnitte als dehnbare

Fäden, welche innerhalb S beliebig verschoben werden können, ohne

Fig. 34.

verlaufen , kann man
reich *S" verwandeln.

*) In diesem Paragraphen stützen wir uns wieder, wie in § 2, auf die An-

schauung. Wegen einer arithmetischen Behandlung der in Betracht kommenden
geometrischen Tatsachen wird auf das 5. Kapitel hingewiesen.
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jedoch miteinander in Kollision geraten zu dürfen. Hiernach sehen

wir auch zwei verschiedene Querschnittsysteme als äcjuivalent an,

wenn das eine durch eine geeignete Verschiehung in das andere über-

geführt werden kann. Der Bestimmtheit halber soll F, den Rand d
mit C^ verbinden. *)

Wir ziehen ferner das Integral

fPdx-i- Qdii

in Betracht, wobei P und i^i den Bedingungen von Satz A) § 3 genügen

sollen. Aus dem soeben angeführten Beispiel erhellt, daß im all-

gemeinen zu erwarten steht, daß

(1) CO; =j'Pdx+ Qdif

nicht verschwindet. Sei S, eine einfache reguläre geschlossene Kurve

des Bereiches S, welche d, umfaßt, dagegen Cj + ausschließt.

Wir wollen uns diese Kurve wieder als eine dehnbare Schleife denkeu,

welche in S beliebig verschoben werden kann, wobei dann die Kurven

^li ' ' '> ^n Hindernisse vorstellen, über welche ß, nicht hinaus kann.

Nach dem Zusätze von i^ 3 haben wir dann

;2) f Pdx+ Qdif = co.,

wo sowohl das Integral (1) als das Integral (2) in positivem Sinne

über die jeweilige Kurve zu ersti-ecken ist, vergl. § 1, gegen Ende.

Wir wenden uns jetzt zum Hauptgegenstande dieses Paragraphen,

— dem Verhalten des Integrals

(X, tj)

(3) J=fPdx+Qd!j
(a, 6}

in einem mehrfach zusammenhängenden Bereiche S. Das Integral

stellt nun im allgemeinen keine eindeutige Funktion mehr vor. Unter-

suchen wir, in welcher Weise die Werte der Funktion zu eindeutigen

Zweigen zusammengefaßt werden können. Dazu wollen wir S vorab

vermittels eines der besonderen vorhin besprochenen Querschnittsysteme

^i>? -^«-1 i" einen einfach zusammenhängenden Bereich S' ver-

wandeln, um darauf den Integrationsweg für das Integral (3) auf S' zu

* Hierdurch wird zwar das guerschnittsystem noch nicht eindeutig be-

stimmt. Indessen genügt ein derartiges System, um zu Anfang unnütze All-

gemeinheit zu vermeiden.
8*
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beschränken.*) Alsdann stellt sich heraus, daß sich die Werte von J
in zwei einander gegenüberliegenden Punkten ein und desselben Quer-

schnitts Ff stets um die gleiche Größe a. voneinander unterscheiden.

Denn diese Punkte können ja durch eine JT^ sonst nicht treffende

Kurve ©j- miteinander verbunden werden. Veranschaulicht man sich

nun die auf besagte Weise in S' eindeutig erklärte Funktion J durch

eine im Räume gelegene Fläche

(4) 2 = Jq [x, y) =fPdx-{-Q dii

und verschiebt man diese Fläche parallel zur ^-Achse einmal um oj-",

dann aber um — oj,, so kommen dadurch stetige Fortsetzungen der

Funktion (4) über den einen, sowie über den anderen Rand des

Querschnitts J^. hinaus zu Stande. Hiermit schließen sich nämlich an

den ursprünglichen Mantel z = Jq{x, y) zwei neue Mäntel

z = J^{x, y) + «., z = Jq{x, y) — «.

längs derjenigen beiden Ränder jenes Mantels stetig an, welche über

der Kurve F. im Räume verlaufen. Durch fortgesetzte Wiederholung

dieses Anhängens neuer Mäntel entsteht sonach eine stetige Fläche,

z = J(x, y) ,

welche von einer Parallelen zur ^^-Achse unendlich oft getroffen wird**)

und den Gesamtverlauf der Funktion J{x, y) vorstellt.***)

Hiernach läßt sich eine beliebige Bestimmung der Funktion J
in der Gestalt ausdrücken:

J{x, y) = Jq(x, y) -}- a^Gj^ ^ \- ß„_i(o„_i

,

wo die cCf ganzzalilige Werte haben. Dabei denkt man sich Jq (x, y)

jedesmal an dem einen Ufer eines Querschnitts erklärt, aber nicht an

dem gegenüberliegenden.

Insbesondere folgt daraus, daß der Wert des Integrals

Pdx-\- Qdy,J
*) Insbesondere darf der Integrationsweg teilweise mit einem Querschnitte F^

zusammenfallen, er darf aber diese Kurve nicht überschreiten. Es ist bequem,

die Querschnitte als schmale Lücken im Bereiche S, etwa als Kanäle aufzu-

fassen, um dann zwischen den beiden einander gegenüberliegenden Ufern der-

selben zu unterscheiden. Demnach darf man also noch längs eines Ufers inte-

grieren, man darf aber den Kanal nicht passieren.

**) Sofern nicht insbesondere alle co^ = sind. — Die Fläche kann sich im

übrigen durchsetzen.

***) Im Falle des zu Anfang des Paragraphen erwähnten Beispiels ist die

Gleichung dieser Fläche

2 = 0, wo X = r cos ö
, y = r sin Ö .
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über eine beliebige geschlossene Kurve des Bereiches S erstreckt,

den Wert
«i"i + 1- ««-i"„-i

haben muß, wo die a- ganzzahlig sind. — Die Griißen oj,, • • • w„_i
lieißen Fcriudizitätsnioduhi.

Gehen wir jetzt zu einer beliebigen Zerlegung des Bereichs *S' in

einen einfach zusammenhängenden Bereich vermittels der Querschnitte

jT/, •
• , F,,'-! . Wird mit 'f^ {(',!/) diejenige eindeutige Funktion be-

zeichnet, welche durch das Integral (3) unter Beschränkung des Inte-

grationsweges auf diesen Bereich definiert wird, so unterscheiden sich

auch seine Werte an verschiedenen Seiten eines Querschnitts J^' stets

um die gleiche Größe co-, und zwar ist

;=<«, + ••• + «(;) w
n -1) n-1 •

Die zweite Behauptung erhellt schon daraus, daß die beiden betreffenden

Uferpunkte durch eine geschlossene, F-' sonst nicht treffende Kurve d'

des Bereichs S miteinander verbunden werden können.

Betrachtet man ferner ein zweites Paar von Uferpunkten

desselben Querschnitts F/, so lassen sich diese offenbar

durch eine zweite, P-' sonst nicht treffende Kurve ß"

miteinander verbinden, derart daß (£' und (E" die voll-

ständige Begrenzung eines ringförmigen in S gelegenen

Bereichs bilden. Auf diesen Bereich wende man nun

den Zusatz von § 3, Ende, an, indem man C^ und (£. resp. mit den

beiden Randkurven S' und ß" identifiziert. Hiermit ergibt sich die

erste Behauptung.*)

Ähnlich wie im Falle der obigen .speziellen Zerschneidung wird

auch hier der Gesamtverlauf der Funktion J durch die Formel ge-

geben :

^(^; y) = ^o' C^j y) + f^i'"i' +••• + ««- 1 «« - 1

,

wo die a' wanzzahlige Werte haben. Insbesondere folgt hieraus, daß

CO, = «>)(o/-f ••• + «;w^ CO,; _^

ist, wo die u'S'^ ganzzahlisf sind.

*) Ein zweiter Beweis verläuft so. Die beiden in Betracht kommenden
Werte von /'(./•, y) an verschiedenen Seiten von r/ fallen ja mit Werten von

J{x, y) in diesem Punkte zusammen und unterscheiden sich deshalb voneinander

um eine Größe von besagter Gestalt. Läßt mau nun jenen Punkt (.r, y) die

Kurve ly stetig durchlaufen, so muß sich die in Rede stehende Ditfercnz dabei

stetig ändern. Da die Koeffizienten af aber stets ganzzahlig ausfallen müssen,

kann die bewußte Summe nur eine abzählbare Menge verschiedener Werte an-

nehmen, und daher vermag sie überhaupt nicht vom ursprünglichen Werte zu weichen.
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Aufgabe. Seien P und Q zwei Funktionen, welche in einem

Bereiche S allen in Satz A) an diese Funktionen gestellten Anfor-

derungen genügen. Überdies sei (1^-, r/^) ein innerhalb der Kurve C-

(i = l, j n— 1) gelegener Punkt. Man zeige, daß die Koeffizienten

^1, • • •, f',,-! dann stets so bestimmt werden können, daß die Funktion

F(x, ij) = J{x, y) - Cy arc tan |^'- c„_i arc tan ,TZL-f^ =

(a, l.)

in ;S eindeutig wird, so daß sich also J in der Form darstellen läßt:

n- 1

^(^; ?/) =^ ^i
arc tan ^

~-|' + i'X^; IVJ ,

1 = 1

wo F(a', .?/) in S eindeutig und stetig ist und stetige Ableitungen

erster Ordnung besitzt.



Fünftes Kcipitel.

Mengenlehre.

Einer Funktion mehrerer reellen Veränderlichen, sowie einer

Funktion einer oder mehrerer komplexen Veränderlichen liegt ein

Stück eines ;?-dimensionalen Raumes als Definitionsbereich zu Grunde.

Dieser Bereich kann sowohl durch explizite Angabe seiner Punkte, —
z. B. im Falle n = 2 durch eine Ungleichung, etwa

— als auch vermöge impliziter Forderungen bestimmt werden. Zur

Erläuterung letzterer Bestimmuncpsweise diene der Bereich einer Ebene,

welcher aus dem Inneren einer geschlossenen Kurve besteht. Die

Behandlung der Funktion erfordert die Zerlegung des Definitions-

bereiches — bleiben wir noch bei n = 2 — vermöge Kurven, welche

darin gezogen werden. Hierzu, sowie zur zweiten Bestimmungsweise

jenes Bereiches benötigt man eine Reihe von Sätzen aus der Analvsis

situs, deren Richtigkeit zwar aus Anschauungs- und Analogiegründen

schon einleuchtet, deren strenge Begründung aber — sei es auf arith-

metischem, sei es auf geometrischem Wege — spezielle Untersuchungen

erheischt. Die ersten zehn Paragraphen des gegenwärtigen Kapitels

sind einer arithmetischen Behandlung dieser Sätze gewidmet. Wegen

des durchaus speziellen Charakters des Gegenstandes wird der Leser,

welcher jetzt zum ersten Male an die Funktionentheorie herantritt,

gut tun, die Beweise zu übergehen und sich bloß die Definitionen

und Sätze zu merken.

Hieran schließt sich noch eine Besprechung einiger weiterer Be

griffe und Sätze aus der Mengenlehre, welche namentlich durch zahl-

reiche zur Erläuterung dienende Beispiele den Leser mit wichtigen

Auffassungen der modernen Funktionentheorie bekannt machen, sowie

ilin in den Stand setzen soll, die einschlägige Literatur leichter zu

verfolgen.

Nachdem sich der Leser die Entwicklungen dieses Kapitels zu

eigen gemacht hat, wird es ihm von Nutzen sein, dem ersten Teil
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von C. Jordan, Cours d'analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1893, eine Lektüre

zu widmen. Wegen der Literatur der Mengenlehre sei auf A. Schoen-

flies, Bericht über die Mengenlehre, Jahresheridit der Deutschen Matlie-

matiker-Verehmiung, Bd. 8, 1900, ver^\^esen, woselbst auch die haupt-

sächlichsten Sätze dieser Theorie in übersichtlicher Weise zusammen-

gestellt sind.

§ 1. Kurven.

a) Jordansche Kurven. Vom Standpunkte der Funktionentheorie

aus, wenn es sich um Arithmetisierung des Bereichs der unabhängigen

Variabelen handelt, ist eine Kurve als eine Punktmenge aufzufassen.

Wir definieren also eine einfache Kurve als eine Punktmenge

C ==
{
(x, ij)

}
, deren Elemente {x, ij) ein-eindeutig und stetig auf das

eindimensionale Intervall t^^^t^f^, sofern C nicht geschlossen, auf

die Punkte des Kreises

(1) ^ = cos Xt, f] = s'm If

,

falls C geschlossen sein soll, abgebildet werden können.*) Analytisch

heißt das, daß

(2) '^-m, y-^>{i)

ist, wo fif) und ^{f) stetige Funktionen von t sind, welche im ersten

Falle für alle Punkte des genannten Intervalls to^t ^f^ eindeutig

erklärt sind. Im zweiten Falle sind diese Funktionen für alle Werte

von f definiert, sie lassen ferner die primitive**) Periode co = 27t/l

zu. Überdies besitzen die beiden Gleichungen

^' = fV), y'=^(f),

wo {x, y') ein beliebiger Punkt von C ist, im ersten Falle nur eine

einzige Lösung t = f, im zweiten Falle nur solche Lösungen, welche

sich um Perioden voneinander unterscheiden.

*) Diese Fomiulierung der Jord ansehen (vergl. unten) Definition rührt von

A. Hurwitz her, Züricher Vortrag, 1897, Verhandlungen des Ersten Internatio-

nalen Mathematiker-Kongresses, Leipzig, 1898, S. 102. Was die Stetigkeit an-

Ijetriflft, so verlangt Hurwitz, daß beim Grenzübergange lim t = t der Bild-

punkt {x, y) einer Grenzlage (äc, y) zustreben soll, und zwar soll i.r, y) eben

derjenige Punkt von C sein, welcher 7 ents^pricht. Daraus schließt man leicht,

daß, wenn umgekehrt (x, y) die einzige Häufungsstelle einer beliebigen Teil-

menge
{ (Xi, 2//) } von C ist, lim t/ = t vorhanden ist, sowie daß der Punkt (x, y)

dann dem Punkte t entspricht und somit zu C gehört. Hiernach ist auch C
abgeschlossen und perfekt.

**) D. h. jede Periode ist ein ganzzahliges Vielfaches von co.
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Umgekehrt definieren die Gleichungen (2), sofern /"(/) und (f(t)

den genannten Bedingungen genügen, eine einfache Kurve.*;

Zu beachten ist, daß die obige Definition keine besondere Zu-

ordnung der Punkte von C den Punkten t bevorzugt. Im übrigen

deckt sich die Gesamtheit aller möglichen Zuordnungen, wie mau
leicht zeigt, mit der Gesamtheit der Transformationen

(•^^ r = x(t),

wo X ^'i^6 eindeutige stetige monotone und zwar stets zu- bezw. ab-

nehmende Funktion von t ist. Dabei spielen im Falle einer nicht-

geschlossenen Kurve zwei Punkte derselben, nämlich die Endpunkte,

eine ausgezeichnete Rolle, indem sie stets dem größten und dem
kleinsten Werte von r entsprechen. Dieses Punktepaar bleibt also

invariant gegenüber den Transformationen (4).

Eine zweite invariante Eigenschaft einer nicht-ofeschlossenen Kurve

besteht in der Anordnung dreier Punkte P, Q, li derselben. Wir

sagen, Q liegt sivischen P und R, wenn entweder tp < t(^ < (r oder

tR < tq < tp ist. Wie man sieht, liegt von drei Punkten stets einer

zwischen den beiden anderen. Nach Ausführung von (4) liegt dann

der transformierte jenes mittleren Punktes wieder zwischen den beiden

anderen transformierten. — Im Falle einer geschlossenen Kurve liefert

erst die Anordnung von vier Punkten eine Invariante.

Die vorausgeschickte allgemeinste Klasse von Kurven wollen wir

im Gegensatz zu den sogleich zu besprechenden regulären Kurven

als Jordansclie Kurven benennen.**)

b) Beguläre Kurrcn. Es hat gewiß begrifflichen Wert, die

Kurven so in die Analysis einzuführen, wie wir es soeben getan.

Glücklicherweise braucht man aber nicht den bisherigen Grad der

Allcremeinheit hinfort beizubehalten, es crenügt vielmehr für die aller-

meisten Zwecke der Analysis, wenn man sich auf eine besondere

Klasse von Kurven beschränkt, welche der gewohnten Anschauung

entsprechen und als regulär bezeichnet werden sollen.

*) Bekanntlich können die Gleichungen (2i, sofern man nur verlangt, daß

/'(i) und (p(t} eindeutig und stetig seien, eine Abbildung der Strecke "^^ ^ <-

1

auf das volle Quadrat O<a;^l,0<!2/<^1 definieren. Eine derartige Ab-

bildung ist indessen nicht umkehrbar eindeutig. Man vergleiche Peano, Math.

Ann., Bd. 36 (1S90) S. 157; Hilbert, ebenda, Bd. 38, (1891) 8.459: Moore,
Transactwm Anter. Math. Soc, Bd. 1 (1900) S. 72.

Der Flächeninhalt (vergl. § 12) einer Jordan'schen Kurve braucht nicht

gleich zu sein. Cf. Osgood, „A Jordan curve of positive area", Tiau.'iocti'nis

Amer. Math. Soc, Bd. 4 (1903i, S. 107.

**) Nach C. Jordan, -welcher diese Kurven eingehend untersucht hat; Cniirs

ä'analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1893, S. 90.
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Eine einfache Kurve mög-e gJatt heißen, wenn sie eine überall

stetig sich drehende Tangente besitzt, d. h. wenn sie sich so auf die

Strecke
^o ^ ^ ^ ^i ^®^P- ^^^ ^^^ Kreis (1) abbilden läßt, daß die ent-

sprechenden Funktionen fif), cp(t) ausnahmslos stetige Ableitungen

besitzen und daß überdies für jeden in Betracht kommenden Wert

von t

(5) nty + (p'{t)'>o

ist.

Eine reguläre Kurve wird gebildet, indem man eine endliche An-

zahl nicht geschlossener glatter Kurvten stetig aneinander reiht. Sie

läßt sich demnach bei gehöriger Wahl des Parameters durch die

Gleichungen darstellen

:

x = fit), y = (p(t),

wo f(t) ,
q){t) eindeutige stetige Funktionen sind und, von etwaiger.

Ecken / = «i, •••,«„ abgesehen, stetige Ableitungen erster Ordnung

besitzen. Ferner bleiben f'(t), (p'(t') in jedem Intervalle (a., «,.,.1),

sowie in (t^, a^) und (a^, f^), inklusive der Endpunkte stetig, und

genügen dort ausnahmslos der Relation (5).

Eine reguläre Kurve kann sowohl einfach sein als auch mehrfache

Punkte enthalten, ja diese können sogar in unendlicher Anzahl auf-

treten. Man denke etwa an die aus den l)eiden glatten Kurven a)

und b) zusammengesetzte Kurve:

{x = t, -T£t£T,
^

\y^ f sin y , # 4= ; i/ = 0, t = 0.

Hierbei ist T = 1/Jcx (k = einer natürlichen Zahl) zu nehmen.

(x = 2T-t, T<f£^T,
'^

{ -/ = o.

Fallen zwei Bestandteile einer regulären Kurve längs eines ganzen

Bogens zusammen, so kann man, ähnlich wie bei der Arithmetisierung

der Riemannschen Flächen (man vergl. den zweiten Abschnitt) Rie-

mannsche Elemente einführen.

Von grundlegender Bedeutung ist der folgende leicht zu be-

weisende

Satz. Eine reguläre Kurve läßt sicli stets in eine endliche An-

zeihl von Teilhogen zerlegen, deren jeder in der Gestalt dargestellt werden

hann:

II
= F{x) , resp. x = ^ijl),

tvohei F{x) resp. ^(;y) eindeutig und nebst der ersten Ableitung stetig ist.
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Endlich wollen wir die Definition noch auf den Kall ausdehnen,

daß die Kurve sieh ins Unendliche erstreckt, indem wir dann ver-

langen, daß sie im Endlichen regulär verlaufe und eine Asymptote

besitze, deren Richtung sich die Tangentenrichtung nähert.

Aufgabe 1. Sei P die Menge der Punkte {x,y), wo

und /(/), (p(f) zwei im Intervalle ^0 = ^ = ^1 eindeutige stetige Funk-

tionen sind. Dann ist P abgeschlossen und im allgemeinen perfekt.

Aufgabe 2. Man untersuche die Kurven, welche durch die

Gleichungen
x = f{t), y = (p{t)

deliniert werden, wobei f(t') und q)(() im nicht-abgeschlossenen Inter-

valle
^0 < ^ < ^1

eindeutig und nebst den ersten Ableitungen stetig sind. Außerdem

soll stets

r{ty + ^'(0^ >
sein: auch sollen mehrfache Punkte nicht vorhanden sein, d. h. die

Oleichunsen , ^/,n , .,n

x=^f{t), y'=(p{t)

sollen höchstens eine Lösung t = t' zulassen.

Als erste Beispiele seien die in Polarkoordinaten durch die

Gleichungen gegebenen Kurven erwähnt:

a) r=l/e 0<e <oo-

b) Ö = tanr, f<>-<7-

§ 2. Das zweidimensionale Kontinuum.

In einer Ebene sei eine Punktmenge von folgender Beschaffen-

heit vorgelegt:

a) jeder Punkt der Menge ist ein innerer Punkt, d. h. zu jedem

Punkte {xQ,y^ der Menge gibt es eine positive Größe A, derart daß

alle Punkte (.r, ?/), wofür \x — Xq < /*, y — y^ < /' ist, zur Menge

gehören

;

b) die Menge liängt zusammen, d. h. je zwei Punkte der Menge

lassen sich, durch eine einfache reguläre Kurve miteinander verbinden,

deren Punkte sämtlich zur Menge gehören.*)

*) Dieser Teil der Definition kann anders gefaßt werden, indem man etwa

verlangt, daß die Verbindungskurve eine Jordansche sei. Andererseits genügt

die Voraussetzung, daß jene Kurve ein Polygonzug sei. Alle drei Definitionen

laufen auf ein und dasselbe hinaus.
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Eine derartige Puuktmenge nenat man ein zweidimensionales

Kontimmm. Wir werden es häufig in der Folge als einen Bereich T
bezeichnen, doch wollen wir an dieser Stelle nicht unterlassen, den

Leser darauf aufmerksam zu machen, daß wenn in der Mathe-

matik von einem Bereich die Rede ist, die Frage stets vor allem

entschieden werden muß, ob der Rand mit dazu gerechnet werden

soll oder nicht. Im Falle eines Kontinuums wird in der Analysis

der Rand niemals einbegriöen, und dies soll in der Folge auch von

einem Bereich T gelten, sofern das Gegenteil nicht bemerkt ist.

Wegen der Definition von ümgebumj, Häufungsstelle, abgeschlossen,

perfeM usw. vergleiche man das 1. Kapitel, § 8.

Analytisch kann ein Bereich T durch Ungleichungen definiert

werden. Beispiele:

1. das Innere eines Rechtecks:

a<x<A, h<!/<B;
2. das Innere eines Kreises:

a - r<x<a-\- r, h — Yr^ — {x— af < y <h + Yr^ — (x — af ;

3. das Innere eines Dreiecks oder allgemeiner die Punkte (x, y),

deren Koordinaten gleichzeitig den drei Ungleichungen genügen:

a,x-^h.y-\-c,>0, i=l,2,3,

wobei noch vorausgesetzt wird, daß es wenigstens einen Punkt gibt,

für welchen die drei Relationen gleichzeitig bestehen;

4. der Streifen

a<x<h, f{3c) <y <f{x) + (j,

wo f{x) eine stetige Funktion von x im genannten Intervalle und g

eine positive Konstante bedeutet.

y Zur Probe führen wir den

Beweis im Falle 4. aus. Sei

{Xq, Vq) ein beliebiger Punkt

des Streifens; dann ist

fi'h) < Ik < fi^o^ + ff

Man nehme eine positive Größe

h so an, daß gleichzeitig

/(^o) < ^0 - ^''

,

^0 + ^ < f(^''i>) + //

sei. Sodann kann man eine positive Größe Ö finden, derart daß

gleichzeitiü;
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tX-^) < !fo - /'•

, ?/o + ^'' < f(^) -t- //

bleibt, sofern Jq — (5 < x <i x^, -\- d ist. Bezeichnet man die kleinere

der beiden Größen k, Ö mit h, so wird Bedingung a) der Definition

genügt.

um jetzt nachzuweisen, daß Bedingung b) ebenfalls erfüllt ist,

seien A: {Xq, i/^^) und B: (Xi,if^) irgend zwei Punkte des Streifens.

Ist insbesondere Xq==Xi, so lassen sich Ä und />' durch die Strecke

^ = -'o» //o < // < ^1 i'esp. iJi < y < t/o

miteinander verbinden. Sonst kann man die cresuchte Verbindunffs-

kurve, wie folgt, herstellen. Yon Ä aus ziehe man die Kurve

[ resp. .Ti < .r < iCo

und sei B: [x,y') der Punkt, in welchem JT die Gerade x = x^ trifft,

also

^' = ^1 , V' = f{^i) + Ih - /X'^o) •

Dann liegt F im Streifen, denn es ist

An F füge man nun noch die vorhin beschriebene Verbindungsstrecke

J5'J5an, womit denn die in Aussicht gestellte Kurve zu Stande kommt,

sofern y = f(x) eine reguläre Kurve ist. Die Ergänzung im all-

gemeinen Falle ist nicht schwierig.

Der Leser wolle den Beweis im Falle 3. durchführen, indem er

bemerkt, daß jeder Punkt der Verbindungsstrecke der beiden Punkte

(^i; Vi), (^2; V2)-

x-l, = (S, - i„)t, y - ,;, = (7;,
- ri,)t, ^ f < 1

,

zur Menge gehört, sofern dies von den Endpunkten gilt, da man

dann hat:

a,x + h.y + c, = {a^l, + h.i^, + c^t + (a,^, + h.r,, + c,) (i-t^.

Über den Band eines Kontinnums. Der Rand eines Bereiches T
kann aber noch ganz anderer Natur sein, als man sich ihn gewöhn-

lich denkt, wie folgende Beispiele zeigen.

A) Der Bereich T bestehe aus allen Punkten der oberen Halb-

ebene (jj > 0), die Punkte

_m _l_
f

'' = 1; -, • •
•

^-h!' y-nV [,„ = 0, ±1, ±2, .••

ausgenommen. Hier gibt es isolierte Randpunkte, es gibt aber auch

Randpunkte, die eine Kurve bilden, nämlich die Gerade y = 0. Durch
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keinen Bogen dieser Kurve werden jedoch alle in der Nachbarschaft

desselben gelegenen Randpunkte erschöpft.

B) Der Bereich T bestehe aus den Punkten des in der oberen

Halbebene gelegenen Halbkreises

x" + ^2<25, 0<//,

mit Ausnahme der folgenden Punkte: in den Punkten der a;-Achse:

ij = , X = , 1/n
, ^* = ± I7 ± ", • • •

,

errichte man ein Lot auf derselben von der Länge 1 ; die Punkte

dieser Lote:

x = 0, 1/n, 0<y/<l
sollen nicht zu T gehören.

Hier gibt es Kandpunkte, welche die merkwürdige Eigenschaft

haben, daß sich ein veränderlicher Punkt P von T keinem davon als

Grenzpunkt stetig nähern kann, ohne aus T herauszutreten. Fassen

wir etwa den Punkt
Ä: X = , ?/ = i

ins Auge. Von einem festen Punkte von T aus kann ein Punkt P
allerdings, längs eines ganz in T gelegenen Weges fortrückend, in

eine beliebig kleine vorgegebene Nachbarschaft von A gelangen, etwa

in einen um Ä beschriebenen Kreis vom Radius (5"<^. Das sei nun

einmal geschehen; der Punkt P liegt in diesem Kreise. Jetzt kann

man eine zweite Umgebung von A so wählen, daß P, um in diese

zu gelangen, aus jenem Kreise wieder heraustreten und sich sogar

von A um mehr als die Entfernung j zurückziehen muß.

In diesem Bespiele bilden die Punkte von der ausgezeichneten

Eigenschaft des Punktes A bloß eine endliche Anzahl regulärer

Kurvenstücke, namentlich eine einzige geradlinige Strecke. Einen

allgemeineren Fall erhält man, wenn mau die Lote in den Punkten

einer in der Strecke ^ = 0, — l<a;<l gelegenen perfekten, nirgends

dichten Menge errichtet. Ein Beispiel einer solchen Menge wird

später mitgeteilt, vergl. § 12. Ist x' ein Endpunkt der dabei be-

nutzten Intervalle (w), und A ein Punkt [x, //'), wo < ?/' < 1 ist, so

kann sich P dem Punkte A zwar von der einen Seite her stetig nähern,

nicht aber von der anderen. Ist dagegen x' eine Häufungsstelle der-

artiger Endpunkte, ohne selbst ein Endpunkt zu sein, so kann P
längs keines in T gelegenen Weges dem Punkte A zustreben.

Durch dieses Beispiel wird der Begriff eines Randes resp. eines

Randstückes nahe gelegt, auf welchem Punkte dieser merkwürdigen

Eigenschaft sogar überall dicht gesäet sind.

1
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Wir schließen diesen Paragraphen mit einigen Sätzen über

Kontinueu.

1. Satz. Die llait(l/)i(iikfe eines endlichen ßereie/ies T bilden eine

< i hfieschlassen e Fu nJdnienf/c.

2. Satz. Ist C ein£ refpdäre Kurve*), welche (fanz in linnn Be-

reich T liegt, so hat der Abstand eines varidbelen Funhtes derselben

von den verschiedenen Randpnnhten von T ein positives Minimum.

Der erste Satz ist evident. Zum Beweise des zweiten zeigt man
allgemein, wenn

[

(,r, //
)

} und
{ u', y) } zwei beliebige abgeschlossene

Punktmengen ohne gemeinsamen Punkt sind und man die untere

(xrenze der Entfernung ]/ (x'— x'Y -\- (//
— y'Y zweier Punkte derselben

voneinander mit k bezeichnet, daß es dann stets einen Punkt der

einen Menge {x, y) und einen Punkt der anderen Menge (x', y') gibt,

deren Entfernung voneinander genau x beträgt.**)

3. Satz. Sei P ein PunJit eines Bereichs T und sei Q ein zweiter

FunM, der T nicht angehört. Verbindet man F mit Q vermittels einer

Kurve C, so wird mindestens ein FunM von C zum Rande von T ge-

hören.

4. Satz. Stoßen ztvei Bereiche, ivelche keinen gemeinsamen Funkt

besitzen, längs einer oder mehrerer regulärer Kurven zusammen, so bil-

den die Funkte dieser Bereiche nebst den Funkten der Kurven (die

Endpunkie letzterer ausgenommen) einen Bereich T.

5. Satz. Haben zwei Bereiche T^ und T^ einen gemeinsamen

Funkt und ist jeder Bandpunkt von 1\ entweder ein Band- oder ein

äußerer Funkt von T^. so liegt T^ in 1\.

Zusatz. Haben T^ und T, einen gemeinsamen Funkt und fallen

alle ihre Baiidpunkte zusammen, so sind sie miteinander identisch.

Der Beweis dieser Sätze bietet keine Schwierigkeit und wird

dem Leser überlassen. Wir fügen noch als Aufgaben einige weitere

Sätze hinzu.

Aufgabe 1. Sei F ein Punkt eines Bereiches T und Q ein Punkt,

welcher nicht zu T gehfirt und auch kein Randpunkt von T ist. Man

*) Der Satz gilt auch für allgemeinere Kurven.

**j Man vergl. Jordan, Cours d'anahjse, Bd. 1, 2. Aufl., 1893, S. 24, § 3u.

Das AVort parfait wird daselbst im Sinne von nhfjeschlossen inicbt perfekt) ge-

braucht.

Für die allgemeinen Zwecke der Analysis hat Jordan den Begi-iif domainc

(S. 22) zu weit gefaßt, da er z. B. die Punkte des Kreises x' + //- ^ 1 nel>st

der Geraden x^l, << J/i'^l, sowie die aus den beiden Kreisen .»•- -j- //- <- 1,

{x — 2)* -f j/^ < 1 zusammengesetzte Menge mit einbegreift.
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zeige, daß es dann einen Randpunkt von T gibt, dessen Abstand von

Q weniger als derjenige des Punktes P von Q beträgt.

Aufgabe 2. Seien T^, T.^ zwei Bereiche ohne gemeinsamen Punkt.

Dann bildet die Gesamtheit ihrer Punkte keinen Bereich T.

Aufgabe 3. Haben zwei Bereiche T^, T,^ einen gemeinsamen

Punkt, so bildet die Menge aller Punkte, welche mindestens einem

(lieser Bereiche angehören, einen Bereich T. Die gemeinsamen Punkte

von Tj imd To bilden einen oder mehrere Bereiche.

Aufgabe 4. Man zeige, daß das Innere eines Kreises, dessen

Mittelpunkt ein gewöhnlicher Punkt oder eine Ecke einer einfachen

regulären Kurve ist, bei passender Einschränkung des Radius durch

die Kurve in zwei Kontinuen zerlegt wird.

§ 3. Darstellung eines Bereiches durch eine unendliche Keihe von
Teilbereichen.

Die Entwicklung einer Funktion in eine unendliche Reihe von

Funktionen findet ihr Analogon hier in dem folgenden

Fundamentalsatz. Sei ein heliehiger BereicJi T vorgelegt. Dann

läßt sich eine Beihe von Bereichen Tq, T^, • • angehen, ivelche ineinan-

der eingeschacldelt sind und T genau ausfüllen. Genauer ausgedrücld

Jiahen die Teilhereiche folgende Eigenschaften:

a) jeder innere und Bandpunkt von T^^ liegt sowohl in T als

in T„^i;

b) jedem PunJde P von T entspricht ein Wert von n, für ivelchen

P in T^, liegt.*)

Wir denken uns den Bereich T in arithmetischer Weise (diesen

Ausdruck im weitesten Sinne verstanden, vergleiche die Beispiele

des vorhergehenden Paragraphen) festgelegt; dann kann der Be-

reich T,^ durch eine endliche Anzahl von Ungleichungen bestimmt

werden.

Sei T zunächst endlich, und man fasse einen Punkt von T ins

Auge. Durch die Geraden

^ = 2^; y = ^7 »w, m = 0, ± 1, + 2, • •
•

werde die Ebene in ein Quadratennetz eingeteilt. Bei geeigneter

Wahl von n = n^ kann man dann erreichen, daß einige der Quadrate

Qiy Q2) ' ' '} Qi inklusive ihrer Ränder in T liegen und daß überdies

*) Der Bereich T„ entspricht der Summe s^ der ersten n Glieder der un-

endlichen Reihe, nicht dem einzelnen Gliede u^^ derselben.

I
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der Punkt im Innern oder auf dem Riiude eines derselben, welclies

wir f nennen wollen, liegt. Die Quadrate Qi, •

, Q^ bilden eine

endliche Anzahl zweidimensionaler Kontiiiueu, die nirgends überein-

ander greifen, die aber im allgemeinen gemeinsame Kandstücke be-

sitzen werden. Gehen wir vom Bereiche t aus und sehen wir zu, ob

ein zweites Quadrat Q^ längs einer ganzen Seite daran grenzt. Falls

es ein solches gibt, so werde dasselbe auf Grund des 4. Satzes von

§ 2 an diesen Bereich angefügt. Dadurch entsteht ein neuer Be-

reich fj, der ebenso wie / inklusive seines Kandes in 7' liegt und

über keines der übrigen Ji— 2 Quadrate hinübergreift. Am Bereiche /j

wird jetzt dieselbe Überlegung wieder angestellt und t^^ wird so wo-

möglich durch eines der /, — 2 übrig gebliebenen Quadrate zu einem

Bereiche fg ergänzt, welcher ähnlich beschaffen ist wie t und f^.

Wiederholt man diesen Schritt, so gelangt man schließlich zu

einem Bereiche T^, der sich aus den Quadraten Qi, •

, Q/, bezw. aus

einem Teil derselben zusammensetzt und nebst seinem Kaude (der in-

dessen in mehrere Stücke zerfallen sein kann) in T liegt. Dieser

Bereich bildet nun das erste Glied der Reihe. Wie man leicht erkennt,

ist er unabhängig von der Reihenfolge, in welcher die einzelnen

Quadrate angehängt werden, nicht aber von der Wahl des Punktes O.

Jedem Randpuukte P von T^ entspricht mindestens ein Randpunkt

von T, der höchstens um die Größe 2~''"°y2 von P absteht. Sei //^

die kleinste Entfernung von einem Punkte des Randes von T^ bis zu

einem Punkte des Randes von T (vergi. den 2. Satz von § 2). Dann

ist <J(^^2'"<'. Xach der 1. Aufgabe von § 2 steht jeder Punkt

des Bereiches T^ um mehr als A^ vom Rande des Bereiches T ab.

Wir wenden uns jetzt zur Herstellung des zweiten Bereiches Tj.

Indem wir die Einteilung der Ebene in Quadrate weiter fortsetzen,

wählen Avir n = n^ so, daß die Seiten der Quadrate des Xetzes kleiner

als \ ausfallen — es muß also 2-"'<.hi sein — und richten unser

Augenmerk auf die neuen Quadrate ^/, • • •
,

Q/.', welche in T, aber

nicht in P^ liegen. An jeden Raudpunkt von P^ muß dann mindestens

ein solches Quadrat stoßen, wie der Leser streng arithmetisch nach-

weisen kann. Und nun wird man, von P,, ausgehend, diesen Bereich

durch sukzessive Adjungierung von Quadraten Q' gerade so erweitern,

wie vorhin beim Bereiche t geschehen ist. Das Ergebnis wird ein

mit seinem Rande in P gelegener Bereich P^ sein, in welchem P„

nebst seinem Rande liegt und welcher ferner, analog wie 7'„, so be-

schaffen ist, daß jedem Randpunkte P von J\ mindestens ein Randpunkt

von P entspricht, der höchstens um die Größe 2'"^}/ 2 von P absteht.

Osgood, Funktionentheorie. I. •'
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Sei ferner \ die kleinste Entfernung von einem Punkte des Randes

von Tj bis zu einem Punkte des Randes von T. Dann wird man

einen Bereich T^ in ähnlicher Weise herstellen, wie soeben I\. Durch

fortgesetzte Wiederholung des Verfahrens entspi*ingt hiermit eine

unbegrenzte Folge von Bereichen Tq, T^, •
• , deren alle der Forde-

rung a) des Satzes entsprechen, und es erübrigt also nur noch zu

zeigen, daß auch der Forderung b) Genüge geleistet wird.

Dazu verbinde man mit P durch eine in T verlaufende Kurve

und bezeichne mit li die kleinste Entfernung von einem Punkte von C
bis zum Rande von T (vergl. § 2, 2. Satz). Nimmt man dann h so^

daß 2~"^]/2<A wird, so wird C ganz im Bereiche jT^ liegen. In

der Tat, würde C aus Tf. heraustreten, so müßte C nach dem

3. Satze von § 2 einen Randpunkt A von Tf, enthalten. Demnach

gäbe es einen Randpunkt von T, dessen Abstand von A höchstens

2~"A|/2 beträgt und somit kleiner als // wäre. Mit diesem Wider-

spruch schließt der Beweis des Satzes im Falle eines endlichen Be-

reiches T.

Erstreckt sich T dagegen ins Unendliche, so sieht man leicht,

wie die nötige Ercränzunsr zu bewerkstelligen ist. Man könnte etwa

eine Reihe konzentrischer Kreise mit dem gemeinsamen Mittelpunkte O
und den Radien li = 1,2, • • • nehmen und dann bei jedem Schritte

des Verfahrens alle solchen Quadrate Q, aber auch nur diese, in Be-

tracht ziehen, welche innerhalb des /c.''" Kreises liegen.

§ 4. Vorbereitungen zum Beweise des Hauptsatzes von § 6.

Die Anschauung zeigt, daß einfach gestaltete geschlossene Kurven,,

wie z. B. ein Kreis oder .ein Quadrat, die Ebene in zwei Teile, —
in ein inneres und in ein äußeres Gebiet, — zerlegen, und man
überträgt diesen Satz allgemein auf alle geschlossenen Kurven, sofern

sie sich selbst nicht überschneiden. Allein für die Polygone ist der

Satz schon nicht mehr anschaulich, denn mau kann sich ja nur von

einer äußerst beschränkten Klasse von Polygonen eine deutliche Vor-

stellung machen. In der Tat beruht der Satz selbst für die all-

gemeinen einfachen Polygone bloß auf einem Analogieschlüsse.

In der Analysis ist dieser Satz von grundlegender Bedeutung.

Für ihre Zwecke genügt es, ihn in folgendem Umfange auszusprechen:

Eine einfache rec/uläre geschlossene Kurve teilt die Ebene in zwei

Bereiche. Wir haben uns in diesem und den beiden folgenden Para-

graphen mit einem arithmetischen Beweise desselben zu beschäftigen,
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welcher von Hrn. L. D. Arnes herrührt und wegen Strenge und Ein-

fachheit wohl als befriedigend angesehen werden kann.*)

Definition der Strcclen. Unter einer Strecke 51 verstehen wir die

aus der regulären Kurve

•• t < t < f

bestehende Punktnienge
{
(x, y) ]

, der wir noch ein weiteres, geometrisch

dem Sinne der Strecke entsprechendes Merkmal beifügen, indem wir

zwischen den beiden Permutationen der Endpunkte A : {xq, iJq) und

B: {2\f j/i)
unterscheiden:

^ = [(-^'o; //o); (^'u //j] = [^; ^]-

Zwei Strecken % = [{xq,}/q), {x,, y,)] und "^V = [{x^', fJo) , l'-^\'. .Vi'/l

heißen einander gleicli, wenn

./'j Xq ^ x^ Xq , y/j //q
=

y/j ;?/q

*) Bisher war meines Wissens nur ein Beweis des Satzes bekannt, und
zwar derjenige des Hrn. Schoenflies : Göttinger Nachrichten^ 1896, S. 79;

der Satz wird daselbst nicht ganz in dem Umfange des Textes bewiesen. Hrn.

Schoenflies gebührtauch das Verdienst, die Notwendigkeit eines arithmetischen

Beweises für die Analysis zuerst hervorgehoben zu haben. An Einfachheit läßt

jedoch sein Beweis zu wünschen übrig. Um einen geometrisch so nahe liegenden

Satz arithmetisch zu begründen, bieten sich nämlich in der Regel mehrere

Wege dar. Schlägt mau einen bestimmten davon ein, so kann es einem leicht

begegnen, daß man bald in ein Gestrüpp von geometrischen Tatsachen gerät,

deren jede eine besondere Arithmetisiening erfordert, so daß man sich genötigt

sieht, den Angi-itf von einer andern Seite zu versuchen. Im vorliegenden Falle

führt der Weg, den Hr. Arnes gegangen ist, direkt zum Ziele; man vergleiche

Ames, Bull. Amer. Math. Soc. 2. Reihe, Bd. 10 (1904), S. 301, sowie Ainer.

Joarn. of Math., Bd. 27 (1905). Andere Beweise sind später von 6. A. Bliss, Bull.

Amer. Math. Soc, 2. Reihe, Bd. 10 (1904), S. .•J98 und von 0. Veblen, 7Vrt».s-

actions Amer. Math. Soc, Bd. 5 (1904), S. 365, sowie ebenda Bd. 6 (1905 1 ge-

geben worden. Der Veblensche Beweis ist ein geometrischer und berulit direkt

auf dem von Hm. Veblen in der zuerst genannten Abhandlung aufgestellten

Systeme von Axiomen der Geometrie. Indessen ziehen wir hier eine arith-

metische Behandlung deshalb vor, weil sich der Leser hierbei mit neuen Be-

griffen und Beweismethoden wenig zu plagen braucht, er gelangt mit seinen

analytisch definierten regulären Kurven und den ihm geläufigen Beweismethoden

bequemer zum Ziele.

Es sei noch auf die Untersuchungen von C. Jordan, Cours d'anahf.'<e,

Bd. 1, 2. Aufl., 1893, S. 90 verwiesen, wo der Satz, unter Annahme seiner

Richtigkeit für Polygone, allgemein für Jordansche Kurven (§ 1) begründet

wird. Jordan beweist hiermit mehr als die Funktioneutheorie gebraucht;

dagegen macht er Voraussetzungen, welche diese Theorie streng begründet

wissen will.

9*
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ist. Sie heißen einander entgegengesetzt gleich, wenn

x^ — Ao = — (^i — ^ö)i Vi — ?/o = —
C'/i'

—
?/o')

ist; in Zeichen: % = W resp. % = — %'. Es ist insbesondere

lA,B\ = -[_B,A-\.

Unter der Länge einer Strecke verstellt man die Entfernung

zwischen ihren Endpunkten:

Definition des WinlieU. Unter dem Winkel zwischen zwei Strecken

^ = [(*o; 2/0); (^n .'/i)J
und %' = [(V, :?/o'), K', 2/i'j] 7

in Zeichen*)
ö==<(9l,9l'),

versteht man jede Lösung der beiden simultanen Gleichungen**)

iix - % — i-h - ^0)

:

cos = X

(1)

wo

sin == X
^1 ^0 Ih ^0

ist. Doch greift man häufig bloß eine Lösung heraus und nennt

diese schlechtweg den Wert des Winkels. Bei dieser Definition

treten die beiden Strecken unsymmetrisch auf; vertauscht man sie,

so wechselt der Winkel sein Vorzeichen:

Zwei gleiche Strecken bilden denselben Winkel mit einer gegebenen

Strecke und den Winkel miteinander.

Vermöge der Funktionaleigenschaften der analytisch definierten

trigonometrischen Funktionen (vergl. ein späteres Kapitel) begründet

man für die also eingeführten Winkel die gewöhnlichen geometrischen

Eigenschaften, zum Beispiel:

^ (5(, ^) + <:(ß,^) = ^ (%, ii)

.

*) Haben die Strecken % = [A, B] und ''}i'=[A\B'\ die p]ndpunkte

Ä und A' gemein: A= A\ so wird auch d = <^ BAB' geschrieben.

**) Hierbei darf man sich selbstverständlich nicht auf die geometrische

Definition von sinö, cos 9 stützen. Wegen einer arithmetischen Definition

dieser Funktionen sehe man ein späteres Kapitel.
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Der vorstehenden DeHnitiun zufbltfe wirrl der von den Strecken

5(:

und

gebildete AVinkel = <Z {^ä, SC), falls der Parameter t so gewählt

ist, daß (xq, i/o) und (Xq, y^) den Parameterwerten ^^ resp.
<o'

ent-

sprechen, mittels der Koeffizienten a, />, usw. diircli die Formeln

ausgedrückt:

und hängt somit nur von den Koeffizienten von t, nicht von den

konstanten Termen ab.

Halhstrahlen. Unter einem Halhstrald versteht man die aus der

regulären Kurve

:

X = a^f -\- a.,
I

t(f ^ t <C oc resp. — oc <i t ^f^,

II
= \t+ h, j a,- + \''>0

bestehende Punktmenge
{
(x, i/)

J

. Durch den Anfang A = (Xq, y^)

und einen beliebigen zweiten Punkt (x^
, y^) des Halbstrahls wird

eine Strecke definiert, und alle derartigen Strecken bilden den Winkel

miteinander. Den Winkel zwischen zwei Halbstrahlen bezw. zwischen

einem Halbstrahl und einer Strecke definieren wir nun als denjenigen

Winkel, welcher entsteht, wenn man jeden der beteiligten Halb-

strahlen durch eine auf die soeben erklärte Weise ihm zugeordnete

Strecke ersetzt und den Winkel zwischen diesen Strecken nimmt.

Wie man sieht, wird der Winkel auch in diesem Falle durch die

Formeln \2\ cregeben, falls eine ähnliche Vereinbarung bezüglich der

Wahl der Parameter wieder getroö'en wird.

Insbesondere bildet die Strecke bezw. der Halbstrahl % mit der

positiven o;-Achse einen Winkel a, wo

(3) cos a = — ^
-

,
sin a = —=-—-- •

Ein Halbstrahl wird somit bestimmt durch den einen End])unkt

A: {Xq, y^} und den Winkel a, iS).
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Invariante Eificnschafien. In der Geometrie bedient man sich

a) einer starren Bewegung der Ebene in sich, b) einer Transfor-

mation von einem rechtwinkligen Koordinatensystem auf ein zweites

solches, wobei die Ordinatenachse gegen die Abszissenachse im neuen

System ebenso orientiert ist wie im alten. Beide Transformationen

drücken sich analytisch durch die Formeln aus:

(4)
-=-;»— ../s,„« + .,i.

// = X sin a -\-
II

cos « + ?/o J

Bei rein arithmetischen Betrachtungen handelt es sich allein um
diese Transformation. Durch Ausrechnung findet man nun, daß sich

die Länge einer Strecke, soirie die Winkel invariant gegenüber der

Transformation (4) verhalten.

§ 5. Fortsetzung: Ordnung eines Punktes; zwei Hilfssätze.

Wir führen jetzt einen für die folgenden Entwickelungen wich-

tijyen Begrriif ein, nämlich die Ordnung eines Punktes in Bezug auf

eine geschlossene Kurve C:

^' = f(f) , ?/ = 9' (^) >

wo fit) und (p(t) die primitive Periode a haben. Sei 0: (b?^,) eiu

beliebiger Punkt der Ebene, der nur nicht auf C liegt, und sei

P: (x, ij) ein Punkt von C. Dann ist der Winkel 0, welchen die

Strecke OP mit der positiven a?- Achse bildet, eine mehrdeutige

Funktion des Parameters i, deren Werte sich um Vielfache von 2;r

voneinander unterscheiden und zu eindeutigen stetigen Funktionen

zusammengefaßt werden können; vergl. 1. Kap., § lU. Verstehen

Avir unter 6 ( t) schlechtweg eine von diesen Funktionen und greifen

wir einen beliebigen Punkt P': t = t', von C heraus, so erhalten wir

d(t'-{-(D) = e(t') ^ 2n:i,

wo n eine ganze Zahl bedeutet. Diese Zahl definieren wir als die

Ordnung des Punktes in Bezug auf die Kurve C. Die Ordnung

hängt nicht von der Wahl des Punktes P' ab: denn die Diiferenz

e(t-\-(o) — o (t)

ist eine stetige Funktion von t, welche stets gleich einem Vielfachen

von 27C ist und für t = f den Wert 2n7i hat, darum behält sie

diesen Wert durchweg bei. Auch hängt die Ordnung, vom Vor-

zeichen abgesehen, nicht von der besonderen Wahl des Parameters t

ab. Wird nämlich t durch einen neuen Parameter
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ersetzt und nimmt i /ngleicli mit t zu re.<]). ab, ( vergl. § 1, Formel (4)),

so hat die Ordnung denselben bezw. den ejitgegengesetzten Wert.

Endlich kann man die positive .r-Achse durch jeden anderen llall)-

strahl der Ebene ersetzen, ohne die Ordnung des Punktes dadurch

zu ändern. Überhaupt ist die Ordnung invariant in Bezug auf jede

Transformation (4) des vorhergehenden Paragraphen.

1. Satz. Alle Punlde gleicher Ordminf/ ]tih/en einen oder melirere

JBereic/ie T.

Mit anderen Worten haben alle Punkte der Umgebung des

Punktes 0: (|q, tJq) gleiche Ordnung. Sei nämlich 0^: (1, r^) ein

zweiter Punkt dieser Umgebung und seien {() und 0^{t) die Winkel,

welche die Strecken OF bezw. O^F mit der positiven a;-Achse

bilden. Schreibt man die Formel hin, welche cos(öj — ö) als eine

Funktion von |, 7;, t darstellen, so erhellt sofort, daß

cos (öl
— 0)>

hleibt, sobald nur (|, rj) auf eine geeignete Umgebung des Punktes

(lo, i]^ beschränkt wird, was auch immer / für einen Wei't annehmen

möge. Daraus schließt man, daß die Funktion 0^(0 hei geeigneter

Wahl derselben sich von 0[t) um weniger als 71 2 unterscheidet.

Aus den Gleichungen

e[t+co)= d(t) +2n7i,

e,(f + oj) = d,{f)-i-2n,:i

folgt dann daß » = n^ ist, w. z. b. w.

2. Satz. Können zicei Funkte 0, 0' durcli eine die Kurve C
niclit treffende Kurve F miteinander verbunden werden, so hrdir» slr

dieselbe Ordnung.

Um den ersten dieser Punkte, 0, beschreibe man einen Kreis.

Nimmt man dessen Radius genügend klein, so haben seine sämt-

lichen Punkte nach dem 1. Satze dieselbe Ordnung wie 0. Sei y^,

die obere Grenze der Radien, für welche dies zutrifft, und bezeichne

man den entsprechenden Kreis mit Kq. Liegt der Punkt 0' nun schon

in A'y, so sind wir am Ziele. Sonst sei O^ der erste Punkt von F,

ir Avelchem F den Rand von Kq trifft. Dann haben alle Punkte

der Umgebung von 0^ dieselbe Ordnung wie 0^ selbst; diese Punkte

liegen aber zum Teil in 7i„ und deshalb hat 0, dieselbe Ordnung

wie 0.

Jetzt wiederhole man das Verfahren am Punkte 0^, indem man

den größten Kreis um ihn beschreibt, dessen innere Punkte dieselbe
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Ordnung wie 0^ haben. Ist damit der Punkt 0' noch immer nicht

erreicht, so fahre man in ähnlicher Weise fort. Nach einer endlichen

Anzahl von Schritten gelangt man so zum Punkte 0' oder aber es

stellt sich eine unbegrenzte Folge von Kreisen K^^, K^, • • • ein,

welche die ganze Kurve F inkl. des Endpunktes 0' nicht decken.

Man überzeugt sich leicht, daß der zweite Fall nicht eintreten kann,

und hiermit ist der Satz bewiesen.

Zusatz. Sei ä)i die Menge aller Punkte der Ebene, ivelehe eine

bestimmte Ordnung haben. Dann liegen die BandpunJite von 3R alle

auf C.

Wir wollen jetzt zwei Hilfssätze aufstellen, auf welche Hr. Am es

seinen Beweis des Hauptsatzes von § 6 stützt.

Erster Hilfssatz. Ist C eine geschlossene Kurve ''^) , die einen

Punlt A enthält, in dessen Umgebung C lediglich aus einem einfaclten

Boqen „ ,., ,^
r-. y = f\x)

besteht, wo f{x) eine im Intcrualle a<.x<^b
eindeutige stetige Funktion von x ist, so gibt

es in der Nähe von A Funkte, deren Ord-

nungen sich in Bezug auf C um 1 voneinander

unterscheiden.

Sei A: (a;^, y^ ein Punkt von F und

man nehme zwei Punkte B: {x^, ^^-f It) und

-^1 • (^07 ^0 — ^0 ^^ ^^^7 ^^ß ^ein Punkt der

Strecke {B, B^) mit Ausnahme von A auf C
liegt. Von den Punkten B und B^ aus lege man dann bezw. zwei

Strecken BF, B^F an einen veränderlichen Punkt F von C und führe

man die Winkel ^ . t^ t-, /, x . t» t.
Ö = -^ ABF, d^ -= ^ AB^ F

ein. Denken wir uns den Anfano; in den Punkt A verlegt, so ist

Fig. :J7

*) Für unsere Zwecke kommen nur einfache geschlossene reguläre Kurven
in Betracht. Doch gilt der Beweis ungeändert für Jordansche Kurven, welche
nur einen Bogen r der genannten Beschaffenheit besitzen.

Andererseits ist die Gültigkeit des Satzes nicht an eine besondere Wahl
der Koordinatenachsen gebunden. Kann man nämlich die Kurve C mittels der

Transformation (4), § 4 in eine Kurve C überführen, weiche einen Bogen r"

der bewußten Beschaffenheit besitzt:

r'

:

y' = f(x) ,

so gilt der Satz auch für C und den F' entsprechenden Bogen F. Denn die in

Betracht kommenden Winkel verhalten sich invariant gegenüber der Transfor-

mation (4).
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sinO = —
y

h-,j

Q

-ifY

cos =

Q' = X^ + (/'

sin öj =

/' + .'/

P.

p,2 = x2 + (A + y)2

cos ö^

Hieraus findet man, indem mau noch ^ = — 0^ einträgt:

sin i^' = 2lix
cos 1^' = /r — a;*— y-

ist,

Es handelt sich nnn um den BeAveis, daß

I

n — n^ =1

e{tA + (o) = ö(^.,) + 2«.-r,

d,{tA + CO) = O^Ha) + 271^% .

Sei ö(^^,) = Ö^^/^^) = 0, dann ist auch tl}{t.^ = 0, uud

i' (f'A + 03) = {fj -\-co) — 0^ {tj + «) = 2 (« — Wi) :;r .

Wir wollen die Wertänderungen vo)i t^, als Funktion von t betrachtet,

im Intervalle tj ^t ^ Ia + co verfolgen und zeigen, daß der Gesamt-

zuwachs %<{tA-\- b:>) — i)(t^^ entweder '2x oder — 2n; beträgt.

Den Punkten t des Intervalls ^.4 < ^ < ^i + d entsprechen bei

geeigneter Wahl von d Punkte P, welche alle entweder rechts oder

links von der Strecke (JB, BJ liegen und wofür also durchweg ent-

weder a; > oder .r < ist. Nehmen wir an, der erste Fall

liege vor. Dann wird im genannten Intervalle

< ^ (0

sein. Andererseits fasse man das Intervall (^i+«) — (J < ^ < (^.4+ «)

ins Auge. Seinen Punkten entsprechen Punkte P, wofür x <C0 ist

und demgemäß wird dort

t(t)<t Ha + a)=-2 {H — Uj) %

sein; denn ip(£) ist stetig, und sin ^^ ist hier negativ.

Wir wollen ferner zeigen, daß i^ (^) im Intervalle /.i<^<^i + w

keinen Wert annimmt, welcher ein ganzzahliges Vielfache von 2x

wäre. Dazu müßte nämlich erstens

sin t^ = , also x = ,

sodann auch . , , „ .,

cos i^' = 1 , also /r — //- = QQ^

sein. Nun liegt aber kein Punkt von C außer A auf der Strecke

{B, B^, folglich ist für die in Betracht kommenden Punkte // >li,

und der letzten Bedingung wird somit nicht genügt.
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Aus dieser ÜberleguDg geht uun hervor, daß für alle Werte

von t im Intervalle Ia < ^ < ^,4 + co

0<^'(()< 2:1

ist, während sich beim Grenzübergange ^ = (/j + toV i^'(^) dem

Werte nicht nähern kann und deshalb notgedrungen dem Werte

2-T zustreben muß. Mithin ist

^' (t^ + w) = 2 in — n^):x-=27i,

also ist lU = 1

Im Falle daß die dem Intervalle (a <i t <C ^.i + ö entsprechenden

Punkte P links von (B, B^) liegen, ergibt sich in ähnlicher Weise,

daß II — «^ = — 1 ist.

Zweiter Hilfssatz. Sei T ein heliebiger Bereich und sei

C: y = F{x), a£x£b

eine Kurve, tvelcJie höcltstens mit Ausnahme ihrer Endpunläe in T
liegt. Dahei soll die Funktion F(x) hezic. 0(j/) in ihrem Defitiitions-

intervaUe eindeutig und stetig sein.'*) Fallen nun beide Endpunlxte

von C mit Bandpunlden von T zusammen, so ivird T durch C höchstens

in zwei Bereiche zerlegt. Sonst bilden die Punlcte von T, iveJche nicht

auf C liegen, immer noch einen einzigen Bereich.
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von r aus T entstandene Menge mit T~. Dann besteht T~ offeiil)ar

aus einem oder mehreren Kontinuen. Seien A und li zwei Punkte

von T~ , welche nicht miteinander verbunden werden können, ohne

aus T' auszutreten. Wir wollen zeigen, daß dann ein beliebiger

dritter Punkt P von T~ entweder mit .1 oder mit B verbunden

werden kann. Zu dem Zwecke verbinde man zunächst A mit P durch

eine in T verlaufende Kurve

L: x==f{i), v=-(p(t), 0£t£l,
wobei t = dem Punkte A entspreche. Wird C von L getroffen

,

so seien t^ und /^ ^©r kleinste resp. der größte Wert von t, der

einem Schnittpunkte dieser Kurven entspricht:

Ferner verbinde man A mit B durch eine zweite in T verlaufende

Kurve L' und zeichne man wieder den ersten und den letzten Schnitt-

punkt derselben mit C auf: Q^ = (x^, y/); Q.2' = (x^', y^)- Alsdann

fasse man einen Bogen F von C ins Auge:

T: // = F{x\, a<a^x^ß<h,
welcher alle vier Punkte (^^, Q^, Q^, QJ im Innern enthält.*) Wegen
des 2. Satzes von § 2 wird dies ja stets möglich sein. Jetzt kann

man eine positive Größe li finden, derart daß sowohl der Bereich

T,: a<j:<ß, F(x)<p<F{x) + h

als auch der Bereich

T,: a<x<ß, Fix) - li < 1/ < F{x)

in T und somit auch in T~ liegt. Vermöge eines Teiles des Bogens

AQ^ von L wird dann A mit einem der Bereiche T^, T., durch eine

ganz in 2'~ verlaufende Kurve verbunden. Darum wird es notwendig

der andere dieser Bereiche sein, welcher durch einen Teil des Bogens

BQ2' von L' mit B verbunden wird, denn sonst könnten ja Ä und B
vermittels dieser beiden Bogen und einer dritten im betr. T, ver-

laufenden Kurve miteinander verbunden werden, ohne T~ zu verlassen.

Andererseits wird P durch einen Teil des Bogens P^, mit einem

der Bereiche J^, T.y verbunden, woraus denn folgt, daß P entweder

mit A oder mit B durch eine in T~ verlaufende Kurve verbunden

werden kann. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

*) Wir beschränken uns hier auf die erste Formel ij = i''ur), da die Eut-

wicklung im zweiten Falle x = $(//) parallel verläuft. Im übrigen genügt es,

den Satz bloß im ersten Falle zu beweisen, um darauf durch die Transfor-

mation (4) von §4: x = y , y = — x dem zweiten Fall gerecht zu werden.
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Um den Beweis des zweiten Teiles zu führen, nehmen wir au^

daß etwa das Ende x = h, y = F(h) von C in T liege, und kon-

struieren dann unter der Voraussetzung, daß es einen Punkt B gebe,

welcher mit A nicht verbunden werden könnte, wiederum die Punkte

(f)^
und Q.^. Sei

F: {i==F{x), a<Ccc^x^h

ein Bogen von C, w^elcher die Punkte {)^ und Q.^ enthält, und mau

stelle die Bereiche 7\, T.^ wie vorhin her. Darauf ergänze man die-

selben unter Benutzung des 4. Satzes von § 2 mittels des Halbkreises

h<x<h^ h , FQi) - yji^-{x-hf<ij<F (h) + |//?-{x- bf

zu einem einzigen Bereiche T, welcher übrigens bei eventueller

weiterer Beschränkung von // auch in T~ liegen wird. Daraus sieht

mau, daß beide Punkte A und B mit T verbunden werden können,

ohne T" zu verlassen, und hiermit ist der Satz bewiesen.

§ 6. Der Fundamentalsatz.

Wir sind jetzt in der Lage, den bereits in § 4 angekündigten

Hauptsatz zu beweisen, welchen wir in folgendem Umfange aus-

sprechen.

Hauptsatz. Fine einfache gescJdossene reguläre Kurve teilt die

Fbene in zaei Kontinuen , tvovon das eine im Fndlichen liegt, tvälirend

sich das cuidere ins unendliche erstreckt. Die Kurve bildet die volle

Begrenzung beider Bereiche.

Nach dem ersten Hilfssatze von § 5 zerfallen die Punkte der

Ebene in Bereiche mindestens zweier verschiedener (Ordnungen in
j|

Bezug auf die vorgelegte Kurve C. Demgemäß wird die Ebene durch

C mindestens in zwei verschiedene Bereiche zerlegt.

Andererseits schließt man vermöge des zweiten Hilfssatzes, daß

die Ebene durch C höchstens in zwei Bereiche zerfällt wird. Man
zerlege nämlich C nach dem Satze von § 1 in aufeinander folgende

Bogen (\, • •
• , (\, wovon sich jeder durch eine Gleichung von der

Gestalt „ . . ^ / X
ij = -t {x) resp. x = ^iy)

darstellen läßt. Aus der vollen Ebene, welche doch einen Bereich T
bildet, hebe man dann zuerst die Punkte von C\ heraus. Dadurch

wird die Ebene nicht zerstückelt. Hierauf hebe ma-n noch die Punkte

von C.J heraus, wodurch wieder keine Zerlegung eintritt; usw. Erst

der Bogen C^ stößt mit beiden Endpunkten an den Rand des vor-
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liergeheiuleii Bereiches und ruft somit eine Zerlegung höchstens in

zwei Bereiche hervor. Darum wird die Ebene durch (' in genan

zwei Kontinuen zerlegt.

Da endlich alle Raudpunkte dieser Bereiche nach § 4 auf ('

liegen, während die Xach barsch aft eines beliebigen Punktes von ('

wieder Punkte zweier verschiedener Ordnungen umfaßt, so ist der

Satz völlig bewiesen.

Die entfernten Punkte der Ebene haben ott'enbar die Ordiumö: <).

Demgemäß können wir das Äußere der Kurve (' als diejenige Punkt-

menge definieren, deren Punkte die Ordnung haben. Das Innere

besteht dann aus den Punkten von der Ordnung 1 resp. aus den-

ienigen von der Ordnung — 1.

Satz. Sei T ein endlicher Bereich, dessen Begrenzumf ron den

Piinlieii einer einfachen geschlossenen regulären Kurve C gehddet wird.

Dann fällt T mit dem Innern von C zusammen.

Denn die Punkte von T liegen innerhalb C, sonst würde es ja

möglich sein, einen Punkt von T mit einem entfernten Punkte der

Ebene zu verbinden, ohne C zu überschreiten. Demnach sind also alle

Bedingungen des Zusatzes zum 5. Satze von § 2 erfüllt, womit der

Beweis geliefert ist.

Aufgabe 1. Sei C, eine einfache nicht -ijeschlossene regfuläre

Kurve. Man zeige, daß (_\ durch eine zweite derartige Kurve C^ zu

einer einfachen geschlossenen regulären Kurve C ergänzt werden kann.

Aufgabe 2. Man zeig«, daß der Kurve C\ der 1. Aufgabe zwei

Bereiche T^, T~ zugeordnet werden können, welche keinen gemein-

samen Punkt haben und beide an C\ stoßen, derart daß die Umgebung
eines jeden Punktes von C^, die Endpunkte ausgenommen, ausschließ-

lich aus Punkten von Q, T^, T~ besteht, und zwar beteiligen sich

Punkte sowohl von T^ als von T~ an jeder solchen Umgebung.

Insbesondere können T^ und T~ so gewählt werden, daß jeder

Punkt dieser Bereiche von einem gehörigen Punkte von C\ um weniger

als die willkürlich vorgegebene positive Größe // absteht.

i; 7. Weitere Sätze aus der Analysis sicus.

An den Hauptsatz des vorhergehenden Paragraphen, sowie an

das zur Begründung desselben verwendete Verfahren knüpft sich

noch eine Reihe von Sätzen aus der Analysis situs. wovon wir einige

der wichtigsten in diesem Paragraphen betrachten wollen. Wir

schicken zunächst den folgenden Satz voraus.
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1. Satz. BesteJd der Rand eines Bereiches T znni Teil oder

(jcms aus einer einfachen geschlossenen regulären Kurve C und liegt ein

PunM von T in (außerhalb) (\ so liegt T ganz in (außerhaJh) (\

Der Satz folgt unmittelbar aus dem 5. Satze von § 2.

Unter einem lliirJ.hehrscJiniit versteht man eine einfache reguläre

geschlossene Kurve, vrelche in einem gegebenen Bereiche 7' gezogen

ist. Als QaerscJiniff bezeichnet man jede einfache Kurve, deren End-

punkte sich am Rande von T befinden, sonst aber in 7' liegt, und

wovon außerdem jeder an keinen Endpunkt stoßende Bogen regulär ist.

2. Satz. Ein EücMehrschnitt F zerlegt einen Bereich in zwei

Bereiche, wovon der eine in F, der andere außerhalb F liegt. Jeder

Punkt von F ist ein Bandpunht heider Bereiche.

Der erste und der letzte Teil des Satzes ist eine Verallgemeine-

rung des Hauptsatzes von § 6 und wird durch denselben Beweis be-

gründet. Der zweite Teil ergibt sich aus dem 1. Satze.

Aus den vorhergehenden Entwicklungen folgert man noch den

Zusatz. BesteJd T aus dem Innern einer einfacJien regulären

geschlossenen Kurve, so liegt das Innere eines BückheJtrSchnittes F in T,

das Äußere von T liegt außerhalb F, und die übrigen Punkte der

Ebene bilden einen Bereich, dessen Begrenzung aus F und dem Rande

von T besteht.

Die Randpunkte eines Bereiches resp. eine abgeschlossene Teil-

menge 9^ davon bilden ein einziges Randstück, wenn es keine ein-

fache reguläre geschlossene Kurve gibt, welche, ohne 9? zu treffen,

bloß einen Teil von üi im Innern enthält. Erstrecken sich insbe-

besondere mehrere Randkurven ins Unendliche, so werden diese hier-

nach stets nur als ein einziges Randstück gezählt. Ein Randstück,

welches aus mehr als einem Punkte besteht, ist übrigens eine per-

fekte Menge.

3. Satz. Hat der Bereich T zwei Randstück:e üt^ und Si.^,. sq

gibt es stets einen liückkehrschnitt F, welcher das eine Randstück im

Innern umfaßt, wältrend das andere außerhalb F liegt.

Sei /^. {i = 1, 2) die kleinste Entfernung von 9?^. zu einem Punkte

der übrigen Begrenzung von T (man vergleiche § 2, 2. Satz), und

sei h die kleinere der beiden Größen //j, li.^. Wir dürfen übrigens

annehmen, daß Üt^ im Endlichen liegt. Entwickelt man dann T in

Teilbereiche 1\ nach dem Satze von § 3 und nimmt man n = m
genügend groß, so wird T,^ zum Teil von einer einfachen regulären

geschlossenen Kurve J'^ begrenzt, derart daß die Punkte von F^ um

nicht mehr als y.Y^l von der Menge Ü^^ abstehen, wo % = '2 "'" die
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Seitenlänge der zuletzt herangezogenen Quadrate bedeutet, wie aus

dem Beweise des genannten Satzes, § 3, hervorgeht.*!

Die also erhaltene Kurve F^ liefert den in Aussicht gestellten

Rückkehrschnitt F. Nach dem 2. Satze liegt nämlich 7\^^ entweder

außerhalb oder in F^. Im ersten Falle liegt 9t^ in ^^, denn jedes

Quadrat der letzten Einteilung, welche an F^ stößt, ohne zu 'J\^^ zu

gehören, enthält einen Punkt von Ü^i im Innern oder auf seinem

Rande und liegt überdies in F^. Andererseits liegt aber ^2 «"ßer-

halb r*! , denn sonst würde man auf Punkte von T„j schließen können,

welche in Pj lägen.

Der Fall, wo T^^ in F^ liegt, läßt sich in ähnlicher Weise be-

handeln und hiermit ist der Satz bewiesen.

4. Satz. Eit( Querschnitt, dessen Endpntikte in ein und demselben

llandstüclie liegen, zerlegt den Bereich in zwei BereicJie. Liegen da-

gegen seine Endpunlde in zivei verschiedenen Bandstüclen, so zerfällt

der Bereich niclit.

]\lan teile den Querschnitt zunächst in drei Bogen AB, BC,
CD, wo A und D am Rande liegen, während sich BC in der Ge-

stalt y = F{x) resp. x= ^ijj) darstellen läßt. Im übrigen sollen B
und C gewöhnliche Punkte des Querschnitts, also keine Ecken sein.

Sind AB und CB beide regulär, so zerlegen sie den Bereich nicht;

vergl. den 2. Hilfssatz, § 5. Im anderen Falle ist eine weitere Über-

legung nötig.**) Hebt man nun noch den Bogen BC fort, so zerfällt

der Bereich nach jenem Hilfssatze höchstens in zwei Teile. Sei

M: (Xq, y^ ein Punkt des Bogens BC, welch letzterer in der Gestalt

ij = F(x) darstellbar sei, und seien M^: (.'o^^o+ ^O ^^^ ^^^2- '/^o>.'/o— ^0

zwei benachbarte Punkte von T. Ist soeben bei der Forthebung von

BC keine Zerstückelung von T eingetreten, so kann man jetzt il/j

mit 31^ durch eine Kurve verbinden, welche in T verläuft und den

*i Dazu srenüfft nämlich, in so zu bestimmen, daß /. kleiner als — —
21/'

2

ausfällt und daß es im übrigen überhaupt einen Randpunkt von 2]^^ gibt, dessen

Entfernung von fR^ v. nicht überschreitet.

**) Man hebe nämlich den Bogen AB aus T heraus und betrachte irgend

zwei Punkte P und Q der also resultierenden Menge. Diese Punkte verbinde

man durch eine in T verlaufende Kurve C. Schneidet C den Bogen AB. so

sei AB' ein Teilbogen desselben, der von C nicht getrotlen wird. Jetzt fange

man wieder von vorne an und hebe aus T bloß die Punkte von AB! heraus.

Dann liegen P und Q jedenfalls noch in einem Kontinuum. Dieses wird aber

nie zerstückelt, wenn der Bogen B'B nach Art des Vorganges beim Beweise

des Hauptsatzes von § G in Teilbogen zerlegt wird und diese der Keihe nach

fortgehoben werden.
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Querschnitt nicht trifft. Aus dieser Kurve nebst der Strecke ilf, 31^

läßt sich sodaun ein Rückkehrschnitt zusammensetzen, welcher die

Punkte Ä und B voneinander trennt. Das verstößt aber gegen die

Voraussetzung, daß Ä und B zu einem einzigen Randstücke gehören.

Um jetzt den zweiten Teil des Satzes darzutun, beginnen wir

wieder mit der Forthebung der Bogen AB und CJD, wodurch ein

Bereich T~ entsteht. Darauf konstruieren wir in T~ einen Rückkehr-

schnitt r, der BC und somit auch den vorgelegten Querschnitt nur

in einem einzigen Punkte N trifft. Einen derartigen Rückkehrschnitt

erhält man, indem mau den Bereich T~ in Teilbereiche T~ ent-

wickelt (vergl. § 3) und eine Randkurve Fr eines geeignet gewählten

T~ nimmt. In der Tat o^ehören die Bogen AB und CD zu zwei

verschiedenen Randstücken von T~, wovon auch das eine, das wir

^~ nennen wollen und dem übrigens der Bogen AB angehören möge,

im Endlichen liegt. Bestimmt man nun r~ in ähnlicher Weise wie

vorhin beim Beweise des 3. Satzes F^ festgelegt wurde, so erkennt

man, daß r~ außerdem noch so genommen werden kann, wie in

Aussicht gestellt wurde. Des weiteren wird die Umgebung von N
durch BC in zwei Bereiche zerlegt, (vergl. § 2, 4. Aufgabe), wovon

der eine einen Punkt X^, der andere einen Punkt AT, mit F gemein

hat. Diese Punkte werden nun einerseits durch einen den Querschnitt

nicht treffenden Bogen von F miteinander verbunden. Andererseits

läßt sich ein beliebiger Punkt von T~ entweder mit N^ oder mit A^g

verbinden, wie aus dem Beweise des 2. Hilfssatzes hervorgeht. Hier-

mit ist der Beweis geliefert.

Unter einem einfacJi zusammenhängenden Bereiclie versteht man ein

Kontinuum, welches nach Ausführung eines beliebigen Querschnitts

zerfällt.*) Man zeigt leicht, daß jedes def beiden Stücke, in welche

ein solcher Bereich zerlegt wird, wieder einfach zusammenhängt. Aus

den vorhergehenden Entwicklungen folgert man ohne Schwierigkeit

nachstehende Sätze.

5. Satz. Damit ein herandcter Bereich T ^ einfach zusammen-

hänge, ist nottvendig und hinreichend, daß der Rand nur aus einem

einzigen Stücle hestehe, oder auch, tvas auf dasselbe hinauslomtnt , daß

einer der beiden Teile, in welche ein beliebiger Bückliehrschnitt den

Bereich zerlegt, nur aus PimMen i^on T bestelte.

6. Satz. Ist T ein Bereich, dessen Band aus n Stüchen besteht,

so läßt sich T durch Ausführung von n — 1 Querschnitten in einen

I

Dazu reclinet man außerdem die volle Ebene.
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einfach zusannnviiliätigcndcn Bereich vencfoidrln und givar kann man
einerseits niennds n/eJir als n — 1 Querschnitte zielten, ohne T zu, zer-

stiicliein, n-ährend T andererseits niemals durch weniger als n —

1

Querschnitte zu einem einfach zusammenhängenden Bereich ivird.

Definition. Ein Bereich T heißt n-fach zusammenhäni/md,

wenn er durch Ausführung von n — l Querschnitten in einen einfach

zusammenhängenden verwandelt "werden kann. Dafür ist notwendig

und hinreichend, daß dessen Rand aus n Stücken bestehe.

7. Satz. Sind n einfache reguläre geschlossene Kurven gegeben,

derart daß jede derselben außerhalb aller anderen liegt, so bilden die

Punlde der Ebenen, welche gleichzeitig außerhcdb aller der Kurven

liegen, einen n-fach zusammenhängenden Bereich.

Sind n — 1 solche Kurven gegeben und liegen sie ebenfalls außer-

halb einander, jedoch innerhcdb einer r^'*"', so begrenzen alle n Kurven

zusammengenommen einen endlichen n-fach zusammenhängenden Bereich.

§ 8. Innere Normale und Integration in positivem Sinne über
den Rand eines Bereiches.

Unter der Tangente und der Normale einer regulären Kurve

C: x==f{t), y = (p(t)

in einem gewöhnlichen Punkte Xq = fifo), 1/0= cpito) verstehen wir

die Gerade

/'(^o) (y-Po) = ^'(Q (^-^0)
resp.

^'(ßo) Oj-!Jo) + f'iQ i^-^o) = 0-

Sei T ein Bereich, dessen Begrenzung zum Teil oder ganz aus

einer einfachen regulären geschlossenen Kurve C besteht, wobei sich

übrigens in der Nähe keines Punktes derselben zu C nicht gehörige

Randpunkte von T befinden dürfen. Als innere Normale in einem

gewöhnlichen Punkte P von C bezeichnen wir dann denjenigeu von P
ausgehenden Halbstrahl n, welcher mit der Normale zusammenfällt

und zunächst in den Bereich T tritt. Sei v der Winkel, welchen n

mit der positiven a;-Achse bildet und sei r = »' — n 2 . Denjenigen

Halbstrahl, der von P ausgeht und den Winkel r mit der positiven

rc-Achse bildet, nennen wir die positive Tangente im Punkte P. Er

liegt in der Tangente in diesem Punkte. Ferner ist

sf'it) . tcp'jt)

cos r = '.
—'.z : , sm r = -,

wo s, je nach der Wahl des Parameters t, den Wert 1 oder — 1 hat.

Osgood, Funktionentheorie. I. 10



146 I, ö. Mengenlehre.

Wird dagegen eine einfache reguläre geschlossene Kurve C nicht

als Raudkurve eines Bereiches angesehen, (vergl. 4. Kap., § 1), so

betrachte man das Innere T diesei- Kurve. Unter der positiven

Tangente der vorgelegten C versteht man dann, im Anschluß au den

a. a. 0. erklärten Begriff des positiven Sinnes von C, die positive

Tangente von C, als Hand von T aufgefaßt.

Satz. Hat £ in einein Punkte vcn C den Wert 1, so hat s in

jedem Funlde von C diesen Wert.

Der Satz ist gleichbedeutend mit folgendem: ])ie Ebene der

Analysis ist keine Doppeltläelic

Wir setzen voraus, daß T im innern von (' liegt. Der Beweis

für den anderen Fall verläuft diesem parallel.

Sei P: {Xq, y^ ein gewöhnlicher Punkt von C. Man nehme

die innere Normale und die positive Tangeute zur positiven ij'- resp.

:r'-Achse eines neuen Koordinatensystems. Arithmetisch heißt das,

daß man die Transformation von § 4 ausübt:

\x = X cos To — .?/' sin r^ + x^^,

\y = x sin r^ + y cos r^ + /y^,

und dann die transformierte Kurve

C: x^f,{t), y'=<p,it)

ins Auge faßt. Die Ordnung des Innern von C" ist bekanntlich gleich

der Ordnung des Innern von C und werde s genannt. Der Beweis

wird nun geliefert, indem wir feststellen, daß

cos To = ^
' --^—:- , Sm T„ = ^^ ^~^'^'—

vntor-^f'ihy' yf'(to)'+f>{hy

ist. In der Tat ergibt sich aus (1):

( /"(O = /i'(0 cosTo— (pi(t) siuTo,

l
<p\f) = fi(ß) sin To + <jPi'(0 <^os To,

(3) /"(0^^+ ^'(/'=^=/;'(0'+ 9'i'(0'> '»•

Im übrigen ist

(4) 9;/(g = (i, also t\(iof>0.

Andererseits seien B: (x =--(), y =li) und B^: {x'=0, y = — h)

zwei Punkte der Umgebung von P. Dann hat B^, als äußerer Punkt

von T, die Ordnung 0. Dagegen wird der innere Punkt B, wie man

aus dem Beweisverfahren des 1. Hilfssatzes von § 5 erkennt, die

Ordnung 1 haben, falls ./;' in der Nähe von P zugleich mit t wächst;

i'2)



<j !S. Innen' Xormale u. Integration in po.sit. Sinne üb. d. Hiunl cint»^ Hfi-t-ichcH. 147

im anderen Falle hat B die Ordnung — 1. Deingeniiiß wird

uleichzeitig entweder
.; ..'

= 1,

- - l

= 1.
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Satz. Sei S ein von einer oder mehreren einfachen regulären ge-

schlossenen Kurven begrenzter Bereich und seien S^, S.2 die beiden Be-

reiche, in welche S durch einen bestimmten regidären Querschnitt F
zerlegt wird. Dann ist •

J^Pdx + Qdy =fPdx + Qd;f +fpdx + Qdy,
'<

'fi V,

ivobei die Integrale je in positivem Sinne resp. über C, C\, Co erstreckt

rverden.

Seien C", C" die beiden Teile, in welche C durch die Endpunkte

von r zerlegt wird, so daß sich 6\ aus C und F, Cg aus C" und V
zusammensetzt. In jedem gewöhnlichen Punkte von C fällt die innere

Normale des Bereiches S^ mit der innern Normale von S zusammen

und darum liefert C denselben Beitrag zum ersten Avie zum zweiten

Integrale. Ebenso liefert C" denselben Beitrag zum ersten wie zum

dritten Integrale. Dacregen bildet die innere Normale von S. in

einem Punkte von T den Winkel -x mit der innern Normale von S^

im selbto Punkte, was zur Folge hat, daß der von V herrührende

Beitrag zum zweiten Integral entgegengesetzt gleich dem entsprechen-

den Beitrag zum dritten Integral ist.

§ 9. Zerlegung eines regulären Bereiches in Teilbereiche von

normalem Typus.

Unter einem regulären Bereiche verstehen wir einen zweidimen-

sionalen Bereich, dessen Rand aus einer endlichen Anzahl geschlossener

oder nicht sreschlossener regulärer Kurven besteht, welche sich höchstens

in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden. Wir wollen in

diesem Paragraphen einen arithmetischen Beweis für eine gewisse

Zerlegung eines regulären Bereiches geben, deren man sich bei der

Ableitung einer Reihe von grundlegenden Sätzen der Analysis bedient.

Es handelt sich namentlich um die Arithmetisierung des Bereiches

der unabhäugicren Veränderlichen in der Integralrechnung und der

Funktionentheorie.

Definition eines Bereiches 6. Unter einem Bereich <5 ver-

stehen wir zunächst ein Kontinuum, welches aus den Punkten ix, y)

besteht, wofür ^ , . ,. . .
' < a: < a , fp(x)<V <f [x)

ist. Hierbei sollen f{x)j 9^{^') ^^ Intervalle O^x^a eindeutige,

stetige Funktionen von x sein, welche auch innerhalb des Inter-

valls der Ungleichung genügen:

<p(x)< /(:>:).
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Für unsere Zwecke sind es insbosoiulere Bereiche 6 von dreierlei

Typen, die in Betracht kommen. Dabei hat cp{x) eine ausnahmslos

stetige xVbleitung ini abgeschlossenen Intervalle ^x ^a, während

f\x) höchstens mit Ausnahme eines einzigen Punktes desselben, wo
die vorwärts mit der rückwärts genommenen Ableitung*) nicht über-

einstimmt, ebenfalls eine stetige Ableitung besitzt.

Typus I: q)(x) = 0; vergleiche auch Fig. 32.
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innerhalb des Intervalls 0<,x^Ji<Co nicht beständig negativ bleibt,

wie klein auch immer Ji angenommen werden möge.

Hierauf erweitern wir die Definition des Bereiches 6, so daß sie

jedes Koutinuum umfaßt, welches durch eine oder mehrere der fol-

genden Transformationen aus einem der soeben definierten Bereiche ö

hervorgeht :

a) eine Parallelverschiebung;

b) eine Drehung um den Winkel tc 2-

c) eine Spiegelung in der a- Achse.

Arithmetisch wird der neue Bereich 6 mittels einer der Transfor-

mationen definiert:

y — ik- v!h \y — yo = n^',

wobei i^x, y) ein beliebiger Punkt des neuen Bereiches 6, {x\ y") den

entsprechenden Punkt eines der vorhin definierten Bereiche g' be-

deutet, während die Koeffizienten f, r^ unabhängig voneinander den

Wert oder 1 annehmen.

Wir wenden uns jetzt zu der in Aussicht genommenen Zer-

legung, welche durcli nachstehenden Satz genau präzisiert wird.

Theorem, l^in endlicher regulärer BereicJi läßt sich in eine

endliche Anzahl von Bereichen 6 zerlegen.

Um das Wesentliche an dem Beweise hervortreten zu lassen,

wollen wir zuvörderst voraussetzen, daß der Rand von S lediglich

aus einfachen geschlossenen Kurven ohne Ecken bestehe. Hierbei

wird man bereits mit Bereichen 6 von Typus I auskommen.*) Man

teile die Ebene mittels der Geraden

die Gerade y = l.r auch von einer, sowie von beiden Kurven unendlich oft

getroffen werden.

Im übrigen geschah die Fallunterscheidung Typus II. III deshalb, weil

man Ecken und gewöhnliche Spitzen schon mit Hilfe von Bereichen von Typus I

und II erledigen kann. Will man indessen Schnabel- und allgemeinere Spitzen

von vornherein in Betracht ziehen, (wobei der Bereich S als innerhalb der Spitze

liegend vorausgesetzt wird,) so empfiehlt e» sich an Stelle der obigen Typen

II, III bloß den einen neuen Typus 11':

f{0) = cpiO) = 0; qp'(0)^O,

treten zu lassen.

*) Ich bin mir nicht darüber klar geworden, olj es ratsam ist, bei der

T'ormulierung dieses Satzes Ecken überhaupt zuzulassen, denn bei den An-

wendungen kann man den Fall von Ecken stets nachträglich durch eine leichte

Überlegung erledigen. Verzichtet man auf Ecken, so hat man keine Bereiche

von Typus II und III nötig.
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X = V m , n 0, ±1; ±l^

in ein Quadrateuuetz ein. Hier soll die natiirliolie Zahl /t zunächst

so groß genommen werden, daß einige der Quadrate inklusive ihrer

Ränder innerhalb S liegen. Solche werden zu den betreffenden Be-

reichen 6 gerechnet.

Und nun wollen wir

zeigen, daß ^ so ge-

wählt werden kann,

daß auch die übri-

gen Quadrate, welche

einen Punkt mit S
gemein haben , zu

Bereichen 6 Anlaß

geben, indem diese

in zwei Klassen zer-

fallen, und zwar

a) in Quadrate,

deren Rand von C
nur in zwei Punkten getroffen wird und welche überdies durch den

entsprechenden Bogen von C in zwei Bereiche a geteilt werden, wovon

dann der eine in S liegt;

b) in Quadratenpaare, ein Rechteck bildend, welches ebenso wie

das einzelne Quadrat des Falles a) durch C in zwei Bereiche ö zer-

legt wird.

Um einen beliebigen Punkt P einer Randkurve

0: x = f{t), y^cp(t)
.

kann man einen Kreis beschreiben, welcher einen P enthaltenden

Bogen derart abgrenzt, daß die Schwankung von t, wo

Fig. 42.

cos T sm T
vrwTV^ity vfity+ q>' (tr-

ist, in den Punkten desselben die Größe 7c/6 nicht überschreitet:

Ferner soll der Kreis außer diesem Bogen keinen weiteren Randpunkt

von S in seinem Innern oder auf seinem Rande enthalten. Es ist

klar, daß jeder kleinere Kreis um P derselben Eigenschaften teil-

haftig wird. Sei q die obere Grenze der Radien solcher Kreise, welche

den vorstehenden Bedinsnnsen ßfenüo-en. Ferner sei U die untere
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Grenze dieser Werte q für den ganzen Rand von S. Daß li > i) ist,

beweist man in wolil bekannter Weise.

Jetzt wollen wir /u. so annehmen, daß die Diagonale eines Quadrats

des Netzes kleiner als Ji/2 ausfällt,

damit ein Quadrat, welches einen Randpunkt P im Innern oder auf

seiner Grenze enthält, nebst den acht anstoßenden Quadraten inner-

halb eines um P beschriebenen Kreises von geeignetem Radius //' < h

liegen wird.

Der einfachste Fall ist nun der, daß der Rand von S keine

Seite eines Quadrats in mehr als einem Punkte trifft.*) Dann zer-

fällt jedes Quadrat, welches einen Punkt von C im Innern enthält,

in zwei Bereiche 6, welch letztere keinen Randpunkt von S im Innern

umfassen. Nach dem 5. Satze von § 2 liegt dann einer dieser Be-

reiche in S, der andere außerhalb >S'. Hiermit ist der Satz für diesen

Fall bewiesen.

Indem wir uns jetzt zum allgemeineren Falle hinwenden^ wobei

der Rand immer noch aus einfachen geschlossenen regulären Kurven

ohne Ecken bestehen soll, welche sich gegenseitig nicht treffen, zeichnen

wir zuerst alle Punkte von C auf, in welchen C parallel zur .r- Achse

verläuft. Sei P ein solcher Punkt und sei

das Quadrat (oder wenigstens ein Quadrat), welchem P als innerer

oder Randpunkt angehört. Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem

C eine zur x- Achse parallele Seite von Q trifft oder nicht. Im ersten

Falle ziehen wir das von Q und dem anderen an diese Seite stoßenden

Quadrate gebildete Rechteck 'Si in Betracht. Wie man leicht erkennt,

wird C dann keine der zur aJ-Achse parallelen Seiten von ^l treffen.

Die beiden anderen Seiten schneidet C je in einem Punkte. Im

zweiten Falle nehmen wir zum Rechteck üt eben das Quadrat Q selbst.

In beiden Fällen wird also 9? in zwei Bereiche zerlegt, wovon der

eine in S liegt und zu den vom Satze verlangten Bereichen ö ge-

rechnet wird.

*) Dies würde beispielsweise nicht der Fall sein, wenn C durch den Anfang

ginge und sonst in der Umgebung dieses Punktes aus der Kurve 'y = x^sml/x
bestände. Andererseits liegt dieser Fall stets vor, wenn die Randkurven außer-

dem analytisch sind, sofern man das Quadratennetz nötigenfalls einer geeigneten

ParallelVerschiebung unterzieht.
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Jetzt ziehe mau einen zweiten, dem Innern des soeben Ijeuutzten

Rechtecks Üt nicht angehörigen Punkt in Betracht, in welchem (^

l)arallel zur ,r- Achse verläuft, und stelle man dieselbe Überlegung

wieder an. Das dabei benutzte neue Kechteck 9i' wird keinen Punkt

mit dem früheren 9i gemein haben. Denn sonst hätten 9i und >H'

ein Quadrat gemein, welches dann im luiieni oder auf seinem Rande

Punkte von zwei getrejinten Bogen des Randes (' enthielte, und das

geht eben nicht an.

Man wiederhole das Verfahren, so lange noch Punkte vorhanden

sind, in welchen <" parallel zur ic-Achse verläuft. Nachdem dann

diese alle erschöpft sind, ziehe man die Punkte heran, in welchen C
parallel zur y-Achse verläuft, und verfahre mit diesen in ähnlicher

Weise. Hierdurch entsteht eine zweite Reihe voii Bereichen f?, die

jedenfalls nicht übereinander greifen. Daß sie aber auch nicht mit

den früheren Bereichen o in Kollision geraten, geht daraus hervor,

daß r hier einen Wert hat, Avofür cotr] ^ l/]/"^ ist, während ja

bei den anderen Bereiche]! tanT|^l/|/3 war.

Jetzt bleibt nur noch eine endliche Anzahl von Randbogen übrig,

welche auch nirgends parallel zu einer Koordinatenachse sind. Folglich

wird jedes Quadrat, in welches einer dieser Bogen eintritt, dadurch

in zwei Bereiche 6 zerlegt, wovon der eine in S liegt und deshalb

mit aufgenommen wird. Endlich kann es noch Quadrate geben,

welche nur eine Ecke mit C gemeinsam haben, sonst aber in »S liegen,

und sich bisher an keinem Bereich 6 beteiligt haben. An ein solches

Quadrat stoßen stets zwei Bereiche 6. Einen davon wollen wir bevor-

zugen, indem wir aus ihm und dem genannten Quadrate einen neuen

Bereich g herstellen, durch welchen wir dann diesen Bereich a

ersetzen.

Hiermit ist der Beweis des Satzes in dem in xVussicht genommenen

Umfancre erbracht. Die anijewandten Bereiche 6 bestehen aus inneren

Quadraten nebst Kontinuen von Typus I, Fig. 39. Die obere Grenze

der Entfernung zwischen zwei Punkten eines Bereiches 6 beträgt

weniger als ]/5/2". Endlich macheu wir noch auf folgendes auf-

merksam. Will man u durch einen größeren ganzzahligen Wert er-

setzen, so läßt sich die neue Einteilung dadurch bewerkstelligen, daß

jeder der obigen Bereiche für sich in leicht ersichtlicher Weise in

kleinere Bereiche 6 zerlegt wird.

Der Erweiterung des Beweises auf den Fall, daß Ecken zu

gelassen werden, sowie daß C zum Teil aus nicht geschlossenen

Kurven be.steht, stehen keine Schwierigkeiten im Wege. Die Um
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gebung einer gewöhnlichen Ecke kann in Bereiche vom I. oder

II. Typus zerlegt werden, für eine Schnabelspitze hat man dagegen

noch den III. Typus nötig, falls S innerhalb des Schnabels liegt.

§ 10. Zusammenstellung eines einfach zusammenliängenden

Bereiches aus Teilbereichen von normalem Typus.

Nach dem Satze von § 3 kann ein Bereich T in eine unendliche

Reihe von Teilbereichen entwickelt werden, wovon ein jeder aus einer

endlichen Anzahl von Quadraten besteht. Damals Avurde jedoch nicht

gezeigt, daß, im Falle T einfach zusammenhängt, die Teilbereiche T^

stets als einfach zusammenhängende gewählt werden können.*) An

das Resultat des vorhergehenden Paragraphen anknüpfend wollen wir

jetzt zeigen, daß ein einfach zusammenhängender Bereich *S' durch

eine endliche Reihe dargestellt Avei-den kann, deren einzelne Glieder

je aus einem Bereich 6 bestehen, während die Summe der ersten

n Glieder derselben stets einen einfach zusammenhängenden Bereich

bildet. Wir sprechen den Satz, wie folgt, aus:

Satz. Ist S ein endlicher Bereich, ivelcher von einer einzigen

einfachen regulären geschlossenen Kurve**) begrenzt ist, und sind

<?!,••• <?A' die Bereiche 6 ,
in welche sich S nach dem Satze von § 9

zerlegen läßt, so existiert eine Reihe einfach zusammenhängender Be-

reiche 5\, • • • Sx, irovon der erste S^^ mit 6^ und der letzte Sx mit S

zusammenfällt und icelche im übrigen so heschaffen sind, daß S^ aus

^k-i (f^i'^ch Hinzufügung von 6^ entsteht.

Wir wollen zuerst voraussetzen, daß der Bereich 6^ an den Rand

von S stößt. Seien 6.2, • 6 die weiteren Bereiche a, welche eben-

falls an diesen Rand stoßen. Dann zerfällt der Rand von 6^(i=l,2,---i))

in zwei Bogen, wovon der eine zum Rande von ;S' gehört, während

der andere einen Querschnitt von S bildet. Außerdem stößt (?,. an

<?^._j und (X,^i, aber an keinen weiteren dieser Bereiche. Um nun

von Sx auf S^-x herabzusteigen, heben wir a.^ aus S heraus. Da

nämlich derjenige Randbogen von 6c^, welcher nicht zum Rande von S

gehört, einen Querschnitt von S bildet, so wird S nach dem 4. Satze

von 8 7 durch denselben in zwei einfach zusammenhängende Bereiche

*) Ob dieser Beweis ohne Heranziehung der Sätze von §§ 4— 7 gelingt,

mag dahingestellt bleiben. Unter Benützung dieser Sätze kann der Beweis jeden-

falls leicht geführt werden.
**) Der Satz gilt allgemein für einen beliebigen endlichen regulären ein-

fach zusammenhängenden Bereich, wie aus den nachstehenden Entwicklungen

hervorgeht.
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zerlegt, wovon der eine aus a.,, der andere, *S'a-_i, aus den A" — 1

übrigen Bereichen 6 besteht. Wiederholt man das Verfahren, indem

man der Reihe nach (?.,, 6^ forthebt, so erhält mau sukzessive die

weiteren Bereiche Ny-o, • • • Sy^p + i, welche, ebenso wie ^S.v-i, alle

einfach zusammenhängen.

Bei der Ausführung des nächsten Schrittes, nämlich bei der

Forthebung eines Bereiches (J^ + i, kann es indessen vorkommen, daß

der Bereich S^-^j, zerfällt. Wir wollen aber zeigen, daß diesem Übel-

stande durch passende Wahl von 6^^^ stets vorgebeugt werden kann.

In der Tat wird »S\v_p + i einen Punkt (x, y) umfassen, wofür mindestens

einer der folgenden vier Fälle eintritt, sofern nicht gerade X= p ist:

a) X ist größer als das x irgend eines Punktes von 6^,

b) X „ kleiner „ ,,
x „ „ „ „ a„

c) y „ größer „ „ // „ „ „ „ 6^,

d) y „ kleiner „ ,, y „ „ „ ,, 6^.

Nehmen wir an, Fall al liege vor. Sei dann X der größte Wert

von X, welcher einem Randpunkte von Sjy-p + i entspricht. Sodann

sei Y der größte Wert von y, welcher einem der Randpunkte (X, y)

entspricht. Hiermit erhält man einen Punkt (X, 1') des Randes von

Sy-p + i, in welchem zwei Seiten eines quadratförmigen, >S,v_p + i an-

gehörigen Bereiches 6 zusammenstoßen, welche überdies zum Randp

von Sy-p + i gehören. Eine weitere Seite resp. die beiden übrigen

Seiten dieses Bereiches bilden dann einen Querschnitt von .S'.y-p + i.

Infolgedessen wird »SV-ju + i durch Forthebung dieses Bereiches nicht

zerstückelt, und hiermit hat man einen solchen Bereich (J^ + i erlangt,

wie man ihn sucht.

Durch Wiederholung dieser Überlegung vermeidet man jedesmal

eine etwaige Zerstückelung des jeweiligen Bereiches .S'^. und gelangt

somit schließlich zum Bereiche S^ = 6^.

Wir haben vorausgesetzt, daß 6^ an den Rand von S stößt. Ist

das nicht der Fall, so seien (?/, 6./, a' die Bereiche, welche an

den Rand von *S' stoßen, und man hebe zunächst der Reihe nach

diese Bereiche fort. Alsdann zeigt man genau so wie vorhin, daß

man stets einen weiteren von 6^ verschiedenen Bereich ö forthebeu

kann, ohne den jeweiligen Bereich aS';;. zu zerstückeln. Hiermit ist

der Satz bewiesen.

Für allcreraeine endliehe einfach zusammenhänfreude Bereiche läßt

sich jetzt im Anschluß an den soeben bewiesenen Satz da.s ThtMU-.-ui

von § 3, wie folgt, ergänzen.
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Zusatz. Sei T ein heliebiger endliclier einfach zusammenhänycnder

Bereich, und sei A ein Pmikt von T. Bann läßt sich eine unemUiche

Folge einfach zusammenhängender, den Piinli Ä im Innern enthaltender

Bereiche T„ angehen, ivdclie folgendermaßen beschaffen sind:

a) T„ liegt inld. seines Bandes in T;

b) 2\^i geht aus T,^ hervor, indem ein Quadrat zu T„ hinzu-

gefügt wird; dabei braucht die Diagonale dieses Quadrats, sowie der

größte Burchmesser von 2\ eine vorgegebene positive Größe h nicht zu

überschreiten; im übrigen darf T^ als Quadrat getvählt iverden:

c) jeder vorgegebene Punlä von T, sowie jeder vorgegebene Be-

reich T , welcher inldusive seines Bandes in T liegt, ivird eventuell von

einem T^, und daher uucli von allen späteren T„, n^m, umfaßt.

Hiermit gestattet auch der Satz B. vom 4. Kapitel, § 3 eine

Erweiterung, indem man jetzt an Stelle des Bereiches S einen be-

liebigen einfach zusammenhängenden Bereich T treten läßt. Dabei

wird man von der Stetigkeit der Funktionen P und Q am Rande

von T absehen und ebenfalls darauf verzichten, die Funktion F(x.y)

am Rande zu definieren.

In ähnlicher Weise kann mau den Satz von Kap. 1, § 10 über

mehrdeutige Funktionen auf Funktionen zweier Argumente ausdehnen:

hl jedem Punlde eines einfach zusammenhängenden Bereiches T
sei eine mehrdeutige Funliion z = f(x,y) definiert, und zwar so, daß

ihre Werte in der Umgebung eines beliebigen PunJdes von T zu ein-

deutigen stetigen FunJctionen zusammengefaßt iverden Vönnen, derart daß

jedes dieser Umgehung zugehörige Tripel (x, y, zj an einer und nur

an einer letzterer Fiinhlionen teilnimmt. Im übrigen soll eine jede

dieser Funldionen in der ganzen gemeinten Umgebung definiert sein.

Bann wird eine ähnliche Zusammenfassung auch im Großen für den

vollen Bereich T möglich sein.

§ 11. Über abzählbare und nicht-abzahlbare Mengen.

In diesem Paragraphen wollen wir eine Eigenschaft der Mengen

besprechen, kraft deren die unendlichen Mengen in zwei Klassen zer-

fallen, derart daß die einen, namentlich die abzählbaren Mengen, in

mancher Hinsicht eine ähnliche Rolle in der Analysis spielen, wie

die endlichen Mengen, während die anderen, die nicht-abzählbaren

Mengen von diesen durch eine Kluft geschieden sind, deren genaue

Umrisse zwar nicht zu erkennen sind, deren Tiefe man sich aber wohl

bewußt ist.
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Unter einer ahzäldharcn Mcnffc [ s \
von Geigenstunden s versteht

man eine Menge, deren Elemente den natürlichen Zahlen 1,2, •••

in ein-eindeutiger Weise zugeordnet werden können. P^in einfaches

Beispiel hiervon bieten die Doppel-, sowie allgemein die mehrfachen

Reihen. Eine solche werde durch das Schema gegeben:

Diese läßt sich bekanntlich in eine einfache Reihe verwandeln,

indem man etwa in der Weise summiert, wie durch die Pfeile an-

gedeutet ist. Dementsprechend wird man auf die einfach unendliche

Folge geführt:

^'ll> "l2 7 ''i'l7 ^'l3; ^'22 >
;

deren Elemente schon durch ihren Platz in der Folge den natürlichen

Zahlen zugeordnet werden können.

1. Satz. Die aus zwei (und somit aus m) abzahlbaren Meyigen

zusammengesetzte 3Ienge ist ivieder abzäJdbar.

Die aus einer ahzäldbaren Menge ahzäldbarer Mengen zusammen-

gesetzte Menge Jcann ebenfalls abgezählt iverden.

Die Richtigkeit des ersten Teils des Satzes erkennt mau sofort.

Zum Beweise des zweiten Teils genügt es, an das soeben besprochene

Beispiel anzuknüpfen und die vorgelegten Mengen in der Gestalt

eines zweidimensionalen Schemas anzuschreiben. Insbesondere dürfen

offenbar einio^e der Menden endlich sein.

2. Satz. Greift man aus einer ahzäidharcn Menge eine unendlicJn'

Teilmenge lieraus, so ist letztere stets abzahlbar.

3. Satz. Die rationalen Zahlen bilden eine abzählbare Menge. '')

Die positiven darunter lassen sich in der Gestalt nachstehenden

zweidimensionalen Schemas anschreiben:

JL
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Diese sind also nach dem 1. Satze abzahlbar. Darnach bilden auch

die negativen rationalen Zahlen inkl. eine abzählbare Menge, und

aus diesen beiden Mengen setzt sich wieder eine abzählbare Menge

zusammen. Man kann aber auch leicht die negativen rationalen

Zahlen inkl. in das obige Schema direkt einschalten.

Nach dem 2. Satze bilden nun die echten Brüche ebenfalls

eine abzählbare Menge.

Aufgabe, unter einem rationnlen Piinltp der Ebene (oder all-

gemeiner eines «-dimensionalen Raumesj versteht man einen solchen,

dessen Koordinaten sämtlich rationale Zahlen sind. Man zeige, daß

diese Punkte eine abzählbare Menge bilden.

Bcf/riff der Mächticfkeit. Zwei endliche Mengen
{
s ] und [ <?

}

stehen stets in einer, abei- auch nur in einer der drei Bezieliungen

zueinander: , ,
, ,

b) \s]>[<5],

je nachdem im Falle a) jedem Element von [s] ein Element von [ö]

zugeordnet werden kann, ohne {(?} zu erschöpfen, mit einer ähnlichen

Erklärung für bi und c). Hierbei ist der Umstand wesentlich, daß,

wenn bei einer besonderen Zuordnung der Elemente etwa Fall aj

eintritt, danp jede andere Zuordnung Fall a) gleichfalls herbeiführt.

Bei unendlicheii Mengen bleibt dieser Satz nicht erhalten. In der Tat

bilden beispielsweise die positiven geraden Zahlen

1.4}: 2, 4, 6, 8, ...

eine Teilmenge der Menge aller natürlichen Zahlen

• 7^
'

•
1 •? 3 4 • •iYj,. 1, -, .j, ±,

und stehen somit zu diesen in der Beziehung

\Ä\ <{B].

Andererseits kann man eine Teilmenge von [A],

[C]: 4, 8, 12, 16, •••

der Menge \B\ ein-eindeutig zuordnen, wodurch nun die Beziehung

u} > m
erzielt wird. Und ebenso leicht kann man auch die Beziehung

\A\ = \B]
herstellen.

Es drängt sich jetzt die Frage auf, ob die am vorstehenden Bei-

spiele erläuterte Eigenschaft zweier abzählbaren Mengen, bei zweck-
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iiiäßiL!:er Zuordnung ihrer P]lemente der Reihe nach in aUe drei

Beziehungen a), b), c) zueinander gebracht werden zu können, sich

allgemein auf zwei beliebige unendliche Mengen überträgt. Daß dem
nicht so ist, besagt der Satz, daß es in der Tat Mengen {(?} o-ibt,

welche zur Menge {s} der natürlichen Zahlen nur in der Beziehung a)

stehen können. Eine solche Menge heißt nicJit-abzäläbdr. Zum P]xistenz-

beweis für derartige Mengen möge der folgende Satz dienen.

4. Satz. Dir MoKjc [x] der rpellcn Zfdtlm ist i/icht-abziildlffr.

Gesetzt, dem wäre nicht so. Dann müßte auch insbesondere

die Teilmenge < .'• < 1 abzählbar sein. Man stelle die >»'*" Zahl ./;„

dieser Menge durch einen Dezimalbruch dar:*)

^ (")
f.

(") ^ (")

^n 10 ' 10-^ ^ 10- ^ ^'1 2 '-S

Jetzt vermag man eine Zahl x der Menge anzugeben, die mit keiner

Zahl x^ zusammenfällt. Dazu })raucht man nur den Dezimalbruch

hinzuschreiben:

''';/^i /'2 /'s
' ' '

y

wobei die Ziffern y^ so gewählt sind, daß

ist, und daß die y^. überdies nicht schließlich in lauter Nullen aus-

arten.**) Dann unterscheidet sich diese Zahl yiyoy---- von jeder

Zahl x^. Aus diesem Widerspruch folgt der Satz.

Der vorstehende Beweis ist dem C an torschen Beweise für die

Existenz nicht-algebraischer Zahlen nachgebildet. Man zeigt nämlich,

daß auch die reellen (und somit sämtliche) algebraischen Zahlen ab-

zählbar sind. Dazu schreibt man die algebraische Gleichung in der

Form hin:

a^x" ^ a,x"-' -T-
- . . -f .^„= 0, ^^0 > ^^,

wo die Koeffizienten ganzzahlij^e Werte haben, und setzt

a^+ \((,
+••• + !«„! + w = iNr.

Alsdann entspricht jeder natürlichen Zahl 3' > 1 nur eine endliche

Anzahl algebraischer (ileichungen. während andererseits jede beliebige

algebraische Gleichung mit o-anzzahliuen Koeffizienten einmal in dieser

*) Diese Darstellung kann in besondereii Fällen aufliöreu, eindeutig zu

sein, da beispielsweise 0,6999 • • • ^ 0.7 ist. Um dem vorzubeugen, verein l.ar.'n

wir, uns nur unendlicher Dezimalbrüche zu bedienen.

** Man setze etwa '/„ = ö. falls '-|"^
=t=

5 ist; sonst sei -/ = 4.
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Reihe auftritt. Demgemäß ordnen sich, den sukzessiven Werten von N
entsprechend, die algebraischen Irrationalitäten in ein zweidimensionales

Schema ein, dessen Zeilen je aus einer endlichen Anzahl von Ele-

menten bestehen, und hiermit ist die Abzählbarkeit dieser Zahlen er-

wiesen. Daß es nun nicht-algebraische Zahlen gibt, hat Cantor

nach der soeben beim Beweise des 4. Satzes benutzten Methode

dargetan.

Cantor hat ferner ffezeist, daß zwei Kontinuen verschiedener

Ordnungen, etwa eine gerade Strecke und ein (Quadrat, ein-eiudeutig

aufeinander bezogen werden können (vergl. unten, 6. Satz). Die

Abbildung kann aber keine stetige sein. Darnach dürfte Peano wohl

bis an die Grenze der Möglichkeit vorgedrungen sein, als er zeigte,

daß die Punkte (x, y) eines Quadrats mittels zweier eindeutiger

stetiger Funktionen

x = f{t), y = (p(t), 0£i<l
dargestellt werden können. Dabei werden jedoch gewisse Punkte

des Quadrats mehrmals erhalten, so daß also die Abbildung nicht

eindeutig umkehrbar ist.

Zwei unendliche Mengen [s\, {ö} besitzen nach Cantor die-

selbe Mächtigheit, wenn sie in die Beziehung c) zueinander ge-

setzt werden können, d. h. wenn sich ihre Elemente einander ein-

eindeutig zuordnen lassen. Die Menge
{

ö ]
hat eine hölwre Mäch-

iigleit als [s], wenn die Beziehung a), nicht aber die Beziehungen

b), c) zwischen ihnen hergestellt werden kann. Alsdann hat {s) eine

niedrif/cre Mächtigkeit als {(?}. Hiernach haben alle abzählbaren

Mengen unter sich, sowie alle Räume unter sich gleiche Mächtigkeit,

aber die erste dieser beiden Mächtigkeiten ist eine niedrigere, als

die zweite.

Ein Hauptsatz. Um in einem gegebenen Falle den Nachweis

zu führen, daß zwei vorgelegte Mengen gleiche Mächtigkeit besitzen,

ist es meist umständlich, die Elemente derselben tatsächlich in die

Beziehung c) zueinander zu bringen.*) Hier führt der folgende Satz

viel rascher zum Ziele.

5. Satz. Sind {s) und [o] irgend zwei Mengen, welche sich

sowohl in die Besiehung a) als auch in die Beziehung b) zueinander

bringen lassen, so haben sie gleiche Mächtiglceit.

*) Auf diese Weise ist zum Beispiel der Beweis zuerst von Cantor ge-

führt worden, daß sich ein Quadrat auf eine gerade Strecke ein-eindeutig ab-

bilden läßt.
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Ein Beweis des Satzes ist von F. Bernstein in Cantors
Seminar gegeben und von Borel in äußerst einfacher P'orin ver-

öflfentlicht worden.*) Wir wollen jetzt einige Anwendungen dieses

Satzes kennen lernen.

G. Satz. Die Fläche eines Quadrats läßt sich ein-eimkutiff axf

eine Strecl-e ahhilden.

Sei

(.r,//}: 0<a;<l, < ?/ < 1

die erste und

[l]'- 0<^<1
die zweite Punktmenge. Dann erhält man erstens die Beziehung

indem man etwa dem Punkte ^ den Punkt (|, >) zuordnet. Zweitens sei

a:; = 0,^1 Ko«, • • •, y = 0,ßiß.2ß.i ,

wo beide Dezimalbrüche unendlich sind, ein beliebicjer Punkt von

{
X, y ] . Dann ordne man diesem Punkte den Punkt von [h,\:

zu. Daß man auf diese Weise nur einen Teil von
[ | } erhält, sieht

man schon an dem einen Beispiel, daß dem Punkte

l = 0,707070 • • •

kein Punkt von { {x, y) ] entspricht. Hiernach ist

\{x,y)]<{i],

und damit sind die Voraussetzungen des 5. Satzes alle erfüllt.

Der vorstehende Beweis kann ohne weiteres auf den »-dimen-

sionalen Würfel übertragen werden. Hiei-mit ist auch dargetan, daß

alle Räume gleiche Mächtigkeit haben.**)

7. Satz. Die Menge aller Fmiktionen besitzt eine höhere Mäch-

tiyleit als das Kontimoon.

Es genügt offenbar schon, den Satz bloß für solche Funktionen

'ZU beweisen, welche im Intervalle < :r < 1 ausnahmslos definiert

sind. Diese Funktionen haben ja mindestens die Mächtigkeit des

Kontinuums, da sie die Konstanten, f[x) = const., umfassen. Nehmen

*) Borel, Le^ons sur la theorie des foitctlons, 1898. p. 104.

**) Auch das Kontinuum von abzahlbar imendlich vielen Dimensionen hat

nur die Mächtigkeit des linearen Kontinuums. Vergl. Schoenflies a. a. 0. S. 24.

Osgood, Funktionentheorie. I. 11
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wir also an, sie haben dieselbe Mächtigkeit wie das Kontimuim 0<^<1.
Dann entspricht jeder Funktion ein einziger Wert von § und um-

gekehrt. Diese Zuordnung werde durch die Bezeichnung

zum Ausdruck gebracht. Jetzt fasse man die Funktion

9'(^)=/:.(^:) + i

ins Auge. Sie gehört zur betreibenden Menge und muß also mit

h'{^)y ö<b'<l> identisch sein. Im Punkte x = l' ist aber

Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit des Satzes.

Cantor hat allgemein bewiesen, daß eine beliebige Menge stets

zu einer zweiten Menge höherer Mächtigkeit Anlaß gibt.

Im Gegensatze zu dem soeben erhaltenen Resultate beweisen wir

jetzt den

8. Satz. Die Ilenf/e aller stetigen Fnnldionen liat dieselbe Mäch-

tigJceit als das Kontinuum.

Indem wir wieder an den 5. Satz anknüpfen, konstatieren wir

zuerst, daß eine Teilmenge von {f(x)), nämlich die Konstanten,

fix) = C,

dieselbe Mächtigkeit als das Kontinuum hat. Es handelt sich also

jetzt nur noch um den Beweis, daß eine Teilmenge des Kontinuums

dieselbe Mächtigkeit als [f{oc)\ hat. Dabei legen wir die Eigen-

schaft einer stetigen Funktion zu Grunde, in jedem Punkte ihres

Definitionsbereichs bekannt zu sein, sobald ihre Werte in den rationalen

Punkten desselben (also in den Punkten einer im Definitionsbereiche

überall dichten Menge) gegeben sind.

Um das Wesentliche an dem Beweise deutlicher hervortreten zu

lassen, wollen wir uns zunächst auf solche stetige Funktionen be-

schränken, welche für alle Werte des Arguments definiert sind. Ferner

dürfen wir noch voraussetzen, daß der Wert der Funktion zwischen

und 1 liegt, da dies ja durch die ein- eindeutige Transformation

F{x) = Y H arc tan f{x)

stets zu erzielen ist. Dem 3. Satze entsprechend numerieren wir

nun die rationalen Werte von x und schreiben dann den Wert y^
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der Funktion in jedem dieser Punkte .i\, als unendlichen Dezimal-

hruch hin:

Alsdann fasse man diese Brüche als zweidimensionales Schema auf

und ordne man demselben etwa die durch schräge Zusammenfassung

der Ziffern definierte Zahl 7a\:

Hiermit ist jeder der in Betracht gezogenen stetigen Funktionen eine

Zahl zugeordnet und zwar so, daß zwei verschiedenen Funktionen

getrennte Zahlen entsprechen. Daß man andererseits dadurch nui-

einen Teil der Zahlen erhält, ist ja evident.

Es bleibt nur noch übrig, den zweiten Teil des Beweises auf

den gesamten Vorrat der stetigen Funktionen auszudehnen. Sei also

f{x) im beschränkten Intervalle (a, h) stetig. Dann kann man dieser

Funktion eine für alle Werte von x definierte Funktion ^{x) auf-

folgende Weise zuordnen. Da, wo f(x) definiert ist, sei q)(x) = f{x)

Ist f[x) im Punkte x = a stetig, so sei

9? {x) = f{a) +1, — oo <ix <a.

Ist f{x) dagegen im Punkte x = a nicht definiert, so sei

cp{x) ^ \, — oc <x ^a,

wofern nicht zufällig \imf{x) = — j sein sollte-, in dem Falle sei

x = a

q)(x)^^. In ähnlicher Weise erkläre man cpix) für Werte von x,

die größer als die zum Intervalle gehörigen sind. Wie man sieht,

gibt eine Funktion f{x), die im Intervalle a <x <b stetig ist und

auch in beiden Endpunkten Grenzwerten zustrebt, Anlaß zu vier ver-

schiedenen Funktionen (p(^x), je nachdem die Funktion in den End-

punkten des Intervalls erklärt wird oder nicht. Jetzt ersetze man

jede stetige Funktion, die nicht für alle Werte des Arguments erklärt

ist, durch die zugehörige Funktion (f{x), die au.snahmslos definiert

ist, und verfahre dann mit der neuen Funktioneumenge genau so

wie früher mit der besonderen Teilmenge, welche wir herausgrifien.

Hiermit ist die nötige Ergänzung erbracht.

11"



164 I, 5. Mengenlehre.

§ 12. Über den Inhalt von Punktmengen.

Im Anschluß an den elementaren geometrischen Begriff des

Flächen- bezw. Rauminhalts wird der Inhalt einer im Endlichen ge-

leg-enen Punktmeno-e folcrendermaßen deliniert. Wir fangren mit einer

in einem Räume von einer Dimension 11^, also auf einer Geraden

belegenen Menge an und teilen diese Gerade in Intervalle von gleicher

Länge 2"* ein. Seien s^ und Sg. die Summen derjenigen Intervalle,

welche lediglich aus Punkten der Menge bestehen bezw. mindestens

einen Punkt der Menge umfassen. Dabei ist es gleichgültig, ob man

diese Intervalle als abgeschlossen ansehen will oder nicht. Hier-

nach ist

Läßt man /. jetzt wachsen, so nimmt S/. {S^) niemals ab (zu), während

andererseits für alle Werte von /,•

ist. Dem 1. Theorem von Kap. 1, § 7 gemäß streben also .s^. und Sf.

Grenzwerten zu:

und zwar ist

lim s^. = / , lim Sk = I*
,

/- < r. I

Diese Größen wollen wir nun bezw. als den inneren und den äußeren

Inhalt der Menge bezeichnen. Ist insbesondere I~ = I^ = I, so

spricht man schlechtweg vom Inlialt I der Menge. Man weist leicht

nach, daß sich dieselben Größen I~ , I^ einstellen, wenn man an Stelle

der obigen irgend welche andere gleichmäßig gegen abnehmende

Intervalle treten läßt.

Bei der Definition des Inhalts einer im Ä, belegenen Menge ent-

spricht der Einteilung der Geraden in Intervalle eine Einteilung der

Ebene in ein Quadratennetz, und ähnlich im Falle einer Menge

des B^.

Eine 'besondere PunJdmenge. Bei einer Reihe analytischer Unter-

suchungen erweist sich eine gewisse Punktmenge als nützlich*),

welche wir hiermit konstruieren wollen. Sei < A ^ 1 eine beliebige

Konstante.

*) Es ist dies ein besonderer Fall einer von Harnack aufgestellten Punkt-

menge. Die beigeiugte Figur ist nur scheniatisch gezeichnet. Die wirklichen

Längen der Intervalle wiederzugreben, ist nicht tunlich.



§ V2. Über den Inhalt von Punktnifu^Mii. l(\r)

Erster Schritt. In der Mitte des Intervalls ^x ^ \ trajrr

man ein erstes Unterintervall (1) von der Länge

auf.

(3J (2) <3) (I) (.)) (2i (3)

Fig. 43.

Zweiter Schritt. In der Mitte eines jeden der beiden hiermit

leer gebliebenen Endintervallc trage man ein Unterintei-vall (2)

von der Länge Z, auf, derart daß die Gesamtlänge der Intervalle

(1) und (2)

wird.

«-ter Schritt. In der Mitte eines jeden der bisher leer gebliebenen

Intervalle zeichne man ein ünterintervall («) von der Länge /„ auf,

derart daß die' Gesamtlänge der Intervalle (1), • • •, (n)

beträgt.

Läßt man n jetzt unbegrenzt wachsen und faßt man die Endpunkte

der Intervalle (1), (2), • • • ins Auge, so gewinnt man dadurch eine

Punktmenge 31, welche offenbar abzählbar und in keinem Intervalle

dicht ist. Aus letzterem Grunde ist ihr innerer Inhalt gleich 0.

xlus M wollen wir noch eine zweite Menge 9)? erzeugen, indem

wir zu 31 alle nicht in 31 enthaltenen Häufungsstellen von 31 hinzu-

fügen. Die Menge 9}i ist ebenfalls in keinem Intervalle dicht und

hat also auch den inneren Inhalt 0, sie ist augenscheinlich perfekt.*)

Was den äußeren Inhalt sowohl von 31 als von SDJ anbetrifft,

so ergänzt dieser offenbar den inneren Inhalt der aus den Punkten

der Intervalle (1), (2), • • • bestehenden Menge zum Inhalt des Inter-

valls ^x ^1, also zu 1. Andererseits erkennt man, daß der

innere Inhalt dieser letzten Menge den Wert l hat. 3Iii}iin hat ihr

äußere Inhalt soicold von 31 als von SDi den Wert 1 — A.

In Tl haben wir also ein Beispiel einer perfekten, in keinem

Intervalle dichten Mensfe, deren äußerer Inhalt mit dem iimeren Inhalt

nicht übereinstimmt. Ferner bilden die inneren Punkte der Intervalle

(1), (2), • • eine aus einer Reihe von Kontinuen bestehende Punkt-

*i Es ist ein Satz der Mengenlehre, daß eine perfekte Menge niemals

abzählbar sein kann.
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menge, deren äußerer Inhalt mit dem inneren nicht übereinstimmt,

sobald mau A < 1 nimmt.

Eine zu 97? analoge Menge der Ebene erhält man, indem man
in jedem Punkte von 9J? ein Lot von der Länge 1 auf der Geraden

errichtet. Liegen die Lote alle an derselben Seite der die Menge SO?

tragenden Geraden, so bilden sie eine in keinem zweidimensionalen

Bereiche dichte perfekte Menge vom äußeren Inhalt A und vom

inneren Inhalt 0. Im übrigen sei noch an die Jordanschen Kurven

erinnert, deren äußerer Inhalt positiv ist. Eine derartige einfache

geschlossene Kurve grenzt ein Teil der Ebene ein, dessen äußerer

mit seinem inneren Inhalt nicht übereinstimmt.

Zum Schluß wollen wir noch einen Satz erwähnen, dessen Beweis

dem Leser nicht schwer fallen wird.

Satz. Eine unendliche Menge in einer Ebene gelegener zwei-

dimensionaler (oder allgemein in einem jB„ gelegener n-dimensionaler)

Kontinuen ist stets ahzählbar.

§ 13. Eine an die Menge 31 sich anseliließencle Funktion.

An die Menge M, § 12, anknüpfend wollen wir eine Funktion

fix), wie folgt, definieren. Seien

(1)

a (-'

\),

(2)

a (")
a.-,

(n)

bezw. die Mittelpunkte der Intervalle (1), (2), • • • (n). Die Funktion

fix) wird nun zunächst der Reihe nach für die Punkte dieser Inter-

valle erklärt. Sei ^i eine beliebige positive Konstante. Sodann

y

>

Fig. 44.
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1) sei x ein innerer oder Endpunkt des Intervalls (1); diinn soll

sein;

2) sei X ein innerer oder Endpunkt des ersten resp. zweiten der

beiden Intervalle (2); dann soll

f(x) = ,aa/-^ im ersten Falle,

f{x) = ^a.2^'' „ zweiten „

sein;

n) sei X ein innerer oder Endpunkt des /r'"" der Intervalle («);

dann soll

/•(a;) = a«,(")

sein.

Hiermit ist f(x) bereits in allen Punkten von M und {(>^)} er-

klärt. Ist nun x' ein Punkt, in dem f(x) noch nicht erklärt ist,

also ein Punkt von 'SR, der zu 31 nicht gehört, so weist man leicht

nach, daß f{x) sich einem Grenzwerte nähert, Avenn x, ohne die

Punkte von 31 und
{
(n) } zu verlassen, dem Werte x' zustrebt. Durch

diesen Grenzwert soll f(x) im Punkte x' erklärt werden.

Die nunmehr im Intervalle 0^a:^l ausnahmslos erklärte Funktion

f[x) verhält sich, wie man noch nachträglich beweist, ausnahmslos

stetig und monoton, und nimmt ferner um die positive Größe ju zu:

/(0) = o, f(r)==^.

Trotzdem hat sie im allgemeinen eine verschwindende Ableitung,

f"{x) = 0. Dabei bilden die Ausnahmepunkte eine Menge d)l vom

äußern Inhalt 1 — A, also insbesondere, falls A = 1 gewählt wird,

vom Inhalt 0, Wird dagegen A < 1 genommen, so bleibt der

Diiferenzenquotieut

Ax

im ganzen Intervall < a; < 1 endlich.



Zweiter Abschnitt.

Grimdlagen der allgemeinen Theorie der Funktionen einer

komplexen Größe.

Einleitung.

über das komplexe ZaMensystem.

Wir setzen die reellen Zahlen als bekannt voraus mid führen

die komplexen Zahlen als Größenpaare ein, indem wir je zwei reellen

Zahlen a, h ein neues Gedankending, — ein Element einer unend-

lichen Menge, — zuordnen und dasselbe zugleich mit («, V) be-

zeichnen. Geometrisch können wir diese neuen Zahlen^ wie wir jene

Elemente nennen wollen, durch die Punkte einer Ebene oder auch

als in einer Ebene gelegene Vektoren deuten. Im ersten Falle wird

die komplexe Zahl [ci, h) durch den Punkt vorgestellt, dessen Koordi-

naten X = a und y = h sind; im zweiten entspricht ihr eine Strecke

oder ein Vektor*), dessen Anfang ein beliebiger Punkt [Xq, i/q) der

Ebene ist und dessen Endpunkt in {Xq-\- a, Xq-\- h) liegt.

Zwei komplexe Zahlen (a, h) und (c, cI) werden nur dann als

(jleich erklärt, wenn sie miteinander identisch sind; in Zeichen

wenn
a = c und h = d.

Geometrisch fallen die entsprechenden Punkte zusammen bezw. sind

die entsprechenden Vektoren einander gleich.

Unter einer Verknüpfung zweier komplexer Zahlen versteht man
ein Verfahren, wonach auf Grund eines willkürlichen Gesetzes zwei

*) Wegen der Definition eines Vektors vergl. das 5. Kap., § 4. Für die

vorliegenden Zwecke muß zu den daselbst erklärten eigentlichen Vektoren noch
der uneigentliche Vektor hinzutreten.
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vorgelegte Zableu eine dritte Zahl eiinleutig bestimmen. Dieses Gesetz

liegt ganz in nnsern Händen; wir dürfen es gestalten, wie wir wollen,

vorausgesetzt daß wir nur widersprechendes vermeiden. Insbesondere

sind es zwei Verknüpfungen, welche nebst ihren Umkehrnngen den

vier Spezies für die neuen Zahlen zu Grunde liegen und welche dem-

entsprechend Addition und Midtiplikation genannt werden sollen.

I)ie erste Verhnüpfumj. Für die erste Ver-

knüpfung soll die geometrische Addition der

Vektoren maßgebend sein, wonach als Summe
zweier Vektoren {a) und (ß) derjenige Vektor (y)

erklärt wird, welcher, wie folgt, konstruiert wird:

der Vektor (/3) werde durch einen o-leichen Vektor^^^
.

^ Fig. 4.5.

(ß) ersetzt, dessen Anfang im Endpunkte von (a)

liegt. Dann bestimmt der Anfang von (a) den Anfang von (y) und

das Ende von [ß') den Endpunkt von [y^.

Die erste Verknüpfung zweier vorgelegter Zahlen («, h) und

[c, d) soll nun in der Bildung der neuen Zahl (a + c, h -\- d) be-

stehen. Diese Verknüpfung heißt Addition und wird durch das zwischen

den beiden gegebenen Zahlen geschriebene Symbol -j- gekennzeichnet:

(a, h) + (c, d) = (a -f c, b -\- d).

Dabei heißt die dritte Zahl die Summe der beiden anderen.

Die Verknüpfung ist stets ausführbar und das Resultat derselben

ist eindeutig bestimmt. Für sie gelten das kommutative, sowie das

assoziative Gesetz :

A-\-B= B + A,

A + {B + C) = (A^n)^C,

wobei die großen Buchstaben beliebige komplexe Zahlen vorstellen

und die Bedeutung der Klammern auf der Hand liegt. Die geometrische

Bedeutung der Verknüpfung ist ja bereits besprochen worden.

Die Umkehrung der Addition ist stets möglich und eindeutig.

Gegeben seien nämlich irgend zwei komplexe Zahlen .1 = ""'? ^>) und

B=(c,d); gesucht wird eine dritte Zahl X=(x,y), welche der

Forderung ojenüfft:
* '' ° A-\- X= B. .

Zur Bestimmung von X ist notwendig und hinreichend, daß

a -\- jc = e, h -\- y = d

sei, also ist

X = {c-a, d-h).
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Die Bildung der Zahl X aus Ä und B wird SuhtraMion genannt und

durch das Zeichen — ausgedrückt

:

X=B- A.

Geometrisch konstruiert man den Punkt B — A, indem man zum

Vektor B den zu A entgegengesetzten Vektor — A = {— a, — &)

addiert.

Die siveite Verhnüpfung. Die zweite Verknüpfung zweier kom-

plexer Zahlen A = {a, h) und B = (c, d) soll die Zahl

(ac — hd, ad + hc)

liefern.*) Sie heißt Midtiplihation; man nennt die dritte Zahl das

Produkt der beiden Faldoren A und B und drückt die Verknüpfung,

wie folgt, aus:

{a, h) (c, d) = (flc — hd, ad + hc).

Sie ist stets ausführbar und das Resultat derselben ist eindeutig

bestimmt.

Für diese Verknüpfung gelten, wie man leicht nachrechnet, das

liomnudative und das assoziative, sowie auch das distributive Gesetz

in Bezug auf Addition:

AB=BA,
A{BC)=={AB) C,

A{B+C) = AB + AC.

Außerdem hat ein Produkt den Wert (0, 0) dann und nur dann,

wenn mindestens einer seiner Faktoren gleich (0, 0) ist.

Die Umkehrung der Multiplikation ist im allgemeinen möglich

und eindeutig. Gegeben seien nämlich irgend zwei komplexe Zahlen

A = {a, h) und B == (c, d)
;
gesucht wird eine dritte Zahl X = {x, y),

welche der Forderung genügt:

AX^B.
Dafür ist notwendig und hinreichend, daß

ax — hy = c. hx -\- ay = d

sei. Diese Gleichungen lassen stets eine und nur eine Lösung zu,

sofern nur a' + 5- > 0, d. h. J. 4= (0, 0) ist. Ist dagegen ^ = (0, 0),

so haben die Gleichungen nur dann eine Lösung, wenn auch 5= (0,0)

*) Der Definition dieser Verknüpfung liegt die dem Formalismus der ele-

mentaren Algebra entnommene Relation zu Grunde:

{.a-\-h ]/^^) (c + d y^Ti = (ac — hd) -\- (ad-\- hc) Y^^

.
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ist, und in diesem Falle wird ihnen sogar durch jedes Wertepaar

./'.
// genügt.

Die Bildung der Zahl X, falls Ä =^ ist, soll J)irision heißen,

in Zeichen

Division durch (0, 0) wird nicht erklärt.

Isezklmuf) zum System der reellen ZaJilen. Jede komplexe Zahl

((/, h) läßt sich in die Summe zweier Zahlen spalten:

(n,h) = {a,0) + iO,h),

wobei die eine Zahl nur von a, die andere nur von h abhängt. Fassen

wir zuerst die Zahlen (a, 0) ins Auge. Diese Zahlen stehen in einer

ein-eindeutigen Beziehung zu den reellen Zahlen. Außerdem herrscht

Isomorphismus zwischen den vier Spezies, wie wir sie soeben für

die komplexen Zahlen definiert haben, und den vier Spezies für die

reellen Zahlen, da

{a,0)±(a,0) = (a±a', 0),

(a, 0) («', 0) = (aa, 0),

-J^=(4,0), wo «'+0
(a , 0) \rt ' /

'

ist. Dementsprechend dürfen die komplexen Zahlen (a, 0) innerhalb

des Gebiets der allgemeinen komplexen Zahlen (a, h) schlechtweg

durch die reellen Zahlen a vertreten werden. *) Wir wollen fortan

setzen

:

(a, 0) = a.

Des weiteren hat man

{o,h) = {h,iy)io,i) = b{o,i).

Die Zahl (0, 1) hat die Eigenschaft, daß

(0, 1) (0, 1) = (- 1, 0) = - 1

*) Ob man die komplexe Zahl (a, 0) hinfort als identisch mit der reellen

Zahl a oder bloß als mit ihr liiert ansehen will, ist ja Geschmacksache.

Im übrigen wird diese Frage in befriedigendster Weise durch den modernen
Standpunkt entschieden, wonach ein Größensystem durch Forderungen festgelegt

wird. Nehmen wir also ein bestimmtes System von Forderungen für die reellen

(bezw. komplexen) Zahlen, etwa das von Hrn. Huntington: ,,A set of

Postulates for ordinary complex algebra", Transdctions Amer. Mdth. Soc, Bd. G

(190.5), S. 20y aufgestellte, so dürfen wir jedes Größensystem, welches diesen

Forderungen genügt, geradezu als das System der reellen bezw. komplexen)

Zahlen auffassen.
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ist, und ffenügt somit der algebraischen Gleicliuns;:

/^ +1 = 0.

Demgemäß bezeichnen wir sie mit i = Y— 1 und können nunmehr

die allgemeine komplexe Zahl in der Gestalt schreiben*):

(a, h) = a + hi,

wo a und h reell sind.

Polarloordinaten. Die komplexe Zahl z = x -{- yi läßt sich auch

in der Gestalt darstellen

^ = r (cos cp -f l sin g?)

,

wo
it' = r cos gp , y = >' sin 9)

gesetzt ist. Dabei heißt

'

nach Cauchy der Modul, nach W eierst r aß, von dem auch das

Zeichen j^| herrührt, der absolute Betrag von ^, während cp als Arcus:

(f
= arc^,

bezeichnet werden soll; (dafür sind u. a. auch die Benennungen Ampli-

tude und Argument gebraucht worden). Hierbei ist zu beachten,

daß nicht jeder Wert von arc tan y/x einen Wert von arc 2 liefert.

So ist z. B.

arc a = 2n7t, n = 0, + 1, ± 2, • • •,

wo a eine positive reelle Zahl ist, während doch

arc tan = nn, )i = 0, n + 1, « ± 2, • • •

ist. Allgemein unterscheiden sich die Werte von arc z um Vielfache

von 2% (nicht :rj voneinander.

Die Benennungen reelle und rein inuujinüre Achse, reeller und

rein imaginärer Bestandteil, sowie konjugiert imaginär setzen wir als

aus der elementaren Algebra bekannt voraus. Nach Weierstraß

bezeichnet man den reellen Bestandteil von ic = u-\-vi mit 'Si(w),

so daß also

ist. Der konjugierte Wert von tv wird häufig als w geschrieben:

w = u — vi. Unter dem Einheitspreise versteht man die Punkte

z = cos cp + i sin (p

,

*) Dabei ist zu beachten, daß der Ausdruck hi auch ein -wirkliches Produkt
ist und nicht etwa bloß als ein Ausdruck aufzufassen ist, worin h die Stelle

eines Koeffizienten vertritt.
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wo die reelle Größe gr unbeschränkt veriinderlieh ist. Er ist der Ort

der Punkte 2, wofür
l^"!
= 1 ist.

Geometrisches über ^iHltiplikation uud Division. Vermöge der

Darstellung durch Polarkoordinaten erhält das Produkt zweier kom-
plexer Zahlen eine einfache Gestalt, der man auch sofort die bekannte

geometrische Konstruktion für dasselbe entnimmt. Sei nämlich

• A = r (cos 9? -f / sin g)) , B = q (cos ti< -f i sin i^)

.

Dann ist arithmetisch

(1) C = AB = rQ [cos (cp + t) + i sin (cp + tjj)]

.

Demgemäß hat man geometrisch ein Dreieck

B C zu konstruieren, welches dem Dreiecke

1 OÄ ähnlich ist, und zwar so, daß die Seite

OB der Seite Ol entspricht. Dies gibt

r AB

<^ B0C=^10Ä,

OB
(JA

oder
PC
Q

Für den Quotienten AjB fiuilet man

ferner

= [cos {(p t) + / sin(9) — i^')]- Fig. 40.B Q

Geometrisch läßt er sieh durch ümkehrung der Konstruktion für das

Produkt herstellen.

Insbesondei-e ist der reziproke Wert

der Zahl B,

(2) B
1 1 /= — (COST^

9 ^
i sin ^)

.

Geometrisch erhält man den Punkt 1 B
am einfachsten dadurch, daß man zuerst

den in Bezug auf den Einheitskreis zu B
konjugierten Punkt // bestimmt:

OB'- 0B= 1,
Fig. i-,

und B' dann in der reellen Achse spiegelt. Das Spiegelbild ist dann

der gesuchte Punkt XjB.

P(jtenzen und Wurzeln. Aus der Multiplikationsformel findet man

:

A" = A" (c.o^n(p -\- i %\nn(p^,
1

VA=\A\ (cos ^^^^^^^— + i sm —^^ j ,
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wo ^ = 0, 1 , 2, • • • M— 1 und (f
= arc A ist. Aus letzterer Gleichung

entnimmt man, daß die w Wurzeln der Zahl A die Ecken eines dem

Kreise \2i = 1^1^" einbesehriebenen regulären j?-Ecks bilden.

Hieran schließt sich der Moivresche Satz:

(cos (p -\- i sin cp)'" = cos mtp -\- i sin mcp

,

woraus sich noch die beiden weiteren Formeln durch Trennung von

reellem und rein imaginärem ergeben: •

cosw 9?= cos'" 9? 12 ^^^ ^*" ^ '^ ^ ^1— ' cos"'-*siu^g)-

1 • • r ^1 m(ni— 1)(/M— 2) ,„ o . 9 ,
"1

\
sin w 93 = s\nq)\ 711 cos™" ^93

—
^^- cos'"""' 9) sm-(p H .

Einheitsuurzeln. Ist insbesondere .-1 = 1, so ist der Kreis

1^1 = yl ^ " eben der Einheitskreis, und die eine Ecke liegt außerdem

im Punkte ^= 1. Indem man

2« , . . 27r
z, = cos ^ ? sm —
' n )i

setzt, lassen sich die übrigen Wurzeln in der Form schreiben:

2q7t
,

. . 2qn ^
z^ = z/' = cos - —H t sin -^— , (1 = 2, n.

Die Summe der E'mheitswurzeln verschwindet:

Algebraisch erhellt dies ja daraus, daß der Koeffizient des Termes

mit z"~'^ in der jene Größen bestimmenden Gleichung:

-5" - 1 =
fehlt. Es gibt aber auch einen anschaulichen mechanischen Beweis

dieses Satzes. Man fasse nämlich die komplexen Zahlen z^, • z^^

als Vektoren auf, deren Anfang in z = und deren Endpunkt in z,^

liegt. Alsdann denke man sich diese Vektoren als Repräsentanten

von n Kräften, welche auf den Punkt z = einwirken. Wegen der

Symmetrie derselben heben sie sich augenscheinlich gegenseitig auf,

was eben analytisch in der Gleichung (4j seinen Ausdruck findet.

Einige Ungleichungen. Der geome-
--^A+B trischen Deutung der Addition entnimmt

man ohne weiteres folgende wichtige

Relation:

(1) \(:\A\-\By\£\A-^B\£\A\ + \B
,

wo A und B zwei beliebige komplexe

Kg 48. Zahlen sind. Es ist dies ja bloß die
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arithmetische Einkleidung des Satzes, daß eine Seite eines Dreiecks

größer als die Differenz der beiden anderen, aber kleiner als ihre

Summe ist. Da^^ Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn die Punkte

z = 0, A, B auf einer Geraden liegen.*) Aus (Ij folgt allgemein

a^O A, + .-' + A„\£\A,\-\-..- + \Ä„,

eine Relation, welche auch für n = oo bestehen bleibt, sofern die

unendliche Reihe

A^ + A,+ ---

absolut konvergiert.

Zwei weitere Relationen ergeben sich eben-

falls aus den betreffenden Figuren, und zwar

erstens

(II)
I

arc (1 + ^)^ arc sin h
,

sofern

^l\^li, 0<A<1,

ist und im übrigen diejenigen Bestimmungen

bevorzugt werden, welche dem absoluten Be-

trage nach den Wert tt 2 nicht überschreiten.**;

Pig. 40.

*) Der arithmetische Beweis verläuft so. Sei

A = a -{- hi^ B = c -\- di.

Dann soll zuerst bewiesen werden, daß

\/(a + c)' + (^ + rf)' < V«' + h-" + |/c- + d-

ist. Man nehme diese Relation zunächst als richtig an; daraus folgt dann

ac -\-bd<: yö^+T^ 1/^*"+^,

o-c--f 2ahcd + b'-d^< a^c^ -\- rt-rf--f h^c'+ h-d-,

< (ad— bcr.

Diese letzte Relation ist aber sicher richtig. Von ihr aus gelangt man nun
rückwärts zu der in Aussicht gestellten Beziehung.

Setzt man endlich

A' -\- B'= A, B' = — B,

\A'+ B'\<A'i+ B\

\A\<\A + B + J5|,

J — 7?
' < A-\-B\

ist. Durch Vertauschung von A und B schließt man noch, daß

B\— A\<\A+B
ist, und hiermit ist der Satz bewiesen.

**) Zur arithmetischen Begründung dieser Relation setze man

i = |-}-/]i = r ;'cos 6 -\- i sin ö i

.

Dann soll bewiesen werden, daß für rj >

so folgt aus

daß

also



176 II. Einleitungr.

(III)

Endlich hat man die Beziehung:

1

|/2
(1«1 + 1^ ) £ l« + ^'

;

Fig. 50.

WO a und h reelle Zahlen sind.

Ein algebraischer Satz. Sei

G{z) = rto-^" + «1^"-' + ••• + «„=

eine algebraische Gleich iiiif/. deren Wurzeln

mit z^, z„ heseicJtnet tverden mögen. Denkt

mein sich in der Zahlenehene Stifte in den

PunJden Zk eingeschlagen und ein elastisches

Band in der Gestalt einer Schleife um dieselhen gelegt, so daß es,

nachdem es sich straff zusammengezogen liat, alle Stifte umfaßt und

ein honvexes Polygon bildet, so liegen die Wurzeln der Gleichung

G'{z) =
sämtlich innerhalb oder aufdetnRande des sohliergestalt eingegrenzten Gebiets.

Der Satz läßt sich als eine Verall-

gemeinerung des Rolle sehen Satzes auf

komplexes Gebiet ansehen.

Behufs des Beweises denke man sich

gleiche nach dem reziproken Werte der

Entfernung (also nach dem Gesetze des

logarithmischen Potentials) anziehende

Massen in den Punkten z^, • z^^ an-

gebracht. Auf eine im Punkte z befind-

liche Masse üben diese dann eine Kraft

aus, welche, von einem Zahlenfaktor abgesehen, durch den Vektor

h

Fig. 51.

arc (1 4" b) = arc tan -—r— <]
1 + 5 =

<' arc sin h = arc tan
|/l — r-

ist. Da die Funktion arc tan a; monoton ist, so ist zum Bestehen dieser letzten

Beziehung notwendig und hinreichend, daß

7tn <
1 + i = yi^j?

sei. Diese Ungleichung kann man wieder, wie folgt, umformen:

r sin < — h

l + rcosö = yf _ 7,2^

r [yT^li^ sin e ^ h cos ö] < /;

.

Trägt man noch linker Hand 7; = sin a
,

]/l — h'- = cos cc ein, so kommt

r sin (ö — a) <ih ,

was offenbar zutrifft. Von hier aus gelangt man nun rückwäi-ts zur gewünschten

Beziehung. — Der Fall tj <^ läßt sich sofort ai;f diesen zurückführen.
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1

z — z.
+ z-z^ Iz-z, ^ ^ z-zj'

wo A' ck'ii konjugierten Wert der Klammer bedeutet, dargestellt wird.

Die Gleichgewichtslagen für diese letzte Masse befinden sich augen-

scheinlich innerhalb des Polygons. Da nun aber

^''^^) = -^ +... + _!

-

G{Z) z — z,' ' ^ — ^n

ist, so liefern dieselben, nebst etwaigen mehrfachen Wurzeln von

G(z) = 0, die AVurzeln der Gleichung G'(/)=0, und hiermit ist

der Satz bewiesen.

Der Weierstraßsche MUtelweHsaiz für Integrale. Den Ausgangs-

punkt bilden hier die Formeln für den Massenmittelpunkt {x, y)
von )i Massenteilchen:

Zmx Zmy

Diese beiden reellen Gleichungen werden zu einer einzigen komplexen

Gleichung vereinigt:

2^mz

Denkt man sich nun eine reguläi'e Kurve der ^- Ebene mit Masse

belegt , so liegt der Massenmittelpunkt derselben im Punkte
i

IJ'Q{oc-\ryt)(fs

z =
J'gdi

wo Q die Dichte der Massenverteilung bedeutet. In dieser Formel

ist der Weierstraßsche Mittelwertsatz enthalten, welcher in einer

Verallgemeinerung des bekannten Mittel wertsatzes:

6 h

fr (x) 0{x)dx = F(i)^ fo ix) dx, ^ (a:) ^ ,

a II

auf komplexes Gebiet besteht.

Mittelwertsatz. Sei

IV = u -{- vi = f(z)

eine in allen Piinhten einer Kurve

C: x^<p{t), y = i'(t), a£f£h
stetige Funhtion von z = x -\- gi, welche ilherdies so beschaffen ist, daß

sie C auf eine reguläre Kurve der w- Ebene:

F: u=p(t), v = q{(), o£t£b
Osgood, Funktiouentlieorie. L 12



178 II. Einleitung. Über das komplexe Zahlensystem.

ein- eindeutig abhildet Ferner sei 6^0 (resp. <? ^ 0) eine stetige

FimMion von t, tvelche nur nicht beständig verschwindet. Wenn nun Xo

durch die Gleichung hestimmt irird:

h b

J'öfis) dt^ wfadt,
a a

SO läßt sich über die Lcige von \v folgendes aussagen. Man umgebe F
mit einem beliebigen l-onvexen Polygon oder allgemeiner mit einer be-

liebigen l'onvexen Kurve K. Bann liegt lu in K.

Denn tu stellt den Massenmittelpunkt einer in K enthaltenen

Massenverteilung vor, deren Dichte längs F den Wert q = a dt/ds

hat, und kann deshalb augenscheinlich nicht außerhalb K liegen.

Vermöge dieses Satzes kann man zeigen, und zwar ohne eine

Spaltung in reelles und rein imaginäres vorzunehmen, daß das

Verhältnis der beiden Periodizitätsmoduln eines elliptischen Integrals

erster Gattung nicht reell ausfallen kann.*)

Der Farbouxsche Satz. Seien 6, q)(t), tlf(t) reelle stetige Funk-

tionen von t im Intervalle a^t^b, und sei außerdem (? ^ 0. Setzt

man dann f{t) = ^(^) + i?^(^), so erhält man:

I, b b

\ffii)6dt'<f\f{t)6dt= \f{l)\f6dt,
,1 a a

wo fl<|<?> ist. In dieser Formel ist der Darbouxsche Mittel-

wertsatz enthalten, welcher auch in der Form:

ff{t)6dt= Xf(^)f6dt

geschrieben werden kann, wobei l eine unbestimmte komplexe Größe

von absolutem Betrage ^ 1 bedeutet. Die letzte Formel gilt auch,

falls durchweg <? ^ ist. Goursat bemerkt noch (a. a. 0., Nr. 289),

daß der Weierstraßsche Faktor lü im allgemeinen auf ein be-

schränkteres Gebiet als der Darbouxsche, IfiX), angewiesen ist.

*) Goursat, Cours d'anahjse, Bd. 2, Kr. Sli. Hermite hat auch schon

in seinem Cours hierauf aufmerksam gemacht.



Sechstes Kapitel.

Aualytisehe Funktionen und die darauf bezüglichen Diflerentialsätze.

Die elementaren Funktionen. Lineare Transformationen.

§ 1. Die rationalen Punktionen als Vorbild,

Die einfachsten arithmetisch definierten reellen Funktionen einer

reellen Veränderlichen sind die Polynome nnd die gel)rochenen ratio-

nalen Funktionen,

G(x) = (1^+ a^x -{- • • + ((,nX"\

7? (^\ = ^i(^) = «0 + «1 a; + • • •+ «ma:"»
^*' ^"^^

<7„ ^T) />„ -\- h^x -\- ^ b„ x" '

denn dieselben werden bereits durch die vier Spezies, also ohne Be-

nutzung eines unendlichen Prozesses erklärt. Da die vier Spezies

auch für komplexe Zahlen ihre Gültigkeit beibehalten, so überträgt

sich diese Definition ohne weiteres auf das komplexe Zahlensystem.

Vor allen Dingen wird man nach der Stetigkeit und Difierenzier-

barkeit dieser Funktionen fragen.*) Es sei zunächst die Funktion

/(^) = ^"

vorgelegt, wo )i eine natürliche Zahl bedeutet, und man bilde die

Differenz:

Daraus ersieht man, daß, wie auch immer Ai" gegen konvergieren

möge, die rechte und somit auch die linke Seite dieser Gleichung

dem Grenzwert zustrebt; d. h. die Funktion z" ist für alle Wcrtr

ihres Arguments eine stetige Funktion von z.

Bildet man ferner den Differenzenquotienten

fM:_^Lllß^ = ,^^„-l + !^(^) z^'-'Az -f • • • -f (Az)-^

und läßt man hierin A^ wiederum gegen <> abnehmen, so konvergit-rt

dieser Ausdruck gegen einen Grenzwert und zwar gegen die (xröße

*) Wegen der genauen Erklärung dieser Begriffe vergl. mau §§ 2 und 4.

12*
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M^o"~^. Die Funliion z" hat für jeden Wert von z eine Ähleihmg.

Letztere ist üherdies eine stetige FunJction von z.

In ähnlicher Weise kann man zeigen, daß auch das allgemeine

Polynom
a(g) ==(!„+ a^z -i ha„^z'%

sowie jede gebrochene rationale Funktion Hii) ^ G^{z)l G2(/), ^^-

gesehen von den Stellen, wo der Nenner letzterer verschwindet, stetig

ist und eine stetige Ableitung besitzt, die durch dieselbe Formel

gegeben ist, welche die Dijfferentialrechnung für den Fall reeller

Koeffizienten und eines reellen Arguments lehrt.

Dieses Verhalten der rationalen Funktionen in Bezuff auf Stetigkeit

und die Existenz einer Ableitung ist maßgebend für die allgemeinste

Klasse von Funktionen, womit sich die komplexe Funktionentheorie

beschäftigt. *

)

§ 2. Funktionen, Grenzwert und Stetigkeit.

Eine Funktion f{z) einer komplexen Veränderlichen entsteht

dadurch, daß man jedem Punkte z eines Bereiches T der komplexen

Zahlenebene eine Zahl

IV = u -[- vi == f{z)

nach einem bestimmten Gesetze zuordnet.**) Dabei darf die Be-

gi-enzung von T sowohl aus Kurven als auch aus isolierten Punkten

bestehen.***) Die Funktion /(*) gibt zu zwei reellen Funktionen u

und V der reellen Argumente x, y Anlaß, und umgekehrt läßt sich

aus zwei derartigen Funktionen eine komplexe Funktion ii-\-vi=f{z)

zusammensetzen.

Wie in Kap. 1, § 10, so läßt sich auch hier der Funktionsbegriff

auf mehrdeutige Funktionen ausdehnen; vergl. Kap. 8. In der Folge

werden wir jedoch schlechtweg unter einer Funktion stets eine

solche verstehen, die wenigstens für den in Betracht kommenden

Bereich der unabhängigen Variabelen und die in Betracht kommende

*) In einem Punkte, wo eine rationale Funktion aufliört, stetig zu sein.

wird sie unendlich, wie sich das Argumetit z jenem Punkte auch immer nähern

möge. Auch dieses Verhalten der rationalen Funktionen ist maßgebend für die

einfachsten Singularitäten, welche eine analytische Funktion aufweisen kann,

vergl. Kap. 7, § 6.

**) Wegen einer Besprechung des Funktionsbegriffs sei auf Kap. 1 , § 1

verwiesen.

***) Allgemeinere Fälle sind in Kap. 5, § 2 besprochen.



§ 2. Funktionell, Grenzwert und Sletif^keit. IHl

Bestimmung der Funktion in den Punkten dieses Bereiches eindeutig

ist, sofern das Gegenteil nicht ausdrücklich bemerkt wird.

Der Begriff des Grenzwerts, wie er in Kap. 1, § 2 und Kai». 2,

§ 1 für reelle Funktionen entwickelt wurde, überträgt sich sofort auf

Funktionen eines komplexen Arguments. Sei f'{s) in der Umgebung
des Punktes ^' = a, höchstens mit Ausnahme dieses Punktes selbst,

eindeutig erklärt und man zeichne die Punkte w = f{z), welche

dieser Umgebung augehörigen Werten von ,* entsprechen, etwa in

einer zweiten Zahlenebene, der ^^- Ebene auf. Gibt es dann einen

festen Punkt tv = h, in dessen Nähe diese Punkte w alle bleiben,

sobald die Punkte 2 auf eine passende Umgebung von z = a be-

schränkt werden, so sagt man, /'(^) l'onverfjicrt heim Grenzühfrcjange

lim^ = rt gegen den Grenzwert h; in Zeichen:

lim/-(^) = ^-

z = a

Dies ist nämlich so zu verstehen: beschreibt man zuerst einen beliebig

kleinen Kreis um w ^ h, so soll es dann stets möglich sein, einen

zweiten Kreis um z = a zu legen, dergestalt daß jeder Punkt z des

letzteren Kreises zu einem Punkte iv = f{z) des ersteren führt.

Arithmetisch wird dieser Begriff, wie folgt, festgelegt. Jeder

beliebig kleinen positiven Größe f soll sich eine zweite positive

Größe 8 so zuordnen lassen, daß für alle Werte von z^ wofür

< ^ — « < ö ist,

^-f{z)<s
bleibt.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß /"(/)

beim Grenzübergange lim z = a = a -{- ßl gegen den Grenzwert

& = A + B/ konvergiert, besteht darin, daß

lim u = A, lim v = B
x = a, y = [i x = a , 11 = ,i

sei, wie sich aus den Relationen (I) und (HI) der Einleitung:

-^{ ^—ii + 'B-t' } < \^+Bi-u—l•i\ < ^—H 4- B— v\

y2 '
—

sofort ergibt; vergl. Kap. 1, § 7, 2. Theorem, sowie Kap. 2, § 1. Hieraus

folgt, daß das 2. Theorem von Kap. 1, § 7 unverändert für komplexe

Größen gilt.

Im übrigen braucht die Funktion f(z) nicht in allen Punkten

z =^ a der Umgebung von a definiert zu sein. Wenn sie näuilich

bloß in einer unendlichen Punktmenge M mit der Häufungsstelle ti

erklärt ist, so gelten schon alle Definitionen und Sätze, welche sich auf
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Grenzwerte beziehen, sofern mau nur die Puuktmenge M an Stelle

der vollen Umorebung von a treten läßt.

Die Funktion f(2) wird nnendlich beim Grenzübergange lim s = a,

wenn jeder beliebig großen positiven Zahl G eine zweite positive

Zahl d so zugeordnet werden kann, daß für alle Werte von ^, wofür

0<\z— a <d ist,

bleibt; in Zeichen

lim f(z) = oc oder /'(«) = oo
z = a

(lies: „f(z) wird unendlich iin Punkte a", oder abgekürzt: „f (ü)

wird unendlich"). Der reziproke Wert von f(z) konvergiert sodann

gegen Null:

Umgekehrt reicht diese letzte Bedingung hin, damit f[a) = co werde.

Die Funktion /'(/) bleibt endlich im Piinltc a, wenn es eine

positive Konstante 31 gibt, derart daß für alle Werte von 2, wofür

0<\2-a <ö ist*),

\n^)\<M
bleibt.

Man beachte wohl, daß mit diesen beiden Definitionen bezüglich

des Unendlich -Werdens und des Endlich-Bleibens einer Funktion alle

Möglichkeiten nicht erschöpft sind. Es bleibt noch ein dritter Fall

übrig, nämlich der, daß eine Funktion beim Herannahen von s an

den Punkt a längs eines Weges unendlich wird, während sie bei der

Wahl eines anderen Weges endlich bleibt. Sie verhält sich dann im

Punkte a unbestimmt.

Endlich sei noch bemerkt, daß man unter dem Grenzübergange

der unabhängigen Yariabelen lim ^ = oo eben den Grenzübergang

lim 1/^ = versteht: d. h. an Stelle der zweiten Relation bei den

vorhergehenden Definitionen: 0<|^ — «|<(3, tritt jetzt |1/^ <d
oder

I

^
j
> 6r

.

Stetigheit. Die früheren Definitionen der Stetigkeit passen hier

unverändert. Demnach heißt die Funktion f{z) im Punkte a stetig,

wenn

I

*; Wir schließen den Wert z = a nicht etwa deshalb aus, weil f(a)

möglicherweise „c/eyi Wert oo" haben könnte, was ja Unsinn wäre, da wir ,,(//e

Zahl ex:" /^das sogenannte eigentliche Unendliche; in unser Zahlensj'stem nicht

aufgenommen haVjen. Vielmehr wollen wir dem Falle vorbeugen, daß /' Zj im
Punkte rt überhaupt nicht erklärt wurde.
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lim f{z} = /-(VO

ist: sie heißt in einem Bereielie stetig, wenn sie in jedem I^mkte des He-

reiches stetig ist; endlich heißt sie in einem l^andj)iinkte a stetig bezw.

nimmt in a einen Randwert an, wenn bei Beschränkung der unab-

hängigen Variabelen z auf die inneren Punkte des betreffenden Be-

reiches ein Grenzwert \\xnf{z) zu Stande kommt.*) Eine notwendige

und hinreichende Bedingung für die Stetigkeit der Funktion u + vi

= f(x-\-!/i) besteht in der Stetigkeit der beiden reellen Funktionen

u und r der reollen Argumente x, y. Es bleiben die Sätze von

Kap. 1, § 3 über stetige Funktionen auch hier bestehen. Insbesondere

erweisen sich die Polynome und die gebrocheneu rationalen Funktionen

in allen Punkten, wo sie deliniert sind, als stetig. Des weiteren

lautet die Definition der gleichmäßigen Stetigkeit ebenfalls gerade so,

wie im reellen Gebiete: f{z) heißt in einem Bereiche T gleichmäßig

stetig, wenn jedem beliebig kleinen positiven £ ein von s unab-

hängiges positives d so zugeordnet werden kann, daß für je zwei

Punkte z, z von T. wofür \z— z'\ <d ist, die Beziehung gilt:

f{z)-f{z)\<£.

•Es bleibt der 4. Satz von Kap. 1, § 4 noch in Kraft: Ist f{z) in

jedem Punkte eines abgeschlossenen Bereiches stetig, so ist /'(/)

daselbst gleichmäßig stetig. f{£) ist dann auch endlich im genannten

Bereiche.

§ 3. Über die Veränderung des Arcus einer stetigen Funktion.

In jedem inneren und Randpunkte eines endlichen durch eine

einzige einfache oeschlossene Kurve begrenzten Bereichs S sei

/(» = ^/ + r/

eine stetige, niro-ends verschwindende Funktion von z. Dann wird

die reelle Funktion

(1) 9 = arc f{£)

in jedem dieser Punkte unendlich vieldeutig definiert und zwar so,

*) Es läßt sich leicht zeigen, daß, wenn in jedem Kandpunkte ein Rand-

wert vorbanden ist, diese Randwerte eine stetige Folge bilden. Ist f{z) außer-

dem im Innern des Bereiches stetig und erklärt man fiz) am Rande gleich den

Randwerten, so wird die solchergestalt erweiterte Funktion f^z) im abgeschlossenen

Bereiche stetig sein. Hierüber vergleiche man Kap. 2, § 2. In der 15. Zeile

jenes Paragraphen wolle man statt ,.die Funktion /'(.r, »/)" lesen: ,.die im Innern

des Bereichs stetige Funktion /"(.r, »/)".
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enthalten ist.

demnach die

Fig. 52.

daß, wenn (p eine besondere Bestimmung von qp im Punkte z be-

deutet, jede andere Bestimmung daselbst in der Formel

(p + 2A-:r/, A" = ± 1 , ± 2, • • •,

In der Nähe eines beliebigen Punktes Sq lassen sich

verschiedenen Bestimmungen von (p zu eindeutigen

stetigen Funktionen zusammenfassen,

was man sich geometrisch durch

Flächenstücke veranschaulichen kann,

deren alle aus einem einzigen der-

selben durch Verschiebung dieses

^ parallel zur qp-Achse um ganzzahlige

Vielfache von 2:i hervorgehen. Man

kann die Umgebung von Sq außer-

dem noch so beschränken, daß

keine Ordinate eines von diesen

Flächenstücken jemals einer Ordi-

nate eines anderen derselben gleich wird.

Der geometrische Ort der durch die Gleichung (1) definierten

Funktion besteht daher aus einer über S ausgebreiteten Fläche, deren

Mäntel von jeder der 9) -Achse parallelen Geraden, welche S durch-

setzt, in unendlich vielen um 2:t voneinander abstehenden Punkten

getroffen werden. Im übrigen verläuft jeder Mantel in der Nähe

jedes Schnittpunktes stetig. Die verschiedenen Mäntel hängen also

im Kleinen sicher nicht zusammen. Können sie aber nicht vielleicht

im Großen doch ineinander übergehen?*) Die Verneinung dieser

Frage bildet im wesentlichen den Inhalt des folgenden Satzes.

Theorem. In jedem Ptmlte eines abgeschlossenen Bereiches S,

tvelcher von einer einsigen einfachen geschlossenen Kurve begrenzt ist,

sei f(z) eine stetige, nirgends verschtcindende Fimlxtion. Setzt man

dann eine Bestimmung der FunJdion

(p = arc f(z)

längs des Bandes von S stetig fort, so Tcehrt dieselbe nach vollendetem

Umlaufe zum Anfangsiverte wieder zurücl-.

Wir geben zwei Beweise des Satzes. Dabei beschränken wir

uns auf reguläre Randkurven. Die Verallgemeinerung auf beliebige

*) Hätten wir S nicht als einfach zusammenhängend vorausgesetzt, so

könnte dies in der Tat eintreten. Man betrachte etwa die Funktion f{z) = z

im Kreisringe 1 ;< ^^
!
< 2. Hier gibt es nur einen einzigen Mantel , welcher

sich überdies unendlich oft um die qp- Achse windet.
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Jordanscbe Kurven ist nicht schwierig. Der erste Beweis verläuft

so.*) Gesetzt, der Satz sei falsch. Dann teile man *S' in zwei Be-

reiche I und IT. Der Gesamtzuwachs von cp längs des Randes von .S'

ist offenbar gleich der Summe der den beiden Bereichen I, IT ent-

sprechenden Zuwächse. Darum muß mindestens eine dieser Größeji,

etwa die dem Bereich I entsprechende, von Null verschieden sein.

Jetzt zerlege man den Bereich I in zwei

Stücke und stelle man dieselbe Überleffuncp

wieder an. Durch fortgesetzte Wieder-

holung dieses Verfahrens erhält man eine

Reihe ineinander eingeschachtelter Be-

reiche, deren Maximaldurchmesser gegen

Null abnimmt und welche also einen

Punkt s von S bestimmen. Demnach Fig. 53.

gibt es in jeder Umgebung von J eine

geschlossene Kurve, derart daß eine Bestimmung von (p, über dieselbe

stetig fortgesetzt, nicht zum Anfaugswert zurückkehrt. Hierin liegt

ein Widerspruch, denn dei* Satz ist ja im Kleinen richtig.

Will man auf die Art und Weise der sukzessiven Zerlegungen

von S näher eingehen, so bietet der Satz von Kap. 5, § 10 be-

reits die nötigen Hilfsmittel dazu. Dabei wird einer der beiden

Bereiche, in welche der jeweilige Bereich zerfällt, stets ein Bereich

6 sein, so daß man eventuell zu einem Bereich 6 gelangt, wofür der

Satz nicht gelten soll. Die weitere Zerlegung dieses Bereichs ge-

staltet sich dann in übersichtlicher Weise.

Der zweite vorhin ansekündig-te Beweis besteht einfach darin, daß

wir auf Grund des letzten Satzes von Kap. 5, § 10 konstatieren, daß

sich die verschiedenen Bestimmungen von cp auch im Großen zu ein-

deutigen stetig;en Funktionen zusammenfassen lassen, womit denn

alles schon in Ordnung ist.

Aus dem vorstehenden Satze ergibt sich ein Beweis des Funda-

mentalsatses der Algebra . Sei

G(z) = a^z"^-n,z"-^ + ••• + «„, ^0+ 0,

ein beliebiges I'olynom. Dann muß dasselbe mindestens für einen AN'ert

von z verschwinden. Wäre das nämlich nicht der Fall, so würde (t(z^

in jedem Bereich der Ebene den Bedingungen besagten Satzes ge-

*) Der Satz rührt von Cauchy her, Turiner Abhandlung aus dem Jahre

1831; Exercises d'annlyse, Bd. 2 fl841i p. lOU; Briot et Bouquet, Fonctions

elliptiques, 2. Aufl., eh. 2.
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nügen. Als Bereich S nehme man also den Kreis \2\ ^ H und

schreibe

c G{2) = arc ^"+ arc(rro+ ^ + • • • + ''/;)

Dann ist

ar

Für große Werte von It wird der Wert der Klammer am Rande

\z. = It von S beliebig Avenig von a^ abweichen, d. h. der die

Klammer darstellende Punkt der Zahlenebene wird innerhalb eines

Kreises liegen, dessen Mittelpunkt der Punkt Oq bildet und dessen

Radius so klein genommen werden kann , daß der Kreis den Punkt

z = nicht umfaßt. Infolgedessen wird jede Bestimmung von

arc (»0 + «j '*"+••-[- ö^„/^"j, welche sich stetig ändern soll, wenn

2 den Rand von *S^ beschreibt, zum Ausgangswert wieder zurück-

kehren. Dagegen ist

arc z" = n

wo z == re^' gesetzt ist. Darum nimmt arc ^" und somit auch G(z)

nach vollendetem Umlaufe um ^htt zu. In diesem Widerspruch

besteht der Beweis.*)

Zum Schluß leiten wir noch einen Zusatz ab, dessen Umkehrung

im Falle einer analytischen Funktion f(ß) uns später beschäftigen wird.

Zusatz. Sei f{z) eine Funktion, die in allen Funlden von S

mit Ausnahme eines einzigen innern Punktes a denselben Bedingungen

genügt, ivie vorhin. In a soll f'{z) verschwinden heziv. unendlich iverden,

und zivar so, daß sich f(z) in der Nähe von a in der Form dar-

stellen läßt:

t\z) = {z-arcp{z),

ICO m eine ])0sitive oder negative ganze Zahl ist und (p{z) eine im

PunMe a stetige und von Nidl verschiedene Funktion bedeutet. Läßt

man nun den Punkt z den Band von S durchlaufen, so icäcJist die

Funktion arc f{z) um 2m 7t.

Zum Beweise bemerke man, daß die Relation f{z) = (^z— ay^cpiz)

nicht bloß für eine beschränkte Umgebung des Punktes a gilt.

*) Es sei auch auf den interessanten Beweis dieses Satzes verwiesen,

welchen Gauß vermöge eines Doppelintegrals gegeben hat: WerTce, Bd. 3,

S. 107; Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 14, S. 61. Hierüber

vergl. man ferner Böcher, ,,A simplification of Gauß's Third Proof . . .",

Amer. Jour. of Math., Bd. 17 (189.5), S. 2G0. sowie Bull. Amer. Math. Soc.,

2. Reihe, Bd. 1 (189.5) , S. 205. Eine einfache Darstellung des Beweises findet

sich auch bei Goursat, Cours d'a)ialyse, Bd. 1, Kr. 142.
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sondern daß ihr Geltungsbereich das ganze Gebiet S umfaßt. Darum
hat man allgemein für alle Punkte von S, und also insbesondere

auch für den Hand:

arc /(^) = arc (s — a)'" + arc (p (/).

Infolgedessen kehrt der letzte Arcus nach vollendetem Umlaufe in

seinen Anfangswert wieder zurück, während der zweitletzte Arcus

um '2iiiz wächst.

Sowohl das vorstehende Theorem als auch der Zusatz gelten noch
TD

für mehrfach zusammenhängende Bereiche^ sofern man eine Bestimmung

des Arcus über den ganzen Rand in positivem Sinne hin erstreckt,

wie man aus der Zerlegung von Kap. 5, § 9 leicht erkennt.

§ 4. Die Ableitung.

Wie bei den reellen Funktionen einer reellen Veränderlichen,

so bildet man auch hier den Differenzenquotienten

An- ^ f{z-\-Az)-f(z)

A? Az '

wo z einen festen inneren Punkt des Bereiches T, in welchem die

Funktion iv = f(d) definiert ist, hedeutet und z -f- l\z ein zweiter

Punkt von T sein soll. Konvergiert dann dieser Quotient, als Funktion

von A^ allein betrachtet, beim Grenzübergange lim A* = gegen

einen Grenzwert, so sagt man, f{z) ist für den betreifenden Wert

von z diffefcntüerhar, und nennt diesen Gi-enzwert die AhlcitiDU/ von

f{z) im Punkte z:

,. f{z-\-Az) — f(z) .,. . j.
lim ^—

—

~——^ = f {z) = j).u\

Die allgemeinen Differentiationsformeln für i-eelle Funktionen

bleiben noch im komplexen Gebiete bestehen. Auch folgt aus der

Existenz einer Ableitung die Stetigkeit der Funktion. Was spezielle

Formeln anbetrifft, so ist bereits in § 1 dargetan, daß

J) z" = nz"~^, n = einer natürlichen Zahl.

Außerdem ist t% r^ t^ n
J) f = , 7). cw = cD. /(•

,

wo c eiue Konstante und /r eine differentiierbare Funktion bedeutet.

Hieraus beweist man sofort die Differentiierbarkeit der Polynome,

sowie der rationalen Funktionen.

Auch das Differential wird genau ebenso definiert, wie im reellen

Falle. Hat nämlich ir eine Ableitung:

lim ^ = JJjc,
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SO setze man

wo also lim ^ = ist. Hierdurch wird der Zuwachs Aw in zwei

Teile zerlegt und zwar a) in einen Teil DjvAz, der dem Zuwachse

A^" proportional ist; b) in einen Rest t^Az, der aus einer unendlich

kleinen Größe höherer Ordnung als Az besteht. Den ersten Teil

nennt man mit Weierstraß den Hauptteil von A«", und dieser Haupt-

teil ist es, welchen man als das Differential die = df{z) der Funktion

definiert: ^ ^^ .

da- = iJ.nAz.

Dabei ist wohl bemerkt z die unabhängige Variabele. Unter Bei-

behaltung dieser Voraussetzung beweist man dann, daß

dz = Az
ist. So kommt ,

die = Djvdz, Djv = ~^—-
' - dz

Setzt man nun aber * gleich einer Funktion einer dritten Yaria-

belen t: .^.

z = (pit),

wo cp(t) differentiierbar sein soll, so hat man:

dz = (p'(t)At.

Auf Grund der Relation

Dl IV = Dav • DfZ
ergibt sich dann, daß

dw = DiicAt^ DjcD.zAt

= Davdz

ist, so daß also die Formel

div = Dav dz

allgemein gilt, auch wenn iv und z als Funktionen eines Parameters t

dargestellt sind.

Bisweilen will man z ^ x -\- yi die Bedingung unterwerfen, auf

einer bestimmten Kurve

zu bleiben, wo o, % reelle, mit stetigen Ableitungen erster Ordnung

x'=^co{l), y = %{}') versehene Funktionen der reellen Variabelen A

bedeuten. Unter dz versteht man dann die Funktion #

dz = ix \- y'i) dk, dl = AI,

und es gilt auch hier die Relation

div = Dav dz = Dav{x' -\- y' i) dk.



4J ö. Aiialytischo Funktionen. 189

Den höheren Ditfereutialen tP ir ^ (Ptr, eino selbständit'e

Bedeutung beizulegen, ist zwecklos. Man faßt

cl-n- d"ir

dz- '
' ' ' dz" '

Itloß als eine Bezeichnung für die zweite, • • • ;/tc. • • Ableitung

di'i- t'uiiktion iv = f\z) in Bezug auf z auf. •

Aufgabe. In einem Punkte z^ möge f{z) mit einer Ableitung

versehen sein und überdies längs einer von z^ ausgehenden Kurve

einen konstanten Wert behalten. Man zeige, daß dann ('(2^) = ^ ist.

§ 5. Analytische Funktionen.

Hat eine Funktion von z in jedem inneren Punkte eines Be-

reiches T, in welchem sie definiert ist, eine stetige Ableitung, so

heißt sie analytisch im Bereiche T. Sie verhält sich analytisch in

einem Punkte z = Zq, wenn sie in der Umgebung dieses Punktes

analytisch ist. Der Vereinbarung von § 2 gemäß werden ja hier nur

solche Funktionen in Betracht gezogen, welche in ihrem Definitions-

bereiche eindeutig sind, so daß also die vorstehende Definition

die Eindeutigkeit der Funktion im Bereiche T schon zur Voraus-

setzung hat.

Über diese Definitionen ist nun folgendes zu bemerken. Auf

Grund des später zu besprechenden Goursatschen Satzes (vergl.

Kap. 7, §§ 16, 17) erweist sich die Forderung der Stetigkeit der

Ableitung als überflüssig, da nämlich die bloße Existenz einer Ab-

leitung in jedem Punkte eines Bereiches ihre Stetigkeit schon nach

sich zieht. Nachdem also dieser Satz einmal dargetan ist, liegt es

nahe, die obigen Definitionen, wie folgt, zu formulieren: Eine

Funktion heißt analytiscJt in einem Punkte, wenn sie in diesem

Punkte eine Ableitung besitzt. Sie heißt analytisch in einem Bereiche,

wenn sie sich in jedem Punkte dieses Bereiches analytisch verhält.

Im übrigen bleibt vor der Hand dahingestellt, ob der Bereich T,

in welchem wir die Funktion gerade betrachten, nicht eventuell einer

Erweiterung fähig sei, oder, wie man sich wohl auszudrücken pflegt,

ob die Funktion nicht über T hinaus analytisch fortgesetzt werden

könne. Dieser Frage wird in einem späteren Kapitel eine genaue

Untersuchung gewidmet. Mit ihrer Erledigung kommt erst die voll-

ständige Definition einer analvtischen Funktion zu Stande. Immerhin

werden wir einstweilen jede Funktion als analytisch bezeichnen, welche

sich in einem bestimmten Bereiche analytisch verhält.
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Aus den Entwicklungen des vorhergelienden Paragraphen findet

man eine Reihe von Sätzen über analytische P'unktionen.

Sind die Funktionen f{z) und (p{s) 'beide in einem Bereiche hezw.

in einem Punlie analytisch, so gilt das nämliche von den Funktionen

und, sofern (p{z) daselbst nicht verschwindet, auch von der Funktion

/>)_
qp(2)"

Ist f{tv) eine im Punkte zVq analytische Funktion von w und ist

ferner tp{z) eine im Punkte Sq analytische Funktion von z, die dort

den Wert Wq annimmt, so ist f{it'), als Funktion von z betracldet, im

Punkte z^J analytisch.

Wir fügen noch den Satz hinzu, daß sich die Polynome, sowie

die gebrochenen rationalen Funktionen in jedem Punkte der Zahlen-

ebene, in welchem sie endlich bleiben, analytisch verhalten.

§ 6. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

Eine notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer Ab-

leitung erhält man, wie folgt. Sei

IV = u -\- vi = f(z)

eine Funktion von z, die im Punkte z = z^ eine Ableitung zuläßt.

Dann konvergiert der Differenzenquotient An/Az gegen ein und

denselben Grenzwert, Djv, wie auch immer der Grenzübergang

lim A^" = stattfinden möge. Insbesondere wollen wir nun Az

zuerst reelle und darauf rein imaginäre Werte durchlaufen lassen,

So kommt

I

lim ^ = lim —--——~ = lim .

.

und man erhält also:

,^. T-.
dir 1 ^«6-

(1) IJ.w = ^^ =^ — ^^•
^ ^ - rx t cy

Trennt man hier reelles und rein imaginäres, so gelangt man zu den

Ca uchy-Riem a n n sehen Differentialgleicliu'ngen

:

(cu dv

^ '
\ cu dv m
V cy ex

als eine notwendige Bedingung dafür, daß die Funktion f(z) eine

Ableitung zulasse.
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Umgekehrt seien u, v zwei reelle FimktioDcn der beiden reellon

Variabelen x, y, welche in der Umgebung eines Punktes {x^^, ?/„) mit

allen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet sind. Letztere

sollen außerdem den Gleichungen f2) genügen. Ferner besitze sowohl

u als V im Punkte (x^, ?/(,) ein vollständiges Differential, d. h. woiiii ?nan

= « A^ + ; Ay -\-Q[hx, Ay)

setzt, so soll q{Ax, Ay) unendlich klein von einer höheren Ordnung

als Ax, Ay werden, und zwar in dem Sinne, daß

lim ^: ^) =

ist. Diese Bedingung wird stets erfüllt, falls die Ableitungen cnjdx

und cu/cy in der Umgebung des Punktes {x^^ y^) stetig sind.

In ähnlicher Weise sei

Av = y^JAx + i'^ Ay + 6{Ax, Ay),

wo
T afAx, Ay) ^lim —^ r

—r^ =
\x-- :o, M,=o '^^ + ^y\

ist. Dann läßt u + vi, als Funktion von 2 = x -{- yi betrachtet,

eine Ableitung zu. In der Tat ist

Clin ^ ,
dUo .

, • ^''o A r
? '"o A~Ax-\-. " Atj-\-t ^-- Ax4-i ^ Ay ,. ...» aAio ^ cx^ ^ cyp ^ ' cXq C j/o ^ gjAx, Ayj+ ia {Ax, Ay)

Az Ax-]-iAy Ax-\-iAy .

Der erste Term rechts kann noch vermöge der Relationen (2) auf

die Form gebracht werden:

\dxn ^ cxj ^ ^ -" ^ c%
,
.c\

Ax -\- iAy cxg' dx^

'

und hängt somit von Ax und Au nicht mehr ab. Was den zweiten

Term angeht, so ist nach den Ungleichungen (I) und (Ul) der Ein-

leitung

q{Ax, Ay)-{-ic(Ax, Atj)
\ ^y'^ ( Q{Ax, Ay) GAx,Ay)\
= ' 1 A T -U A 1/ i

I
Ax-fiAy !~ l Ax -{- Ay\ Ax\-{- Ay

Infolgedessen konvergiert der Diflferenzenquotient A/r/A» gegen einen

Grenzwert, und zwar ist

, . A «• c «0 ,
. d >\,

lim -r— = >—
^ + / ^=
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Aus den voraussrehendeu Entwickluno-en entnimmt man den

folgenden wichtigen Satz.

Theorem. In einem gegebenen Bereiche T seien u und v zwei

reelle eindeutige Funktionen der beiden reellen Variahelen x, y, ivelche

überdies mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet

sind, und man bilde die komplexe Funktion

w = u -\- vi = f{z).

Damit sich dann f{z) im Bereiche T analijtisch verhält, ist notwendig

und hinreichend, daß u und v den Cauchy-Uiemannschen Diffe-

rentialgleichungen Genüge leisten

:

du dv cti er

dx cy ' cy ex

Ist diese Bedingung erfüllt, so hat man:

-r. dto 1 dw du ,
. dv

ex i cy ex dx

Beispiel. Sei

w = u -\- vi = e' cos y -f /e^ sin y.

Dann ist

cu ^ dv du - . cv
T— = e' cos 11 = ^^, — = — e^ sin w = — -^^ •

ex ^ ey^ cy '^ cx

Mithin läßt diese Funktion iv für alle Werte von z = x-\-yi eine

Ableitung zu und zwar ist

dw
-17 = ^^-

Aufgabe 1. Hat eine Funktion f{z) in jedem Punkte eines

Bereiches T eine verschwindende Ableitung:

so ist f{z) in T konstant. (Vergleiche Kap. 2, § 3, Satz.)

Aufgabe 2. Sind fyz) und cp{z) zwei Funktionen, deren Ab-

leitungen in jedem Punkte eines Bereiches T miteinander überein-

stimmen:

so unterscheiden sich diese Funktionen in T voneinander überhaupt

nur um eine additive Konstante:

fU)=-cp{z) + k.

Aufgabe 3. Man beweise durch direkte Ausführung des Grenz-

übergangs, daß bei Einführung von Polarkoordinaten die Cauchy-

Riemannschen Differentialgleichungen die Form annehmen:



(3)

Im übricjen ist

§ 7. Die rmk.'hrfmiktion- 1 yj}

oti 1 dv

dr r 'dcp

'

dv 1 du
dr r dcp

dic __ _ dw^ _e \ -' CIO

dz dr r dcp

Aufgabe 4. Man zeige, daß sich die Funktion

IC = log r + q)i

,

wo 5' = r(cos qn -}- / sin gp) gesetzt ist, in jedem Punkte ^=4=0 ana-

lytisch verhält.

Aufgabe 5. Im Punkte P eines Bereiches T mögen sich zwei

Kurven PÄ, PB unter einem rechten Winkel schneiden. Ihre Bogen-

länge, von P aus gemessen, werde mit 6 bezw. x bezeichnet. Den

Tangenten PA' und PB' in P möge als positiver Sinn derjenige bei-

gelegt werden, welcher dem wachsenden Parameter bezw. t der

zugehörigen Kurve entspricht; im übrigen sollen diese Tangenten mit

Rücksicht auf ihren Sinn so gegeneinander orientiert sein, wie die

reelle gegen die imaginäre Achse. Man zeige, daß dann

du dv du dv

, de dr' ' dr do
ist.

Aufgabe 6. Man leite die Formeln der 3. Aufgabe mittels der-

jenigen der 5. Aufgabe ab.

Aufgabe 7. Verhält sich eine Funktion

f{x-\- ip) = jR(cos @ -\- i sin 0)

in einem bestimmten Bereiche analytisch, so ist dort

dx dy ' dy dx '

sowie ,,, , ^ , ^ ^ „
f jz) ^c log B ^ c0

_

f{z) dx dx

Man leite die entsprechenden Relationen für den Fall her, daß

auch z durch Polarkoordinaten ausgedrückt wird: z = re^'.

§ 7. Die Umkehrfunktion.

Besitzt eine reelle Funktion einer reellen Veränderlichen,

in der Umgebung des Punktes x = Xq eine stetige Ableitung und ist

ferner f'ix^^O, so läßt fix) in der Nähe dieses Punktes eine ein-

deutige Urakehrunff zu:^ « X = (p{if),

Osgood, Funktionentheorie. 13
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wo q) eine stetige Funktion von y in der Nähe des Punktes //,)
= /'(xo)

ist und eine stetige Ableitung

hat.*) 9'(?/) = 1,7"(^)

Ein analoger Satz gilt auch im Kleinen für Funktionen einer

komplexen Größe.

Satz. Sei f{z) eine im Punhte z = z^ analytische FtmMion von z

und sei ferner /'(^o)=j=0. Man hetrachte eine Umgehung T von z^^:

\z — ZQ\<ih, ivorin sich f(z) ana-

lytisch verhält. Alsdann kann man
in der iv-Ebene eine Umgebung U
von u'q : w — Wq \<CJc so bestimmen,

daß die Gleichung

tv=t\z),

Pj -j ivobei IV einen beliebigen PunJä von

E bedeutet, eine und nur eine in

T enthaltene Lösung z zuläßt. Die solchergestalt bestimmte Umhehr-

funJxtion

z = <p (tv)

ist in 2J analytisch, und es besteht im übrigen die Belation:

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Satz über die Umkehrung-

zweier reellen Funktionen, Kap. 2, § 6. Im vorliegenden Falle wird man

w = u -\- vi = f(x^ yf)

,

also

u = ip{x,y), v=io{x,y)

zu setzen haben. Dabei besitzen die Funktionen j/.*, co stetige erste

Ableitungen, welche den Cauchy-Riemannschen Diiferentialgleichungen

genügen. Infolgedessen läßt sich die Jaeobische Determinante auf

die Form bringen:

*) Der Satz folgt sofort aus den Entwicklungen von Kap. 1, § 6, vergleiche

insbesondere Aufgabe 3 nebst dem in den „Berichtigungen und Zusätze" Hinzu-

gefügten.

Im übrigen ist er als besonderer Fall im Existenztheoreme von Kap. 2, § 4

enthalten, indem man im Anschluß an die dort verwendete Bezeichnung

F{n, x) = X — f{u)
setzt.
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:| = (llr+(Kr = irw^

cu C l(

,dx dy
;

(du\^
I

(dv\

: dv di
^

^ ex dy \

woraus man ersieht, daß dieselbe im Punkte {x^, //(,) nicht ver-

schwindet. ITiennit sind alle Voraussetzungen des genannten Existenz-

theorems erfüllt, und darum steht die eindeutige ümkehrbarkeit des

genannten Gleichungspaares fest.*)

Es bleibt nur noch zu beweisen übrig, daß die solchergestalt ge-

wonnene Funktion z = (p{iv) sich in jedem Punkte von 2^ analytisch

verhält. Daß x, y, als Funktionen von u, v betrachtet, stetige erste

Ableitungen haben, besagt schon der soeben in Anwendung gebrachte

Satz. Diese genügen ferner den Cauchy-Kiemannschen Differential-

gleichungen ., .- Q -^ ex cy öx cy

du cv ' dv du'

wie man nachrechnen kann.

Xoch einfacher ist indessen der folgende direkte Beweis. Man
will doch feststellen, daß Az/Aw gegen einen Grenzwert konvergiert,

wenn Ate dem Wert zustrebt. Nun ist einerseits

lim f"=/"(^j + 0,

WO Az die unabhängige Variabele ist, während man andererseits

Aj _ 1

Alf Aw
Az

hat, wobei Aiv jetzt als unabhängige Variable aufgefaßt werde. Läßt

man hier A(C gegen abnehmen, so nähert sich wegen der Stetigkeit

von (p{w) auch Az der 0, ohne jedoch wegen der Ein-eindeutigkeit

der Beziehung diesen Wert jemals zu erreichen. Daraus erkennt

man, daß die rechte Seite dieser Gleichung einem Grenzwert zustrebt

und zwar der Größe l/f"(z). Außerdem ist evident, daß diese

Funktion eine stetige Funktion von /r ist, und hiermit ist der

Beweis fertig:

dir y' \ ' f {z)

Dem Bereich E entspricht hiernach ein innerhalb T gelegenes

den Punkt Zq enthaltendes Kontinuum S der ,2- Ebene.

*} Man erhält hiermit allerdings zunächst eine quadratförmige Umgebung
des Punktes « ^ ^ "o + ^

'"o
Daraus kann man aber offenbar die gewünschte

kreisförmige Umgebung ausschneiden.
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§ 8. Konforme Abbildung.*)

Durch eine analytische Funktion tr = f(z) wird nach dem

vorhergehenden Paragraphen eine ein -eindeutige stetige Abbildung-

der Umgebung eines Punktes ,? = ,?(,, in welchem /'(^) sich analytisch

verhält und ['(z^j-^O ist, auf eine Umgebung des entsprechenden

Punktes
«<'o = /^(-^^o)

^®'" «<^-Ebene definiert. Wir wollen jetzt auf die

Beschaffenheit dieser Abbildung näher eingehen, indem wir zeigen,

daß kleine Figuren des einen Bereichs in annähernd ähnliche Figuren

des anderen Bereichs übergehen.

Die Fiinldion ir == az + h. Zu dem Ende wollen wir zunächst

die durch die spezielle Funktion

(1) w=f{z)==az-\-b, f\z,) = n^O,

definierte Abbildung untersuchen. Hier ist

(2) w — iVQ = a{z-z^).

Setzen wir , ...
z — Zq = r (cos qp + # sm 9)

,

IC — iVq = li (cos ^ + / sin O)

,

« == A Tcos a + i sin a)
,

so ergibt sich, daß

R = Ar, (P = (p + a

ist. Um diese Transformation geometrisch bequem zu deuten, spalten

Avir dieselbe in zwei Transformationen:

(I)
{'/=''

(II) 1^
= "^'

[ q) = g) -\- a. \
^ (p.

Denken wir uns die z- und die if' -Ebene wie zwei Blätter Papier

aufeinander gelegt und zwar so, daß die Punkte z^, /r^ übereinander

zu liegen kommen, während die reelle und die rein imaginäre Achse

der einen Ebene der reellen bezw. der rein imaginären Achse der

anderen Ebene parallel laufen und gleichen Sinn haben, so wird, der

Transformation (I) entsprechend, die ^^-Ebeue um den festen Punkt Zq

durch den Winkel a gedreht und darauf der Transformation (II)

gemäß, einer Ahnlichkeitstransformation mit dem Ahnlichkeitsver-

hältnisse A unterworfen, wobei z^ wiederum festbleibt. Auf diese

*) Die Resultate dieses Paragraphen sind bereits alle in Kap. 2, § 7 ent-

halten. Immerhin dürfte die einfache selbständige Herstellung der analytischen

Grundlage für dieselben -vermöge komplexer Variabelen schon an und für sich

von Interesse sein.
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Weise worden die Punkte der ursprüngliclien ."-Ebene in solche über-

geführt, welche auf die fest gebliebene ^^-Ebene projiziert die Ab-

bihlung (1) gerade bewirken. Hiermit sind wir zum folgenden Satze

geführt.

Durch die Funktion

icird eine heUebige Fitjur der z-Ehcne auf eine ähnliche Figur der

ni-J'Jbeiie ahgchildet. Das Ähnlichkeitsvcrhälinis hat den Wert 7"('^o)L

und die Abhildung erscheint um den Funkt iVq durch den Winkel

arc /"

'

{Zq) verdreh t.

Die allgemeine analytische Funktion iv = f{/). Die soeben be-

sprochene Abbildung ist für die durch eine beliebige analytische

Funktion u- = f{z) definierte Abbildung vorbildlich, wofern man sich

auf eine kleine Umgebung eines Punktes Sq beschränkt, in welchem

t" {^o)
nicht verschwindet. .

Aus der Beziehung

folgt nämlich:
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\ T \Po) I
I / \^o) 1

arc die — arc sin . „, , ,
< arc A^r < arc clv + arc sin ^. , ^—

,
' f (^o) I

= — f (~"o) '

so daß also der Bildpunkt iv^^ hiv des Punktes Zq-\- llz von dem

Bildpunkte iv^ -\- die desselben Punktes um eine Entfernung absteht,

welche im Vergleich zur Entfernung \div< klein ist, und zwar ist die

relative Abweichung um so kleiner, je näher der Punkt z dem Punkte

Zq gelegen ist.

Hiermit ist die Grundlage geschaffen sowohl für den Schluß,

daß die durch (3) definierte Abbildung loiiform ist:

dS = Mds,
wo

dS=\div\, di< = \l^z\, M^\f'{zy

ist. als auch dafür, daß diese Abbildung tvinleltreu ist:

Ö = Ö + «,

wo
@ = arc dw, 6 = arc A^, a = arc f"(z).

Wegen des Beweises, daß eine jede dieser beiden Eigenschaften die

andere stets nach sich zieht, sowie behufs einer eingehenden Er-

liiuterung des geometrischen Sachverhalts in Bezug auf die Abbildung

kleiner Figuren, vergleiche man die bereits zitierte Stelle, Kap. 2,

§ 7, Ende.

Beispiel. Durch die Funktion

iv = ^-,

also

H = a;^— y'^, v = 2o:y

wird der erste Quadrant der .?-Ebene auf die obere Hälfte der w-

Ebene konform abgebildet; vergl. Kap. 2, § 7, Fig. 23.

§ 9. Zwei geographische Karten.

Die Kartographie hat zur Aufgabe, die Oberfläche einer Kugel

auf eine Ebene abzubilden. Da dies ohne Verzerrungren nicht auoreht,

so verlangt man wohl entweder a) die approximative Erhaltung der Ge-

stalt oder b) die genaue Erhaltung des Flächeninhalts der Figuren.

Im Falle a) wird die Abbildunsjf eine konforme. Es o-ibt zwei in der

Praxis vielfach verwendete derartige Abbildungen und zwar a) die
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stereographische Projektion des Ptolemiius, b) die Mercatorsche

Karte. *)

a) Die stereograpkische Frojeldion.

Im Südpol A der Erdkugel konstniiere man die Tangentialebene

und durch den Nordpol lege man einen veränderliehen Strahl,

welcher die Kugel zum zweiten Mal im Punkte P und die Ebene

dann im Punkte Q trifft. Damit wird die Kugeloberfläche mit Aus-

nahme des Nordpols ein-eindeutig und stetig auf die Ebene bezogen.

Die Venvandtschaft ist eine isoffonale. Zunächst sieht man nämlich,

daß die Breitenkreise in eine Schar konzentrischer Kreise, die Längen-

kreise in das senkrecht darauf

stehende Strahlenbündel der

Ebene übergehen. Durch

einen beliebigen Punkt Q der

Ebene, dem der Punkt P der

Kugel entspreche, ziehe man
nun eine Kurve C und be-

zeichne man die Abbildung

derselben auf die Kugel mit F.

Zur Begründung der isogo-

nalen Eigenschaft muß man
dann folgende Relation nach-

weisen :

Fig. 55.

(1) <^kPfi = ^LQM,
wo PA die Tangente des

Längenkreises durch P und

Pu, QM bezw. die Tangenten von F, C in P, Q bedeuten; dem

Längenkreise APO entspricht ja die. Gerade AQL. Durch die

Geraden PQ, Pix lege man die Ebene 9'i; diese Ebene schneidet die

Projektionsebene offenbar in der Tangente Q3I der Kurve C. Die

beiden Ebenen IPa, LQM (also die Tangentialebene in P und

die Projektionsebene) stehen senkrecht auf der Breitenebene SOJ. Um
die in Aussicht genommene Relation (1) zu erhalten, genügt es also

zu zeigen, daß die Schnitte TP und TQ dieser Ebenen mit Sßl gleiche

Winkel mit PQ bilden: a = ß, denn daraus folgt, daß die beiden in

(1 1 auftretenden Winkel Spiegelbilder voneinander in Bezug auf die

durch T gelegte, die Gerade PQ rechtwinklig schneidende Ebene

*) Wegen der Literatur vergleiche man EneyUopädie , KID 6 a, Voss,

insbesondere Nr. 4.
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sind. Dies ergibt sich aber sofort aus den Sätzen der Elementar-

geometrie, da sowohl -^TPQ = a als ^TQP^ß die HJllfte des

Kreisbogens PO zum Maße haben, womit denn der Beweis er-

bracht ist.

Betrachten wir die Kugel von außen, die Ebene von derjenigen

Seite aus, an welcher die Kugel liegt, so haben wir es mit einer

isogonalen Verwandtschaft mit Umlegung der Winkel zu tun. Be-

trachten wir dagegen die Kugelfläche und die Ebene von einem inner-

halb der Kugel gelegenen Punkte oder von derjenigen Seite der

Ebene, an welcher die Kugel nicht liegt, so werden die Winkel

nicht umgelegt.

Die Ahhildung ist eine konforme. Es handelt sich darum zu

zeigen, daß die Relation

dö = 31ds

erfüllt ist, wo sich dö auf die Kugel, (7 6- auf die Ebene bezieht. Der

Punkt Ä sei der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten-

systems (;r, y) der Ebene, sowie (|, ->?, £;) des Raumes, wobei die ^-,

t^-Achsen bezw. mit den oc-, ^-Achsen

zusammenfallen und auch die positive

^-Achse durch den Mittelpunkt der Kugel

geht. Diese habe den Durchmesser 1

;

ihre Gleichung lautet dann, wie folgt:

(2) r+^^+U^-i) = 0.

Setzt man noch SP^r', ÄQ = r, und

bezeichnet man die Koordinaten von P, Q
^ bezw. mit (|. >/, ^), {x, y), so kommt

Fig. 56,

r
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.6)

dx'' -\- dy- =

d^+drf+d^

di'--\- dt]-+ df'

(1
- 1?

Hiermit erweist sieh die stereographische Projektion als eine

konforme Abbildung. Die südliche Halbkugel geht in das Innere

des Einheitskreises über. Dagegen wird die Umgebung des Nordpols

stark vergrößert und in entlegene Teile der Ebene geworfen. Um
dem abzuhelfen, projiziert man die nördliche Halbkugel vom Südpole

aus auf eine zweite die Kugel im Nordpol berührende Ebene. Die

beiden Karten zusammengenommen liefern so ein vollständiges Bild,

der Erdoberfläche. Es ist klar, daß man bei beiden Projektionen

die Äquatorebene, sowie allgemein jede andere dieser parallele, das

Projektionszentrum nur nicht enthaltende Ebene als Projektionsebene

verwenden kann.

b) Die Mercatorsche Karte. -"'.

Auf einen die Kugel längs

des Äquators berührenden Rota-
\

tionszylinder wird die Kugel, mit

Ausnahme der beiden Pole, in ein- i

eindeutiger Weise abgebildet, dann i

wird der Zylinder längs einer Er-

zeugenden aufgeschnitten und auf !

eine Ebene abgewickelt. Die Trans- ,

formation auf den Zylinder ge- '

schiebt, wie folgt Einem ver-

änderlichen Punkte P der Kugel

wird ein Punkt Q des Zylinders zu- '. . /
geordnet, welcher dieselbe Länge

hat wie P und auch auf derselben

Seite des Äquators liegt, dessen Fig. .07.

Abstand h vom Äquator aber so

bestimmt wird, a) daß u nur von der Breite ^ von P, nicht von

dessen Länge ö, abhängt: b) daß der Delation

d6 = Mds
»jfenügt wird. Zu dem Zwecke setze man u = f(cp)\ im übrigen habe

der Radius der Kutrel deii Wert 1. Nun ist

rfö' = dcp- -\- cos- rp dd- = cos- 9p Tsec^ <jp d(f^ -f dO')
,

r/s2 = f7a- + dO-,
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wo sich dö, (Is resp. auf die Kugel und den Zylinder beziehen.

Daraus erhellt, daß besagte Relation befriedigt wird, wenn man

du = seccp dcp,

« = logtan(^ +^)

setzt, und das ist eben die Mercatorsche Beziehung, wodurch u

und
(f

miteinander verknüpft werden. Dabei ist M = cos cp.

Die Mercatorsche Karte eignet sich besonders zu Schiffahrt-

zwecken. Soll ein Schiff nämlich von einem Punkte Ä nach einem

zweiten Punkte B fahren, ohne den Kurs zu ändern, so heißt das

eben, daß der beschriebene Weg alle Längenkreise unter gleichem

Winkel schneiden soll. Die Abbiklung dieses Weges auf die Mer-

catorsche Karte besteht ersichtlich aus der die Punkte Ä und JB

verbindenden Geraden, wodurch denn auch umgekehrt der Kurs be-

stimmt wird.

§ 10. Die Transformation durch reziproke Radien.

In einer Ebene werde ein Kreis K vom Radius a mit dem

Mittelpunkte angenommen. Sei P ein beliebiger Punkt der Ebene.

Man führe P in denjenigen auf dem Halbstrahl OP gelegenen

Punkt Q über, wofür

(1) OPOQ = a'-

ist. Dadurch entsteht eine Transformation durch remproJce Radien

oder eine Spiegelimfj am Kreise K. Dieselbe ist im allgemeinen ein-

eindeutig, nur dem Mittelpunkte des Kreises entspricht kein

eigentlicher Punkt der Ebene.*) Dabei bleiben die Punkte des

Kreises K selbst ungeändert, während das Innere und das Äußere

von K miteinander vertauscht werden. Wendet man die Transfor-

mation zweimal hintereinander an, so führt sie jeden Punkt in seine

ursprüngliche Lage wieder zurück, sie ist also involutoriscli.

Geometrisch konstruiert man den Punkt Q in bekannter Weise,

vercrl. die Einleitung, Fio-, 47.

1. Satz. Die Transformation durch reziprol^e Piadien ist eine

honforme mit ümlegung der Winliel.

*) Den unendlich fernen Bereich der Ebene faßt man in der Geometrie

der reziproken Radien als einen Punkt auf und ordnet denselben dem Punkte
ZU; vergl. Kap. 7, § 9.
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Zum Beweise genügt es offenbar zu /eigen, daß df-r Winkel u,

welchen die Tangente einer beliebigen durch /* gehenden Kurve

mit F bildet, gleich demjenigen Winkel /3 ist, welchen die Tangente

i\^^\- Bildkurve V in Q mit OQ einschließt. Durch P und einen be-

nachbarten Punkt P' von C* lege

man eine Sekante und ebenfalls

durch Q und Q' eine zweite Se-

kante. Dann erweisen sich auf

Grund der Beziehungen

ov. OQ^ OP'- oq = a'

die Dreiecke OFF', O'/Q als

ähnlich, und. man hat also
Fig. 58.

^ OFF'=<^ OQ'Q.

Läßt man jetzt F' an F heranrücken, so nähert sich auch Q' dem

Punkte Q, und der Beweis ergibt sich ohne weiteres.

Genau genommen müßte man eio-entlich noch nachweisen, daß

der Transformation die Kontinuitätseigenschaften zukommen, wie sie

in Kap. 2, § 7 vorausgesetzt sind. Daß dem nun auch wirklich so

ist, erhellt sofort aus der analytischen Form der Transformation,

welche wir jetzt noch heranziehen wollen. Führt mau ein Carte-

sisches Koordinatensystem so ein, daß der Kreis K zum Einheitskreise

X- + ^- = 1

wird, so kommt:

(2)

und umgekehrt:

. X

x--\- y -'

V

V

y
X- + if

'

x'--\- y

2. Satz. Durch die Transformation vermittels reziprol'er Radien

ivird das System von Kreisen und Geraden der Ebene in sielt iiher-

geführt.

Die Kurven dieses Systems werden durch die Gleichung dar-

gestellt :

(4) a (x- + ?/') -^hx + €tj + d = 0,

wobei die Koeffizienten, damit sich nur reelle Kreise einstellen, an

die Bedingung geknüpft sind:

(5) h^+c^-4ad>0.
Durch die Transformation f3) geht (4) in

a + hx' + cy' + d (x^ + y'^) =
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über, wofür nun die Beziehung (5) auch gilt, w. z. b. w. — Eine

Transformation der Ebene, welcher diese Eigenschaft zukommt, heißt

eine Kreisverivandtschaft. *)

Insbesondere werden die durch den Mittelpunkt des Kreises K
gehenden Geraden einzeln in sich transformiert, während jeder anderen

Geraden ein durch gehender Kreis entspricht, dessen Tangente

in mit der betreffenden Geraden parallel verläuft. Umgekehrt

wird ein durch den Punkt gehender Kreis stets in eine Gerade

verwandelt. Da die Punkte vom Kreise K je in sich selbst über-

gehen, so wird ein Kreis, welcher K unter einem Winkel a schneidet,

in einen zweiten Kreis transformiert, welcher K in denselben beiden

Punkten, aber unter dem Winkel — a schneidet. Schneidet ein Kreis

den Kreis K insbesondere unter einem rechten W^inkel, so geht der-

selbe in sich über. Eine Gerade, welche K trifft, wird in einen Kreis

mit denselben Schnittpunkten verwandelt, der außerdem durch geht,

und umgekehrt.

Definition. Zwei Punkte, die bei der Spiegelung an einem

gegebenen Kreise einander entsprechen, heißen l-onjugiert. Man sagt

wohl auch, der eine ist der SjnegelpunJd des anderen in Bezug auf

den Kreis. Diese Definition läßt sich als eine Verallgemeinerung der

gewöhnlichen Definition der (optischen) Spiegelung in einer Geraden

ansehen und deckt sich mit dieser, wenn der Fiadius des Kreises

unendlich wird.

3. Satz. Das System von einem Kreise ßezic. von einer Geraden)

und zicei in Bezug darauf lonjugierten PunJcten Ueibt invariant hei

einer heliehigen Transformation durch reziproke Radien.

Zum Beweise zeigen wir, daß alle durch einen der beiden Punkte

gehenden, den gegebeneu Kreis senkrecht schneidenden Kreise auch

durch den zweiten Punkt gehen. Man fasse irgend zwei dieser Kreise

ins Auge und spiegele die Ebene am gegebenen Kreise. Dann gehen

die beiden Kreise in sich über, während ihre beiden Schnittpunkte

miteinander vertauscht werden. Daher fällt der zweite Schnittpunkt

mit dem zweiten der beiden gegebenen Punkte zusammen. Umgekehrt

sind zwei Punkte in Bezug auf einen Kreis konjugiert, wenn sie die

gemeinsamen Schnittpunkte einer Schar auf dem Kreise senkrecht

stehender Kreise sind.

Führt man jetzt eine beliebige Transformatioii durch reziproke

*) Diese Transformationen sind zuerst von Möbius (1853) eingehend unter-

sucht worden: Werke, Bd. 2, S. 205 u. 243.
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Kadien aus, so geht der gegebene Kreis, nebst der Schar diucli dif

beiden gegebenen Punkte gehender Kreise, in ein gleiches System

über, und da bei der Transformation die Winkel erhalten bleiben, so

steht die neue Schar wieder senkrecht auf dem neuen Kreise.

Die entsprechende Transformation der Kmicl. Projiziert man die

Ebene stereographisch auf die Kugel, derart daß der Kreis K in den

Äquator übergeht, (vergl. § 9), so definiert die Transformation (\)

eine Transformation der Kugel in sich, bezüglich deren der folgende

einfache Satz besteht.

4. Satz. Der Transformation durch reziproke Eadien entspricht

eine Spiegelung der Kugel in der Ebene des Äquators.

Die Koordinaten der den Punkten P: (x, y) und Q: (x', y )

entsprechenden Punkte der Kugel bezeichne man mit (^, ij, i;) bezw.

(I', ij', ^'). Dann wird nach § 9, (3),

^ 1-:' y i-v "^ i-r
sein, woran sich noch drei ähnliche Gleichunfjeu für die orestrichenen

Buchstaben reihen. Durch Kombination dieser mit den vorstehenden

Gleichungen (2) . kommt

:

1 - r t ' 1 - r r' i - r t
'

Aus der letzten Gleichung folgt dann:

s = 1 - r.

Demnach ist

b'=5, v' = n, v — ^ = — (2 — 0.

was eben zu beweisen war.

§ 11. Die allgemeine lineare Transformation.

In § 8 ist die geometrische Beschaffenheit der ganzen linearen

Transformation

:

tv = az ^ h, rt. 4= 0>

bereits eingehend besprochen worden, und es ist insbesondere gezeigt,

wie sich diese aus bestimmten erzeugenden Transfortn<dionen zu-

sammensetzen läßt. Um die allgemeine lineare Transformation *)

*) Der Ausdruck , =^ ad — hc heißt die Determinante der linearen
c (1

i

Transformation. Verschwindet sie, so läßt sich der Zähler durch den Nenner
teilen, so daß also alle Punkte der Ebene mit .Ausnahme eines einzigen'i in

ein und denoelbeu Punkt übergeführt werden. Diesen Fall lassen wir hinfort

bei Seite.
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(1) ''--"^P ad-hc^O,

in ähnlicher Weise zu behandeln^ brauchen wir nur noch die eine

Transformation

(2) «^" = 4-

heranzuziehen. Diese erhält man nach Formel (^2) der Einleitung,

indem man die 2'-Ebene zuerst im Einheitskreise spiegelt (vergl. § 10),

um sie darauf einer zweiten Spiegelung in der reellen Achse zu

unterwerfen.

Erforschen wir jetzt die entsprechende Transformation der Kugel.

Wenn wir die Ebene so stereographisch projizieren, daß der Einheits-

kreis in den Äquator übergeht, so entspricht der ersten jener beiden

Spiegelungen nach § 10 eine Spiegelung der Kugel in der Äquator-

ebene. Die zweite Spiegelung führt aber offenbar auf eine Spiegelung

der Kugel in der Ebene tj = 0. Daraus leitet man sofort das

folgende Resultat ab.

1. Satz. Der Transformation (2) entspridd eine Drehung der

Kugel um den Dnrcltmesser rj = 0, ^ = y durch den Winkel n.

Wir heben noch besonders hervor, daß hierbei die Umgebung
des Nordpols auf diejenige vom Südpole konform bezogen wird.

Wenden wir uns nunmehr zur allgemeinen linearen Transfor-

mation (1), wobei wir jetzt c =4= voraussetzen dürfen, so erkennen

wir leicht, daß sich dieselbe auf folgende Reihe von Hilfs- oder er-

zeugenden Transformationen zurückführen läßt:

1) z=z-\-a, wo c« + f/==0;

2) /=1//'-,

3) ^,^=^ + ^"i'/'.

Hiermit haben wir Anschluß an den bereits erledigten Fall einer

ganzen linearen Transformation (§ 8) erreicht. Das Ergebnis sprechen

wir, wie folgt, aus.

2. Satz. Die allgemeine lineare Transformation

iv = r~j , ad — bc ^ 0,
]

cz-\-d' ' '

setzt sich aus einer Parallelverschiebung, einer Transformation durch

resiprohe Radien, einer Spiegelung in einer Geraden, einer Drehung,

einer Ahnlichkeitstransformation und einer ziveiten Parallelverschiebung

der z-Ebene zusammen. Im besonderen können einige dieser erzeugenden

Transformationen fehlen.
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Da eine jede dieser Transformationen entweder selbst eine

Spiegelung im Sinne des vorhergehenden Paragra])hen ist oder sieh

doch aus zwei Spiegelungen zusammensetzen läßt*), so haben wir

ferner den

)>. Satz. Die c(U(/emeine lineare Transformation läßt sich stets

aas einer geraden AnsoJil von Spiegelangen susammensetsen. Sie ist

(les/ialh eine Kreisvera-andtscJiaff ohne Umlegung der Winlel.

Dieser Satz läßt eine Umkehrnng zu, wie in einem späteren

Kapitel einmal gezeigt werden soll. Sind nämlich allgemein zwei

Kugeln ausnahmslos ein -eindeutig und konform aufeinander bezogen,

so sind die entsprechenden Ebenen linear miteinander verwandt.

Wir fügen noch einen Satz hinzu, dessen Beweis sich aus den

Entwicklungen von § 10 sofort ergibt.

4. Satz. Durch die allgemeine lineare Transformation tverden

zivei in Bezug auf einen Kreis (hezw. eine Gerade) lionjugierte Punlde

in ziiei Punlde iihergeführt, welche in Bezug auf den transformierten

Kreis (hezK. die transformierte Gerade) ehenfalls Jconjugiert sind.

Die zu (1) inverse Transformation ist folgende:

— dic-\- b
z = '-

ew — a

Aufgabe. Sind zwei lineare Transformationen je mit nicht

verschwindender Determinante gegeben und führt man die beiden

hintereinander aus, so entsteht eine Transformation der Ebene, die

ebenfalls eine lineare Transformation mit nicht verschwindender Deter-

minante ist.

Den Satz kann man kurz, wenn auch weniger vollständig, in der

Form aussprechen: Das ProduJd zweier linearen Transformationen ist

*i Eine Verdrehung der Ebene um den Punkt durch einen Winkel qp

kann man bekantlich aus Spiegelungen erzeugen. Seien nämlich OA und OB
zwei von ausgehende Halbstrahlen , wofür <^ ÄOB = cp ist. Man halbiere

diesen Winkel vermittels des Halbstruhls ()C. Spiegelt man jetzt die Ebene
einmal am Yollstrahle OC , sodann noch am Vollstrahle OB. so kommt besagte

Uotation gerade zu Stande.

Die Parallelverschiebungen subsumieren sich unter die Rotationen als

(ireiizfciUe dieser, wobei der Punkt ins Unendliche rückt. Soll also eine

derartige Transformation tr ^= z -\- a vorgenommen werden, so konstniiere man
vor allem den Vektor cc und errichte dann im Anfange A, im Endpunkt B
und im Mittelpunkt C desselben drei Lote, womit die Vollstrahlen (A), {B), (C)

zusammenfallen mögen. Durch eine Spiegelung an (C), worauf dann eine

Spiegelung an (B) folgen soll, entsteht nun die in Aussicht genommene Parall 1-

vorschiebung.
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wieder eine lineare Transformation. Hiernach bilden die linearen Trans-

formationen mit nicht versehwindender Determinante eine Gruppe.

§ 12. Die Funktion iv = ^"'.

Ist ni eine "positive ganze Zahl, so ist die Funktion f\z) = 5"'"

in der ganzen *- Ebene eindeutig und analytisch. Da die Ableitung

f'(^s) = n(,2"'~''- im Punkte z = 0, sonst aber nirgends, verschwindet,

so erweist sich damit die Abbildung der Umgebung eines beliebigen

Punktes ^o + auf die «-Ebene als ein-eindeutig und konform.

Setzt man
z = r (cos g) -{- i sin q))

,

tv= R(cos ^ -f- i sin^),

so führt die Gleichung

w = ^"'

zu den Relationen

(1) 4-2k7t
w = —

R = r"\ r = B'

= niq),

wo k = 0, 1, • • m — 1 ist.

Wir wollen hier Q zunächst auf das Intervall

£0£7t
beschränken und zugleich /.• = 0. nehmen. Dadurch wird q) zu einer

eindeutigen Funktion von Q in diesem Intervall. Bei dieser Fest-

setzung wird eine beliebige innerhalb des Winkels ^ qp ^ 7c/f)i

gelegene Figur der .?- Ebene ein-eindeutig und konform auf eine

o ^ J
Fig. 59.

Figur der oberen Hälfte der tu -'Ebene abgebildet. Insbesondere heben

wir zwei Bereiche hervor: a) der Sektor des Einheitskreises O^r^l,
0^(p^:jt/m wird auf den Halbkreis O^R^l, ^ ^ nr be-

|

zogen; b) dem Winkel 0^(p^7tim entspricht die ganze Halbebene
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^ ^TC. (Wegen des Falles m = 2 verirl. man § s^ Ende, so-

wie Kap. 2, § 7, Fig. 23.)

In der Spitze des Winkels (2 = 0) hört die Abbildung Jiuf, kon-

form zu sein. Schneiden sich nämlich zwei Kurven dort unter einem

Winkel ß, so schneiden sich die Bildkurven im Punkte /v = unter

einem Winkel )n ß.

An Stelle des Intervalls ^ O ^:t kann man auch jedes andere

Intervall r. ^ ^ ^ ^^0 ^0^<27C

setzen. Das entsprechende Intervall für (p wird stets ein ;>/-tel so

groß sein: ^ (p ^ <Pi
= 0^/m. Ein Sektor des Einheitskreises der

.s- Ebene mit der Winkelöffnung (p^ wird somit auf einen Sektor des

Einheitskreises der /'r-Ebene mit der Winkelöffnung 0^ = m(f\ ab-

gebildet. Diese Abbildung kann man sich etwa so erzeugt denken,

daß man zunächst den ersten Sektor wie einen anfangs nur zum

Teil geöffneten Fächer weiter aufschlägt. Dem entspricht die Trans-

formation _
r = r , . 9) = m(p.

Die solchergestalt erhaltene Abbilduucr ist indessen noch keine kon-

forme; sie wird erst zu einer solchen, wenn man die Punkte des so

transformierten Sektors längs der Radien der Spitze zurücken läßt

und zwar so, daß „ ^'

Pt = f"\ = (p.

Ähnliches gilt auch für den außerhalb des Einbeitskreises ge-

legenen Teil des Winkels: 1 ^ *", ^ qp ^ r/^, nur rücken die

Punkte jetzt bei der zweiten Transformation vom Einheitskreise

weiter fort. Besonders einfach läßt sich diese Transformation auf

der Kugel verfolgen. Projiziert man stereographisch so, daß der

Einheitskreis in den Äquator übergeht, so wird, der ersten Trans-

formation gemäß, ein Kugelzweieck, dessen Ecken in den beiden

Polen liegen, nach der Art eines Lampions aufgemacht, während

die Punkte der Kugeloberfläche, der zweiten Transformation zufolge,

längs der Längenkreise vom Äquator fort rücken, und zwar so, daß

zwei Punkte, welche ursprünglich Spiegelbilder voneinander in der

Äquatorebene waren, es auch fortwährend bleiben.

Ist m keine ganze, sondern eine beliebige reelle gebrochene oder

irrationale Zahl, so wird die Funktion f(z) = z'" durch die vier

Spezies nicht mehr definiert. Man kann .s'" dann immerhin noch

mittels der Gleichungen (1) erklären. Die Funktion wird zwar nicht

mehr eindeutig sein, doch sieht maji, daß sich in der Umgebung
Osgood, Fuaktionentheorie. I. 14
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eines beliebigen Punktes ^ =j= solche Werte der Funktion zusammen-

fassen lassen, daß eine eindeutige und stetige Funktion zu Stande

kommt. Sei m > 1:

m = — , < ß < ;r.

Fügt man dann zu (V) noch die Bedingung hinzu, daß

sein soll, so wird im Bereiche ^ r, ^tp ^a der ^^-Ebene

eine Funktion
n

IV = ^'" = 2^"

eindeutig definiert:

welche sich in jedem innein Punkte des Bereiches analytisch verhält^

denn die Funktionen

u = 7-"» cos m cp , V = r"* sin m ^

genügen ja den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, vergl.

§ 6, 3. Aufgabe. Diese Funktion bewerkstelligt eine ähnliche Ab-

bildung wie die vorhin besprochene Funktion ä™, wo m eine ganze

Zahl ist. Insbesondere wird ein in der ^- Ebene befindlicher Kreis-

sektor mit der Winkelöffnung a auf einen Halbkreis der ?r-Ebene

konform abgebildet.

Schließlich sei noch auf die Abbildung verwiesen, die entsteht,

wenn man 3»^ gleich 2% annimmt:

Dadurch wird das Innere des Winkels ^(p ^2a der .^-Ebene auf

die längs der positiven reellen Achse aufgeschnittene «r- Ebene ein-

eindeutig und konform abgebildet. Den beiden Schenkeln des Winkels

entspricht dagegen in der ft-- Ebene die doppelt zu zählende positive

reelle Achse.

Der Fall, wo < m < 1 ist, läßt sich in ähnlicher Weise be-

handeln. Bei geeigneter Bestimmung des Funktionswertes bestehen

dann gleichzeitig die Gleichungen
1

IV = z^, z= n: .

Auch der Fall m < kann auf Grund der Gleichungen (1) direkt

erledigt werden; oder man kann vom Falle m > aus durch die

Transformation w = z~-^ dazu srelaugen.
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Zur Veranschaulichung des Gesamtverlaufs der Funktion bedient

man sich einer Iliemannschen Fläche, vergl. Kap. S.

Aufgabe. Man zeige, daß

dz

ist. Welchen Wert muß man hier der Funktion z"*~'^j dem einmal

gewählten Wert der Funktion z'" entsprechend, beilegen'?

§ 13. Die Exponentialfunktion.

Die reelle Funktion a^ , wo a eine reelle positive Zahl i.st und

X alle reellen Werte durchläuft, genügt der Funktionalgleichung

(1) f(?^ny)=fi^ + y),

wodurch denn auch die Haupteigenschaft dieser Funktion zum Aus-

druck kommt.*) Mittels der Beziehung

(2) «-^ = 6"'°"6"

führt man die allgemeine Funktion cf auf eine spezielle Funktion
&' zurück. Der für die Zwecke der Analysis geeignetste Wert von h

ist die Zahl

.= lim (l + i^y" = 2,71X28...,
111= X ^ '

denn die Ableitung und die Taj-lorsche Reihenentwicklung nehmen

dann eine vereinfachte Form an:

|i' = ^, e. = i + , + |; + |; + ....

Wir wollen jetzt suchen, eine Funktion f{z) des komplexen Ar-

guments z = X ^ yi so zu definieren, daß dieselbe

a) für reelle Werte von z mit e^ zusammenfällt;

b) der Funktionalgleicbung (1):

(3) /(^x)/'(^2)=/X^l + ~^2),

wo z^, z^ beliebige komplexe Zahlen sind, Genüge leistet;

cj für alle Werte des Arguments eindeutig und analytisch ist,

während endlich

d) ii„, m^m _ 1

- = o
^

ist.

*) Wegen einer elementaren Behandlung der reellen Exponentialfunktion,

sowie der Potenzen, sei auf ein späteres Kapitel verwiesen. Vor der Hand
stellen wir uns auf den Standpunkt der niederen Analysis und setzen die

nötigen Existenztheoreme und Stetigkeitsbeweise voraus.

14*
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Sollte es uns gelingen, eine solche Funktion zu finden, so müßte

insbesondere: ..
, .. /.//., -x ,. ^/ -n

/ {x + yi) = fix) f[yi) = e^fiyi)

sein. Es handelt sich also nur um eine geeignete Erklärung der

Funktion für rein imaginäre Werte des Arguments. Nun war man

schon früh auf formalem Wege zur Relation

(4) e'i'' = cos q) + i sin cp

gelangt, indem man in der Taylorschen Reihe für r' das Argument

einfach gleich cpi setzte und darauf im Anschluß an die Taylorschen

Reihen für Sinus und Kosinus:

sin(jp = <p — -^, + 5; ,

COS(p= 1-
2; + i! .

reelles und rein imaginäres formal trennte. Dieser Formel (4) wollen

wir uns nun geradezu zur ErTdärung der Funktion bedienen, indem

wir sagen: Für rein imayinäre Werte des Aryunients soll die Funktion

f{z) durch die Gleichung definiert werden:

f{yi) = cosy + i sin //.

Man wird also dazu geführt, die Funktion f{s) durch die Gleichung

f\z) = e'^cosy + i siny)

zu definieren.

Damit ist f{z) wenigstens für alle Werte von z eindeutig erklärt

und stetig. Sehen wir jetzt zu, ob die Funktion auch den weiteren

Forderungen gerecht wird. Daß sie a) genügt, ist sofort klar.

b) genügt sie ebenfalls:

Denn es ist

e^^ (cos
«/i + i sin y^ e^= (cos y^ + / sin y^

= e^'+'= [cos {y^ + 2/2) + i sin {y^ + ij^)]

.

Was nun c) anbetrifft, so ist

f{z) = u -\- vi ^^ e^ cos y + ie' sin y

.

Hier genügen die Funktionen h, v den Cauchy-Riemannschen Diffe-

rentialgleichungen, und zwar ist

de^ de^
^

dz dx

Daraus erkennt man ferner, daß

lim
^^^^-^^^^r(Q)=^"=l

ist, und mithin ist auch die letzte der vier Bedingungen erfüllt.
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Die hiermit erweiterte Funktion c- hat die Periode 27t/:

Man zeiift leicht, daß sie aber keine andere Periode als nur cranz-

zahlige Vielfache von "liii hat.

§ 14. Die trigonometrisclien Funktionen.

Aus der Definitionsformel f4), § 13:

(M)i = ßQg ^ -]- / sin qp,

wo 9? eine reelle Zahl bedeutet, ergibt sich eine Darstellung der

Funktionen sin x, cos x für reelle Werte des Arguments mittels der

Exponentialfunktion

:

e^'— e~^'

sm X = ~.—
,

cos X = ~

Die rechter Hand stehenden Funktionen sind aber nach § 13 für alle

Werte des Arguments eindeutig definiert und verhalten sich außer-

dem nach den Sätzen von § 5 in jedem Punkte der ^'- Ebene analytisch.

Durch dieselben kann man also sin z^ cos z für komplexe Werte des

Arguments erklären:

sm »;

cos^

2«' '

und zwar verhalten sich diese Funktionen in der ganzen Ebene ana-

Ivtisch. Sollen sie sich nun in der Tat als echte Verallgemeinerungen

der reellen Funktionen sin a.', cos x erweisen, so müssen sie vor

allem der Funktionaleigenschaften dieser Funktionen teilhaftig werden,

d. h. sie müssen den Funktionalgleichungen

sin {z^ -f z.^ = sin z^ cos z^ + cos z^ sin z^
,

cos {z^ + Z.2) == cos z^ cos Z.2 — sin z^ sin z^

Genüge leisten. Daß dies auch wirklich der Fall ist, rechnet man
leicht nach.

Aufgabe 1. Man beweise die Formeln:

il sin z d cos z—V - = cos^, ,
- = — sm^,

dz ' dz '
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siu^ s -\- cos- ^ = 1

,

^\\\[z + I)
= cos,*',

sin ( *" + :;r) = — sin z
,

sin (z -\-27C) = sin^.

Aufgabe 2. Man zeige, daß die Funktiouen sin ^, cos ^^ keine

anderen Nullstellen und auch keine anderen Perioden als nur die-

jenigen der reellen Funktionen sin x, cos x haben.

Aufgabe 3. Man bestimme alle Wurzeln der Gleichungen

a) sin5^ = 2, b) cos 2' = — bi.

Die Fiinhtionen tan z, cot z, iistv. Die übrigen trigonometrischen

Funktionen werden durch den Sinus und Kosinus erklärt:

, sin ^r cos z
tan z = , cot z = .— , usw.

cos 2 ' sin z '

Sie verhalten sich in jedem Punkte der Ebene analytisch, in dem sie

definiert sind, also überall mit Ausnahme der Punkte ^ = ^ + I&tc

bezw. z ^ + JcTC, (Ji = 0, 1,2, • •) usw., und genügen im übrigen

denselben Funktionalgleichungen wie die entsprechenden reellen Funk-

tionen: insbesondere lassen sie dieselben Perioden wie diese zu.

§ 15. Der Logarithmus und die inversen trigonometrischen

Funktionen; die allgemeine Potenz.

Die der Exponentialfunktion entsprechende Umkehrfunktion wird

durch die Gleichung

(1) e"-- = z

bestimmt, wobei z ^= x -\- yi eine vor der Hand beliebig gegebene

Zahl und w = n + vi aus (1) zu berechnen ist. Der Gleichung (1)

sind die beiden anderen äquivalent:

e" cos V = r cos qo , e" sin v ^ r sin qj ,

wo ,^ = r (cos^ — ?' sin qp) gesetzt ist. Durch Auflösung letzterer

Gleichungen nach (ii, v) erhält man:

f u = log r = log z
,

(2)
o n

;

[ V = <p = arcz.

Ist z = ö, so läßt (1) keine Lösung zu. Für jeden anderen

Wert von z liefern aber die Gleichungen (2) unendlich viele Werte-
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paare (u, v). Die entsprechenden Werte von iv werden als log ^

bezeichnet:

tv = lot? z

(3) = log r -|- 9? / = log z, 4- i arc ^.

Die Werte von log ^ unterscheiden sich um Vielfache von 2ni

voneinander. In der Umgebung eines beliebigen Punktes z^^
lassen sie sich so zusammenfassen, daß die ein und demselben Systeme

zugehörigen Werte eine eindeutige Funktion bilden, welche sich in

jedem Punkte der betreffenden ümgebuug analytisch verhält; denn

sie fällt ja mit der zur Funktion /"(«') = 6'" gehörigen Umkehrfunktion

zusammen, vergl. § 7. Man kann aber auch direkt zeigen, daß die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfüllt werden, vergl.

§ 6, o. Aufgabe. — Der positiven reellen Zahl x kommen hiernach

außer dem reellen log ;r noch die komplexen Werte \o^ x -\- 2k7ci,

/.• = + 1, + -; • ; zu, während der Logarithmus der negativen Zahl

— X die Werte log x + (2/:+ 1) 7ti erhält.

Die Funktion log z genügt bei geeigneter Bestimmung der darin

auftretenden Logarithmen der Funktioualgleichung

(4) log z^ + log z^ = log {z^ z,)

,

wobei z^, z^ zwei beliebige von verschiedene Zahlen sind. Hier

darf man irgend zwei Termen ie eine beliebige Bestimmunor beilecren,

alsdann gibt es stets eine Bestimmung des dritten Termes, welche

die Gleichung befriedigt. Es besteht außerdem die F'ormel (vergl.

§ 6, Aufgabe 3)
d log z 1

dz z

Konforme Ahhüdmig. Untersuchen wir jetzt die durch die

Funktion iv = \ogrz definiei-te konforme Abbildung. Man nehme als

Bereich T die ganze Zahlenebene mit Ausnahme der positiven reellen

Achse inklusive des Punktes .0 = und ordne einem veränderlichen

Punkte z von T diejenige Bestimmung von cp zu, welche zwischen

und 2:1 liegt. Durch die Gleichungen (2) wird dann eine in T ana-

lytische Funktion

IV = log r -\- cpi

definiert. Die Schar von Kreisen

r = p, < g) < 2n-,

wo Q einen Parameter bedeutet, geht dabei in die Strecken

u = log Q, V = (p
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über, während der orthogonalen Schar von Geraden

< >• < oo

,

(p = 0,

wo 6 jetzt der Parameter ist, die der n- Achse parallelen Geraden

u = log ;•, i' = ö

entsprechen. Dadurch wird der Bereich T ein -eindeutig- und kon-

form auf einen Streifen der (;ii, v) -Ebene abgebildet, während der

doppelt zu zählende Rand von T in die beiden Begrenzungsgeraden

dieses Streifens, v = 0, v = 27i übergeführt wird.

Fig. 60.

Hätte man dem veränderlichen Punkt g diejenige Bestimmung

von (p zugeordnet, welche zwischen 2Jc7t und (2Z-l-2)jr liegt, wo Je

eine beliebige, aber feste ganze Zahl ist, so wäre man zu einem

kongruenten von den Geraden v = 2Jc7t, ?; = (2Ä-f2)jr begrenzten

Streifen der w- Ebene als Abbildung geführt worden.

Auf diese Weise wird der ganze Vorrat von Werten, welche die

auf Grund der Gleichungen (2) definierte Funktion iv in T annimmt,

gerade erschöpft, indem dieselben zu in T eindeutigen Funktionen

zusammengefaßt werden, wovon eine jede sich in jedem Punkte

von T analytisch verhält. Dabei hat die positive reelle Achse der

^- Ebene bisher eine Sonderrolle gespielt. Man überzeugt sich aber

leicht, daß auch für diese Punkte und deren UmQ-ebuntren dasselbe
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Resultat erreicht werden kann, indem man als Befjrrei]znn,<; von T
statt der positiven reellen Aehse eine beliebige aiulere diese und sich

selbst nicht überschneidende von ^ = ausgehende und ins Unendliche

laufende Kurve, etwa die negative reelle Achse, nimmt. Durch die

Riomannsche Fläche erhält man aber erst eine einheitliche Darstellung

für den Gesamtverlauf der Funktion.*)

Die beiden geographischen Karten von § 0. Durch die Funktion

IV = log z wird man nach dem Vorhergehenden zu einer konformen

Abbildung der längs eines Halbstrahls aufgeschnittenen Ebene auf

einen Streifen geführt. Implizite ist uns eine solche Abbildung schon

einmal begegnet, denn durch die stereographische Projektion dei- Ebene

auf die Kugel, wobei der Südpol dem Anfang jenes Halbstrahls ent-

sprechen soll, wird der Bereich T auf die längs eines Längenhalb-

kreises aufgeschnittene Kugelfläche K konform bezogen, während K
andererseits mittels der Mercatorschen Projektion wieder auf einen

Streifen ZI abgebildet wurde. Da nun T und E beide auf K konform

bezogen sind, so kommt dadurch eben eine konforme Abbildung von

T und E aufeinander zu Stande. Diese Abbildung stimmt in der

Tat mit der durch den Logarithmus delinierten überein, wie der Leser

leicht nachrechnen kann.**)

Aufgabe 1. Man zeige, daß die der Sinusfunktion entsprechende

Umkehrfunktion durch die Formel gegeben wird:

arc sin .c = / log (]/l — z^ — iz),

wobei die Quadratwurzel beide Bestimmungen zuläßt; ferner, daß

sich die verschiedenen Bestimmungen dieser Funktion in der Um-
gebung eines beliebigen Punktes ^o + =t 1 zu solchen eindeutigen

Funktionen zusammenfassen lassen, welche sich in jedem Punkte der

betr. Umgebung analytisch verhalten.

Aufgabe 2. Man bestätige durch direktes Ausrechnen, daß die

vorstehende Formel für reelle zwischen — 1 und -\- 1 gelegene \^ erte

von z bei geeiorneter Wahl der Funktionswerte zur reellen Funktion

arc sin x führt.

*) Man vergleiche Kap. 8, § 1. Der Leser wird gut tun. diesen I'aragraphen

jetzt schon zu lesen.

**) Da bei der stereographischen Projektion der Durchmcssvr, bei der

Mercatorschen der Baclius der Kugel als geouietri.sche Einheit genommen wurde,

so darf man bei den analytischen Ausführungen auch nicht unterlassen, diesem

Umstände Rechnung zu tragen.
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Aufgabe 3. Man leite die Formel ab:

d arc sin z 1

d~z
^ yiTiT«

Aufgabe 4. Man führe dasselbe für die der Tangensfunktion

entsprechende Umkehrfunktion durch. Die Formeln lauten hier:

. i , 1 — iz i , i 4- z
arc tan z = -^ log --,

—

— = - log ~—
,

d arc tan z 1

Tz ^ r+ ^ '

und die Ausnahmewerte von z sind die Werte ^ = + /.

Daß die so erhaltenen Funktionen denselben Funktionalgleichungeu

genügen, wie die entsprechenden reellen Funktionen, könnte man auf

rechnerischem Wege direkt bestätigen. Wir werden aber später

(Kap. 9j ein allgemeines Verfahren — das sogenannte Prinzip der

analytischen Fortsetzung — kenneu lernen, welches uns dieser Mühe
überhebt. Auf Grund jenes Prinzips lassen sich auch die übrigen

inversen trigonometrischen Funktionen mittels der bekannten Formeln

für die entsprechenden reellen Funktionen*) sofort hinschreiben. So

ist z. ß.

1t . . -,/r- s , T/1— 2^
arc cos 2 = ~ arc sm z = arc sm 1/ 1 — z^ = arc tan == usw.,

woraus sich insbesondere ergibt, daß

arc cos z =- i log \z + i ]/l — z^) .

Die allgemeine Potenz.

Zur Definition der allgemeinen Potenz,

wo ^ =t= und J? zwei beliebige reelle oder komplexe Zahlen sind,

knüpft man an die für reelle Zahlen a, & geltende Beziehung:

an und setzt sonach fest:
^B _ gBlog.4^ ^4 ^ 0,

wobei e- die in § 13 erkläi-te Bedeutung hat. Da log A vieldeutig

ist, so ist A]^ im allgemeinen unendlich vielwertig. **)

*) Eine große Anzahl dieser Formeln findet sich in der Peirce scheu

Formelsammlung: B. 0. Peirce, A Slwrt Table of Integrals, umgearbeitete und
vermehrte Auflage, Ginn & Co., Boston, U. S. A., 1899, p. 79.

**) Hierdurch entsteht allerdings ein Konflikt für den besonderen Fall

A = e zwischen der gegenwärtigen Definition und derjenigen von § 13. Dies

entscheidet sich nun so: Soll e^ als der Wert der in jenem Paragraphen
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Die solchergestalt definierte Verknüpfung genügt denselben Ge-

setzen wie die reelle Potenz, nämlich:

A^'B^ = {ABf,

log^ß = 7?logy4,

sofern man nur passende Bestimmungen der hierbei auftretenden

Zahlen zusammenfügt. So sind z. B. in der dritten Relation irgend

zwei der Zahlen ^1'', B'
.^
{ABy jeder beliebigen Bestimmung fähig,

dann bleibt aber nur eine zulässige Bestimmung für die dritte Zahl

übrig. Dagegen gestattet in der ersten Relation im allgemeinen nur

eine Zahl eine beliebige Bestimmung.

Sehen wir jetzt A als fest, B^z als veränderlich an, so werden

den Punkten der ^-Ebene durch die Funktion

A'

im allgemeinen unendlich viele Werte zugeordnet. Indem wir mit c

einen besonderen Wert von log A bezeichnen, lassen sich diese Werte

zu einer Reihe eindeutiger Funktionen:

zusammenfassen, wobei allerdings die den reellen rationalen Werten

von s zugehörigen Werte mehrfach auftreten. Dementsprechend faßt

mau A' nicht als eine mehrdeutige Funktion, sondern vielmehr als

einen KomiDle-x eindeutiger Funktionen auf, was im Kapitel über

analytische Fortsetzung noch des näheren begründet wird. Im übrigen

greift man häufig eine dieser Bestimmungen heraus und versteht

dann unter A' schlechtweg diese Funktion allein.

Es ist

-j— = A- log A

,

dz '^ '

wobei rechter Hand dieselbe Bestimmung von log A wie linker

Hand o-emeint ist.

erklärten Funktion für den besonderen Wert z = B des Arguments gelten, so

ist diese Zahl nach der Definition von § 13 eindeutig bestimmt. Soll dagegen c"

im Anschluß an die hier erklärte allgemeine Potenz ausgelegt werden, so muß
man außerdem noch die anderen Werte berücksichtigen. Im übrigen wird man
stets die erste Deutung vorziehen, wofern das Gegenteil nicht ausdrücklich er-

wähnt, oder es sonst nicht aus dem Zusammenhange klar wird, daß die all-

gemeine Potenz gemeint ist. So hat man beispielsweise in den weiteren Formeln

dieses Paragraphen unter e'^^, e(c + 27r0-^ usw. die Funktion von §13 zu verstehen.



220 II, 6. Analytische Funktionen und die darauf bezüglichen Differentials ätz o.

Sieht man dagegen B = m als fest, A = z als veränderlich au,

so haben wir die dadurch entstehende Funktion für reelle Werte

von m bereits in § 12 betrachtet. Es gilt auch für komplexe Werte

von m unter gehöriger Festlegung der Funktion rechter Hand die

Differentiationsformel

:

dz'" „ ,

dz

§ 16. Die lineare Transformation in kinematischer

Behandlungsweise.

Wir haben bereits früher (§11) gesehen, daß die allgemeine

lineare Transformation

tv = "
, . ,

ad — bc =^0,
cz -}- a' ^

aus gewissen erzeugenden Transformationen zusammengesetzt werden

kann, und zwar waren es die vier folgenden:

I) IC = z -\- a,

II) w = Az, A reell und positiv,

III) iv = e"^z, a reell;

IV) IV = II z.

Jetzt soll gezeigt werden, wie die Transformation aus einem

Guß entstehen kann. Wir wollen uns dieselbe als eine Transformation

der «-Ebene in sich deuten und vor allen Dingen fragen, welche

Punkte der Ebene dabei ungeändert bleiben. Dazu ist notwendig, daß

az -\-h
^^ cz~^'

daß also z der Gleichung

(1) cz^-\-{d-a)z-h^O
genüge.

Der Fall c = 0. Nehmen wir den Fall c = vorweg. Hier

ist wegen ad — hc =^

a^O, r/H=0,

und man kann darum unbeschadet der Allgemeinheit d = 1 setzen.

Dieser Fall gliedert sich weiter in zwei Unterfälle:

1) a = d = 1.

Die Gleichung (1) hat hier gar keine Lösung, wofern man nur von
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der identischen Transformation iv ^= z absieht. Dabei reduziert sich

die lineare Transformation auf die Form I):

w = z -\-h

,

und stellt somit eine Parallelverschiebung der Ebene vor. Es bleibt

in der Tat kein eigentlicher Punkt der Ebene fest, nur der uneigent-

liche Punkt der erweiterten Ebene, »' = 00, (vergleiche Kap. 7, § 9)

geht in sich über.

2) a 4= fZ = 1

.

Hier hat die Gleichung i\) eine Wurzel

^ 1 —

a

Demnach läßt sich die lineare Transformation in der Form schreiben:

(2) iv-'i^aiz-l),

welche dann durch eine Koordinatentransformation:

H- = u: — t, z = z — t„

in folgende übercreht:

(3 I ic' = az .

Ist a reell und positiv, a = ^, so hat man Fall II):

U-' = Az,

und die Ebene erfährt also eine Ahnlichkeitstransformation mit dem

Fixpunkte z = %.

Ist a dagegen eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage 1:

a = e"', so liegt Fall III) vor:

iv = e"'z\

und die Ebene wird mithin um den Punkt z =^ t, durch den Winkel a

gedreht.

Um die Transformationen I) und III) darzustellen, boten die ge-

nannten starren Bewegungen der Ebene ein besonders einfaches Mittel,

während die Transformation II) durch eine gleichmäßige Dehnung der

Ebene, wie eine elastische Membran aufgefaßt, veranschaulicht wird.

Die Dehnung ist eine nicht-starre Bewegung, und an diesen Begriff

schließt sich derjenige einer stetigen Flüssigkeitsbewegung an. In

der Tat kann man sich die Transformation II) als durch eine Strömung

der Punkte der Ebene längs der durch den Punkt z ^= t, gehenden

Strahlen hin erzeugt denken. Es entsteht also eine kontinuierliche

Transformation, welche außerdem, wie wir verlangen wollen, stets
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konform sein soll. Hiernach findet sie ihren analytischen Ausdruck

in der Formel:

wo der reelle Parameter t die Strecke ^ ^ ^ 1 stetig* dui'chläuft

und die reelle monotone Funktion /"(/) vom Werte /"(O) = 1 in den

Wert f{V) = A stetig übergeht.*) Fassen wir t insbesondere als die

Zeit auf und richten wir unser Augenmerk auf einen beliebigen festen

Punkt Zq der Ebene, so passieren die beweglichen Punkte denselben

mit einer Geschwindigkeit, die leicht zu berechnen ist. Sei näm-

lich lo derjenige Punkt, welcher im Augenblick t=x den Punkt z^^-

passiert

:

Dann hat man allgemein für die Bewegung dieses Punktes:

*) Es kann uns hier genügen, daß die Formel wirklich allen Anforderungen

des Textes genügt. Will man noch darüber hinaus die Frage stellen, ob die

Formel durch jene Anforderangen eindeutig bestimmt ist, so hat man sich eine

nette kleine Aufgabe formuliert, deren Lösung sich aus den Entwicklungen des

Kapitels über das logarithmische Potential leicht ergibt.

Im übrigen darf man die im gegenwärtigen Kapitel verwendeten Strömungen

mit den späterhin zu besprechenden Strömungen der Wärme und der inkom-

pressibelen Flüssigkeiten nicht verwechseln. Bei den ersteren bleiben die Winkel

Fig. 61.

erhalten, m. a.W. sie stellen stets eine konforme Abbildung vor. Letztere lassen

dagegen den Flächeninhalt der Figuren ungeändert, verzerren aber die Figuren

im allgemeinen selbst in ihren „kleinsten Teilen". So wird beispielsweise im

vorliegenden Falle durch die Transformation

Z' = 4'/

das Viereck (l) für den besonderen Wert t = \ in das Viereck (2) verwandelt.

Faßt man jedoch die Strömung einer inkompressibelen Flüssigkeit mit den

gleichen Bahnkurven = const. und dem Geschwindigkeitspotential u= a log r-fö

ins Auge, so verbreitet sich derjenige Teil der Flüssigkeit, welcher ursprünglich

das Viereck (1) bedeckte, späterhin nicht über das Viereck (2), sondern nur

über das Viereck (3). Während die Geschwindigkeit in einem bestimmten Punkte

bei der einen Strömung proportional der Entfernung diesea Punktes vom Punkte

2^0 ist, verhält sie sich bei der anderen Strömung umgekehrt proportional

dieser Entfernung. (Es ist Zufall, daß in diesem Beispiele, bei der zweiten

Strömung, diejenigen Prmkte der Ebene, welche zu einer bestimmten Zeit auf

einer Niveaukurve u = const. liegen, auch hinfort auf einer derartigen Kurve

verharren. Im allgemeinen trifft dies nicht zu.)
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Daraus folgt, daß seine Vektorgeschwindigkeit durch die Formel:

dZ'

dV
gegeben wird. Mithin ist

dt t^r~' ^^0~ fit)
^0

sich diese

Dazu ist

Am einfachsten ist es nun, wenn wir verlangen, daß

Geschwindigkeit im Punkte 2^ mit der Zeit nicht ändere

notwendig und hinreichend, daß f'(i)/f(t) "^"on t nicht abhänge,

daß also

fit) = Ä'

sei. Man gelangt somit zum folgenden Resultate.

Die die Transformation II) veranschaulichende Bewegung der Ebene

findet in der liontinuierlichen Transformation

Z' =A'z
ihren analytischen Ausdrucl-.

Jetzt sieht man, wie man die allgemeine Transformation (3)

durch eine einfache kontinuierliche Transformation erzeugen kann.

Setzt man a = Ae*^', so de-

finiert die Formel

Z'=A'e'"'z

eine Transformation der ver-

langten Art. Die Bahnkurven

bestehen aus logarithmisehen

Spiralen

:

wo Z'= Q e^ ' gesetzt ist un d A, ^
zwei reelle positive Konstanten

bedeuten; die Geschwindig-

keit, mit welcher die beweg-

lichen Punkte einen festen

Punkt passieren, ändert sich

nicht mit der Zeit. Die

Schar konzentrischer Kreise

^'| = const. und das Strahlenbüschel mit seinem Mittelpunkte im

Punkte s==t, werden bezw. in sich übergeführt. Die Transformationen

II), III) heißen nach Klein hijperholisch bezw. elliptisch, die allge-

meine Transformation (3) loxodromisch. Sie lassen alle den einen eigent-

lichen Punkt z = i. und den uneigentlichen Punkt ^ = cc angeändert.

Fig. 62.
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§ 17. Fortsetzung; der allgemeine Fall.

Gehen wir jetzt zum Falle c =^ über und setzen wir zunächst

voraus, daß die Diskriminante der Gleichung (1), § 1(), nicht verschwinde:

{d-ay + Uc=^0.

Dann hat (1), § 16, zwei voneinander verschiedene Wurzeln ^j^, ^3? ^'^^

man erkennt leicht, daß diese Punkte der ^- Ebene auch wirklich

hezw. in sich selbst übergeführt werden. Wir beweisen nun vor

allem den Satz:

Die lineare Transformation läßt sicli, im Falle

(f/-a)-+ 4&C + 0, c + 0,

ist, in der Form schreiben:

In der Tat führe man Z vermittels der Transformationen

-- — ?,' cz + d' u- —
S.i

in W über. Nach dem Satze von § 11, Aufgabe, wird W dann

eine lineare Funktion von Z:

Die Koeffizienten kann man hier direkt bestimmen, indem man zu-

nächst Z unendlich werden läßt. Dann nähert sich ^ dem Punkte ug,

dasselbe gilt auch von ir, und darum wird W unendlich. Das gibt

6 = 0, 2( + 0, 2) + 0,

also, indem wir noch 'S) = 1 setzen:

Des weiteren entspricht dem Werte Z=0 der Wert W=0, wie man

in ähnlicher Weise zeigt, folglich ist

s8 = 0, \V=%Z.

Ersetzt man hier TF und Z durch ihre Werte in w, z, und schreibt

man endlich 31 = A"' , so ist der Satz bewiesen.

Um 31 in den ursprünglichen Koeffizienten auszuwerten, lasse

man z in den beiden Formen der linearen Transformation:

unendlich werden.

1/* '
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Ferner hat mau

^1
=

91 =

II ^ (l -{- }/{a -)- är

2c

iidd — lici

«jM_— l/(a + d)^ — i{ad—bc)

a + (l l/(ö + r/)2 — 4(«rf— Vc;

Wie vorhin unter 2) im Falle r = 0, so untersuchen wir auch

hier zuvörderst zwei spezielle Transformationen:

(i) die liyperhoUsche Transformation

"• - t, tr

a- - f

„

z—s.
Ä>0',

ß) die clUptistlie Transformation

Dabei spielen zwei Kreisscharen eine wichtige Rolle und zwar sind es

i) die Schar der durch t,^, i,.-, gehenden Kreise
5

ii) die Schar der Kreise, in Bezug auf deren jeden t,^, t,.^ kon-

jugierte Punkte sind.

Einige Eigenschaften dieser Kreise sind

uns schon von der Elementargeometrie her

wohl bekannt. Sei P ein beliebiger Punkt

der Ebene und lege man erstens einen Kreis

der Schar ij durch P. Verbindet man P dann

mit ^^, t.-,, so bleibt der durch die beiden Ver-

bindungsgeraden gebildete Winkel erhalten, wenn

P längs dieses Kreises fortrückt. — Zweitens

lege man durch P einen Kreis der Schar ii).

Der Mittelpunkt desselben liegt auf der

durch t,^ und S;^ bestimmten Geraden und wird

dadurch erhalten, daß man die Tangente des

ersten Kreises im Punkte P koustiuiert und diese dann mit der

ofeuannten Geraden zum Schnitte brino;t. In der Tat erweisen sich

die Dreiecke Og^P und OP^g ^^^ ähnlich, so daß also

OP

Fig. 63.

OP Ol . Ot,= OF'^

wird. Es gibt aber auch keinen weiteren Kreis der Schar ii), welcher

durch P geht. Da nämlich ein solcher seinen Mittelpunkt 0' auf jener

Geraden haben und außerdem

O't^. 0'^.,= Ü'P-

Osgood, Funktioneutheorie. 1. 15
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liefern müßte, so würden die Dreiecke O'^^P und Pt.j, äbnlicli

ausfallen, woraus man schließt:

Im übrigen bleibt das Verhältnis

ungeändert, wenn der Punkt P den zweiten Kreis durchläuft.

Fassen wir das Ergebnis noch einmal in Worte zusammen, so

können wir sagen:

Durch jeden Punid ^ =t= ^u ^2
^^''' cnveiterten Ebene geht ein und

nur ein Kreis einer jeden Schar i), ii).

Die MittelpunMe der Kreise von Schar ii) liegen alle auf

der durch ^^ und ^o hestimmten Geraden.

Der Winkel ^iP^i bleibt erhalten, ivenn P einen der beiden Bogen

durchläuft, in ivelche ein beliebiger Kreis der Schar i) durcJi die Punlte

t,i und Sig zerlegt wird.

Das Verhältnis ^^P/^^^ bleibt erhalten, trenn der Pnnlt P einen

beliebigen Kreis der Schar ii) beschreibt.

Die hyperbolische Transformation.

Im Anschluß an die kontinuierlichen Transformationen im Falle

c = wollen wir auch hier eine stetige Bewegung der Punkte der

Ebene bestimmen, wodurch die vorgelegte Transformation bewerk-

stelligt wird. DaV>ei mögen die Zwischentransformationen, welche

die kontinuierliche Transformation ausmachen sollen, alle von

Typus a), also hyperbolisch sein, während sich die Geschwindigkeit,

mit welcher die beweglichen Punkte einen beliebigen festen Punkt

passieren, mit der Zeit nicht ändern darf. Diese B^'estsetzungen ge-

nügen, um die kontinuierliche Transformation völlig zu bestimmen.

Setzt man nämlich hier, ähnlich wie vorhin,

wo f(f) reell und positiv ist, und führt man wieder r^, ^q, t in

gleicher Weise ein , so kommt

~0 =2 =0 b2 ^ fc'J So 02

Durch logarithmische Differentiation erhält man dann

S,- t, dZ_f'it)-
{z- 1,) (z - 1.:) dt f(t)

'
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also

Als Endresultat ergibt sich:

i-o - ^j (^0 - g») /:'(t)

^~ ^1 _ At~ i)<t<\

Die Bahnkurven der Injperbolischen Transformation bilden die

Kreisscimr i).

In der Tat ist

arc (Z— l^) — arc {Z— t,^) = arc (^ — ^j) — arc (s— ^2)

•

Nvm ist ja die link*^ Seite dieser Gleichung nichts anderes als der

AVinkel (absolut genommen), welchen die beiden von Z nach ^^, ^.,

gezogenen Geraden mit-

einander bilden. Dieser

ändert sich mithin nicht

mit t, sondern bleibt stets

gleich dem entsprechenden

Winkel für den Punkt z.

Daher rückt der Punkt Z
längs des durch t,^, z, t^

gelegten Kreises fort.

Die Kreisschar ii) geht

in sich über. Denn es ist

l^-fi = A' ^1

Nun ist aber der Ort der

Punkte

^1
^,

Fig. 64.

WO X eine Konstante bedeutet, ein Kreis der Schar ii). Die Punkte Z,

in. welche diese durch eine bestimmte Transformation t = t' der Schar

übergeführt werden, genügen daher der Beziehung

und macheu mithin einen zweiten Kreis der Schar ii) aus, w. z. b. w.

Die elliptische Transformation.

Stellt man hier eine ähnliche Überlegung an , wie soeben im Pralle

der hyperbolischen Transformation, so wird man zur kontinuierlichen

Transformation

15*
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|z- ^1 _ ^tui t-A
^

^ ^ ^ 1

geführt.*) Die Rollen der beiden Kreisschai-en werden dabei mit-

einander vertauscht.

Die BaJinJiurven der elliptischen Transformation sind die Kreise

der Schar ii).

Das folgt durch ein ähnliches Räsonnement , wie vorhin, aus der

Beziehung

Die Kreisschar i) geJit in sicJi über. Denn es ist

arc {Z— t,^) — arc ( Z— tg) = «^ + arc (z— ^J — arc (z— ^2)

Die loxodromische Transformation.

Auch im allgemeinen Falle

sind dieselben Gesichtspunkte für die Einschaltung eines Systems

von Zwischentransformationen, aus welchen sich die kontinuierliche

Transformation zusammensetzen soll, maßgebend wie in den beiden

voraufgehenden Fällen. Man wird zunächst verlangen, daß diese

Zwi sehentransformationen alle loxodromisch seien, daß also die reellen

Funktionen f(t), (piß) so bestimmt werden, daß die kontinuierliche

Transformat ion

1^ 5» = /• (i) e<^
W'-

^
-

^1

,

U ^ ^ ^ 1

,

die Punkte der Ebene aus ihrer Anfangs- in die durch die vor-

gelegte Transformation bestimmte Schlußlage stetig strömen lasse und

daß sich außerdem die Geschwindigkeit, mit welcher die beweglichen

Punkte einen bestimmten festen Punkt passieren, mit der Zeit nicht

ändere. Dadurch werden diese Funktionen gerade festgelegt, und

zwar ist

|zi_^i = A'e^^'^' '~^, ()<t<l,

WO (p{t) = t{a±2Jc7i), A' = 0, 1, 2, • • •, ist.

*) Allgemeiner erhält man die Transformation

wo (p{t) = t(ci + 2^"7i) , l- = 1, 2, -, ist.
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Die parabolische Transformation.

Es bleibt nur noch übrig, den Fall zu behandeln, daß

(«— ^)- + 46c =
ist. Da wir c =4= annehmen, so hat Gleichung (1), § 16, jetzt

eine und nur eine Wurzel, z = ^, und dieser Punkt bleibt auch

wirklich ungeändert.

Die lineare Transformation läßt sich im parabolischen Falle:

{a-d?-\-Uc^O, c=HO,
auf die Form hrinqen:

-'-.=
. ^ + *.

Führen wir nämlich den Punkt Z mittels der Transformationen

in W über, so hängt W linear und zwar cranz von Z ab:

Dabei muß ferner 21 = 1 sein , denn sonst hätte diese letzte Trans-

formation einen eigentlichen Fixpunkt, welcher dann notwendig noch

zu einem zweiten Fixpunkte der ursprünglichen Transformation resp.

auf den Widerspruch c= führen würde. Hiermit ist der Beweis fertig.

Wie man rücksichtlich der Beziehunofen

= (a - r/)2 4- 4 6 c = (a + f/)-' - 4 («d-h c)

leicht nachrechnet, ist

2c ' a-\-d

Sei 93 zunächst reell und positiv, 93 = -B. Unter Einführung

neuer Koordinaten:

kommt:
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ein die 2/- Achse im Koordinatenanfangspunkte Vjerührender Kreis,

während die Gleichung

(i'i') ,, r

—

y-" = const.

einen die a:-Achse in demselben Punkte berührenden Kreis vorstellt.

Diese Kreise schneiden sich unter einem rechten Winkel. Hieraus

entnimmt man also den Satz:

Durch die parabolische Tramformation

1 B

(jelit jeder Kreis der Schar i'i') in sich selbst über, nährend die Kreise

der Schar \) in andere derselben Schar verwandelt werden.

Fig. 65.

FüJtrt man eine kontinuierliche Heihe von Zwischentransformationen

durch die Formel ein:

so strömen die Punkte der Ebene läwjs der Kreise der Schar i'i') hin

und zwar so, daß die Geschivindigheit in einem beliebtyen Punkte

der Ebene konstant bleibt.
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Im Falle 93 rein iiuagiiiär ist, i"^ =^ Bl, werdeu die Hollen der

beiden Scharen gerade gegeneinander vertanscht; die Bahnkurven sind

hier die Kreise i').

Jetzt ist es leicht, zum allgemeinen J^'alle hinaufzusteigen.

Die Bahnkurven der stetigen Strömung

'^ — s ~ — »

schneiden die Kreise der Schür i'i') alle unter ein und demselben

Winkel, ähnlich wie im loxodromischen Falle, was zur Folge hat,

daß sich dasselbe System von Bahnkurven und Niveaulinien einstellt,

nur erscheint jetzt das Achsenkreuz anders gegen die Koordinaten-

achsen orientiert, vergl. Fig. 65.

Grenzfälle. Die allgemeine lineare Transformation besitzt zwei

eigentliche Fix])unkte. Rückt einer davon ins unendliche, so ent-

steht die ganze lineare Transformation. Hucken die beiden zusammen,

so kommt die parabolische Transformation zu Stande, die insbesondere

die Parallelverschiebuugen der Ebene umfaßt, wenn jener Fixpunkt

im Unendlichen liegt.

§ 18. Erzeugung der allgemeinen linearen Transformation aus einer

ganzen Transformation durch den Prozeß der sogenannten „Trans-

formation".

Liegt eine bestimmte Reihe von Transformationen vor und bildet

man aus einer derselben, 1\ mittels einer zweiten, S, die Trans-

formation <<-irra ^ y
so sagt man, daß T' aus T durch „Transformation'' liervor(jeJie ; T'

und T heißen dann gleichherechtigt. Wir wollen jetzt den folgenden

Satz beweisen.

Satz. Die allgemeine lineare Transformation geht aiis der ganzen

linearen Transformation durch „Transfirmafion" hervor.

In diesem Falle gibt es zwei Fixpunkte, ^j , t,.^, und die vor-

gelegte Transformation läßt sich dahor in der Form schreiben:

IC — ^j ^— ti

Nimmt man nun als Transformationen S, T die folgenden*):

*) Diese, sowie alle übrigen Transformationen dieses Paragraphen, sind

80 zu verstehen, daß der zu transformierende Punkt auf der rechten Seite der

jeweiligen Gleichung steht, während sich die Variabele linker Hand auf den

transformierten Punkt bezieht.



232 II, ü. Analytische Funktionen und die darauf bezüglichen Differentialsätze.

S- "^-^^ =

.

T: n- = %s,

so ist die zu S inverse Transformation

sukzessive Ausführung der drei Transformationen

und die Bildung der Transformation S~^TS erfordert mithin die

ührung der drei T

T: z" = %z';

Man wird sonach z.ur Transformation

7" c-i 'r c

.

^''' ai af - Ci

^ "'-
^

-• »^-^~^^-^'
geführt, und hiermit ist dei- Satz bewiesen.

Erforschen wir jetzt die geometrische Bedeutung der „Transfor-

mation" im vorliegenden Falle, so sehen wir, daß die Transformation

S~^ die .?-Ebene auf dk^ /-Ebene so abbildet, daß die Punkte ^ = ^i, t,^

bezw. in / = 0, oc übergehen. Alsdann fassen wir die Transfor-

mation T, wie in den vorhergehenden Paragraphen, als eine Transfor-

mation der Ä-Ebene in sich selbst auf. Es handelt sich hier eben

um eine ganze lineare Transformation mit einem eigentlichen Fixpunkte.

Diese Transformation haben wir aber bereits eingehend untersucht

und die Bahnkurven der stetigen Bewegung bestimmt, § 16. Führt

man nun noch letzten Endes die Transformation *S aus, indem man
die soeben in sich transformierte /-Ebene wieder auf die Ausffanws-o o
ebene zurückbezieht, so werden diejenigen Punkte und Kurven bezw.

Kurvenscharen der Ausgangsebene, deren Abbildung auf die /-Ebene

mittels S~'^ durch Ausführung der Transformation T in sich über-

gingen, auch bei T' ungeändert bleiben.

Ahnliches gilt für die parabolische Transformation. Hier wird

man S, T, wie folgt, annehmen:

S: z = s,

wobei also

ist.

s-
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Aus der Keuntni.s der ganzen linearen Transformation, insbesondere

der Bahnkurven und der zu denselben orthogonalen Schar von Niveau-

kurven, gewinnt man also durch den Prozeß der „Transformation"

einen unmittelbaren Einblick in die Beschaifenheit der allgemeinen

li^nearen Transformation, ja, man kann sogar die allgemeine lineare

Transformation schon allein von diesem Standpunkte aus betrachten

und auf (irund dieser Methode behandeln.*)

§ 19. Schlußbemerkungen über lineare Transformationen.

Zum Schluß wollen wir noch einige Angaben über lineare

Transformationen anknüpfen, auf deren Begründung wir indessen

verzichten müssen.

a) Gnipixiitlieoretisclie Elf/enschaften. Die Gesamtheit der linearen

Transformationen mit nicht verschAvindender Determinante bildet eine

Gruppe (vergl. § 11, Ende). Diese Gruppe enthält eine Reihe von

Untei'gruppen. So bilden beispielsweise alle diejenigen Transfor-

mationen, welche dieselben Fixpunkte haben, eine Untergruppe, und

diese enthält wieder als Untergruppen die zugehörigen elliptischen

bezw. hyperbolischen Transformationen. Auch gibt es eine Reihe von

endlichen Gruppen, die insbesondere denjenigen Drehungen der Kugel

entsprechen, welche einen derselben einbeschriebenen regulären Körper

mit sich selbst zur Deckung bringen. Für die Theorie der auto-

morphen Funktionen sind die gruppentheoretischen Eigenschaften der

linearen Transformation grundlegend. Im übrigen sei noch einer

Invariante der Transformation Erwähnung getan. Das Doppel-

verhältnis der vier Punkte z^, z^, s^, z^:

~i
— ^.1 s„ — z^

^ ^ ^ -

J~_ -' -^L - — \^IJ '^•2^ ^3} ^i'
~3 ~2 ~1 ~i

behält nämlich seinen Wert bei, wenn diese Punkte vermöge einer

beliebigen linearen Transformation in vier andere übergeführt werden.

Hiermit ist Anschluß an die Theorie der binären Formen erreicht.**)

Xun können drei beliebige Punkte in drei andere beliebige Punkte

übergeführt werden. Setzt man also insbesondere z^ = z, i", = 0,

z.^-=\, .i^= oü, so nimmt jenes Doppelverhältnis den Wert _~ an.

Dementsprechend kann mau die unabhängige Variabele z, einer linearen

*; So bei Klein, Leipziger Vorlesung 18K1 S2; vergl. auch Klein-
Fricke, Elliptische Modulfaxltiotien, Bd. I, 2. Abschnitt, I.Kap.

**) Hierüber vergleiche mau Klein, Verghichoule Betrachtungen über neue

geometrische Forschungen. Erlanger Programm, 1872. S. 47, = Math. Ann.
Bd. 43. (18931, S. 98.
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Transformation der Ebene gegenüber, als das Doppelverhältnis [z^ 0,

1, oü) auffassen, und darüber hinaus allgemein das Doppelverhältnis

{z, a, h, c) des veränderlichen Punktes z und der drei festen Punkte

a, h, c als unabhängige Variabele einführen. Wir können um so mehr

von einer eingehenden Besprechung dieser Eigenschaften absehen, weil

sie bereits von verschiedenen Autoren in leicht zugänglicher Form

behandelt sind.*j

b) Die zugehörige Transformation der Kugel. Der allgemeinen

linearen Transformation der Ebene entspricht eine ausnahmslos ein-

ein-deutige und konforme Transformation der Kugel in sich, und um-

gekehrt führt jede solche Tiansformation der Kugel in sich, wie

später einmal auch bewiesen werden soll, auf eine lineare Trans-

formation der Ebene. Dabei bleiben im allgemeinen zwei Punkte

der Kugel fest, in besonderen Fällen aber nur einer. Die beiden

Kreisscharen i), ii) resp. i'), i'i') der Ebene gehen in zwei zu-

einander orthogonale Kreisscbaren der Kugel über, welche in be-

sonders einfacher Weise erzeugt werden können. Es gehen nämlich

alle Ebenen, in welchen die Kreise der Schar ii) liegen, durch ein

und dieselbe Gerade, welche nebst der durch die beiden Fixpunkte

der Kugel bestimmten Geraden ein Polarenpaar bildet. Des weiteren

läßt sich zeigen, daß zu jeder der hier betrachteten Transformationen

der Kugel in sich, oder allgemeiner zu jeder Kreisverwandtschaft

der Kugel mit sieh selbst, sei es mit oder ohne ümlegung der Winkel,

eine Kollineation des Raumes gehört, welche die Kugel genau eben

so in sich überführt; und umgekehrt liefert eine beliebige derartige

Kollineation des Raumes eine der letztgenannten Transformationen der

Kugel in sich. Man kann auch so sagen: Jede Nicht-Euklidische

Bewegung des Raumes, wofür die Kugel Fundamentalfläche ist, führt

zu einer Transformation der Kugel in sich ohne Umlegung der

Winkel, und umgekehrt kann eine jede dieser Transformationen durch

eine von jenen bewirkt werden.

Wir teilen auch die Formel mit, welche eine einer starren Be-

wegung, also emer Verdrehung der Kugel entsprechende lineare

Transformation der Ebene vorstellt:

(p -\- ci) z — (b — a /;

^^ ^ ~(^+ai)z — {V^-^ii) '

*i Man vergl. zunächst die gedrängte, aber doch tlare DarsteHung bei

Burkhardt, Anahjtiache FunJctionen , 2. Abschn. ; femer wegen der den Dre-

hungen der regulären Körper entsprechenden linearen Transformationen Klein:

Ikosacder : und im Anschluß daran noch Klein-Fricke, FAUptische Modul-

funktionen , Bd. I.
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wobei die reellen Zahlen a, 0, c, b nur an die eine Bedingung

geknüpft sind:

Der Faktor XU hat hier den Wert:

<>[ = e"'' = {2t-- 1) - 2byi - b^ i.

Endlich wollen wir noch eine konforme Transformation der

Kugel in sich betrachten, deren Fixpunkte die beiden Endpunkte

eines Durchmessers sind, — wir Avollen diese dann als den Nord-

und den Südpol ansehen. Konstruiert man den Zylinder, welcher die

Kugel längs des Äquators berührt, und nimmt man dann eine Zentral-

projektion der Kugel auf diesen vor, so entspricht der bewußten

Transformation der Kugel in sich eine starre Bewegung des Zylinders

in sich.

Aufgabe 1. Soll die reelle Achse durch eine lineare Trans-

formation in sich selbst übergehen, so reicht offenbar hin, daß die

Koeffizienten der Transformation alle reell sind. Man beweise den

umgekehrten Satz, daß sie nämlich dann stets reell genommen werden

können.

Man zeichne die Fixpunkte und die Bahnkurven für alle mög-

lichen Fälle derartiger Transformationen auf.

Aufgabe 2. Soll eine lineare Transformation periodisch*) sein,

so kann sie nur elliptisch sein, und zwar muß a = :t sein, wo j^

und q ganze Zahlen sind,

Aufgabe 3. Man untersuche die Transformation:

« = -'"'
Ist sie periodisch?

Aufgabe 4. Es sollen alle diejenigen linearen Transformationen

ermittelt werden, welche einen gegebenen Kreis in sich überführen.

*) Eine Ti-ansformation heißt periodisch mit der Periode //, wenn sie,

n mal aber nicht weniger oft hintereinander ausgeführt, die identische Trans-

formation hervorruft.



Siebentes Kapitel.

Integralsätze und siiiftiiläre Punkte. Rationale Funktionen.

Reihenentvvicklung:eu.

§ 1. Bestimmte Integrale.

An die Definition des Integrals einer reellen Funktion 0(x, y, s),

erstreckt über eine Kurve C (Kap. 4, § 1), anknüpfend erklärt man

das Integral einer Funktion einer komplexen Veränderlichen, wie

folgt. In einem Bereich T der Zahlenebene sei eine Funktion

fiz) = u{x, y) + iv{x, y)

stetig.*) Seien ferner s^^ und Z zwei Punkte von T, welche durch

eine in T verlaufende reguläre Kurve C miteinander verbunden werden

mögen. Diese Kurve werde durch die Punkte
.?i,

• • ^„_i in n Teile

zerlegt. Bildet man nun die Summe

und läßt man n ins Unendliche wachsen, während die Größen As^.

alle gegen abnehmen, so stellt sich heraus, daß sich S^ einem

Grenzwerte nähert. In der Tat ist

b'i^k, !/a)Aä-, - nX, yi)A//,] + i[v(x,, th)^x, + u{x^, ?/i)A7/;,].

Demgemäß drückt sich S„ mittels der beiden Summen

^ [^ (^i, Vi^ ^x,-v {x„ y,) A?/J

,

/,=o

«-

1

*) Wir erinnern nochmals an ^ die Vereinbarung, wonacli eine Funktion

stets als einAvertig gedacht wird, sofern das Gegenteil nicht ausdrücklich be-

merkt wird oder es nicht sonst aus dem Zusammenhange hervorgeht, daß mehr-

deutige Funktionen der Betrachtung zugelassen werden.
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aus, imd das sind eben die Summen, welche in die Definition der

Kurvenintegrale, wovon soeben die Rede wai-:

(A-, 1-)
( .Y, Y)

I u dx — V du, I
V dx -f n dt/

<-r„,."„) '.<„.„,)

eingehen. Infolgedessen nähert sich /S'„ bei wachsendem n einem

Grenzwerte, und diese Größe ist es gerade, welche wir als das he-

sfiiiwife Iniegml der Funktion /'(^), erstreckt über die Kurve f\

definieren wollen; in Zeichen

«-1 7.

lim ^f{z,)£:.z,=^ff{z)dz.
" = =' A=0

Darnach ist

^
(A-, Y) (A-, >-)

(1) / f{2) ds =J u dx — V dy + i j vdx -\- n dij.

Die vorstehende Definition läßt eine evidente Erweiterung zu,

indem man von der Forderung absieht, daß f(z) in einem zwei-

dimensionalen Bereiche erklärt sein soll, und nur verlangt, daß f(s)

längs der Kurve C definiert werde und dort stetig sei. Außerdem

kann man an Stelle der Summe 5„ die Summe
n-l

treten lassen, wobei A«^, die Länge des Bogeus Ar^ bedeutet. Auch
diese Summe strebt bei wachsendem n einem Grenzwerte zu; wir

schreiben

lim V/"UjASi. = ff{z)ds.

Es ist:

A =

X

(2) j fiz)dz^j f{z)'l~^ds.

Allgemeiner hat man:
« - 1 T

lim y'r(z„QAt,==l'f(z,t)dt,

wo (' durch den reellen Parameter t dargestellt wird:

Hierbei hängt f(2, t) stetig von z und t ab.
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Endlich kann man noch den Punkt Zf. durch einen beliebigen Punkt s,!

des Bogens 1^^, -^^ + 1) von C, soTvie t,. durch t^' ersetzen.

Hieran schließen sich die weiteren Definitionen und Formeln:

« -

1

A- T

lim y /•(^,) Ao;, = ff{z) dx = ff\z) x dt

,

;i = xo 'o

« - 1 V 2'

lim V /K) Ai/, = r/-(^) rZ^ = /'/(^) y'dt.

Vo

Wie im reellen Falle, so bestehen auch hier die Beziehungen;

7.

(3) ff{z)dz=-ft\z)dz,
z

7.-, 7, 7.^

(4) ff{z) dz =J V'(^) dz +ff{^) dz,
z, /., X

wo Z^, Z^, Z^ drei beliebige Punkte von C sind. Ferner ist

z z

(5) fkf(z)dz==l-ff{z)dz,
^u -o

wo /. eine Konstante bedeutet-,

z 7 z

(6) ßfiz) + q>(z)} dz =ff(z) dz ^fcp (z) dz;

(7) S^\z)dz <f\nz) \dz\,

wobei das Integral rechter Hand als Grenzwert der Summe:

« — 1 s

lim y]\f{z^ \ä.z,} = r\f(z)\ds,

zu verstehen ist. Was die Integratiousgrenzen in (7), rechter Hand,

anbetrifft, so sollen sie daran erinnern, daß doch längs einer Kurve

integriert wird, und im Sinne der Schreibweise

j F{x, y) dx

aufgefaßt werden.

Cf{
(Xo , I/o)
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Bezeichnet ni;iii mit M, l den größten Wert von \f(2)\ längs C
bezw. die Bogenlänge von C, so geht aus (7) hervor, daß

z

(8) i'f{z)dz\<Ml

ist.

Analoge Beziehungen gelten auch für die Integrale

T X y

C^) ff{^,f)dt, ff{z)do:, ff(z)dy.

Insbesondere ist

Z X Y

(10) ff{z) ds ^J V(^) clr + i^ f'f{z) dy

.

'0 •''o J'o

Ferner ergibt sich, daß

z

(11) J%d^-f{Z)-t\h),

z z

(12) ff{z) cp'iz) dz ^f{z)cp {z)
l -f<p (z) f'iz) dz,

^0 -0

ir z

(13) / 0(w) dw ^ I (P (w) j"' dz,

Wo -o

wobei die den Funktionen f(z), q)(z\, /r und 0(ir) aufzuerlegenden

Beschränkungen ersichtlich sind.

Wir führen nur zur Probe den Beweis von (11) aus. Sei r der

Winkel, den die Tangente von T mit der .r- Achse einschließt:

dx dy
-7- = cos T , V- = sin T

.

ds ' ds

Dann ist, wie aus den Entwicklungen von Kap. 6, § 6 hervorgeht,

~ = e~^^ J-\ fei-ner ist -^ = e^'.
dz d>f ds

Urter Benutzung von [2) kommt also:

z s

w. z. b. w.
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Aufgabe. Um den Beweis des soeben begründeten Satzes zu

führen, könnte man, auf formale Umformungen sich stützend, Avohl

geneigt sein, folgendermaßen vorzugehen. Es ist ja

dz ex i cy

Wendet man nun Formel (10) auf den vorliegenden Integranden an,

so kommt:

J dz J dx ' J i oy ^
Zq a"o //„

= \f(Z) - /'ug] + \f(Z) - f {,,)-].

Dieses Resultat ist aber falsch. Wo steckt der FehlerV

Die Funktion f(z) kann auch von einem oder mehreren reellen

Parametern a, ß, abhängen. Setzen wir voraus, daß sie, als

Funktion der unabhängigen Veränderlichen s, a, ß, • • • betrachtet,

stetig ist, d. h. wenn

f{z, ß, /3, . • .) = «U', y, «, /3, • •) + iv(x, y, a, ß, •)

gesetzt wird, sollen sich die beiden Funktionen u, v der unabhängigen

Veränderlichen x, y, a, ß, • •
( bezw. s, a, ß, • , falls /" nur längs C

erklärt ist), für jedes in Betracht kommende Wertesystem dieser

Größen stetig verhalten. Dann hängt auch das Integral

J f\^, <^, ß, •) d^
-o

stetig von a, ß, • ab. Denn die beiden Integrale

(X, Y) {X, Y)

udx — V (ly,
f
vdx -{- u dy

hängen stetig von diesen Parametern ab, vergl. Kap. 4, § 1. Der

Fall komplexer Parameter ist schon mit darin enthalten, da man

diese ja nur in ihre reellen und rein imaginären Bestandteile zu zer-

legen braucht.

Für die Differentiation unter dem Integralzeichen besteht wieder

dieselbe Regel, wie im reellen Falle, nämlich die:

Differentiation unter dem Integralzeichen.

Damit
z z
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sei, genäf/t es^ daß das linhcr Hand stehende eigentliche Intef/ral für

alle Punkte {a, ß^, • •), iro Wq— d < « < «0+ ^, konvergiere und daß

überdies die Funktion /„ (-2", a, ßo, •) in jedem Punkte (z, a, ßo, • ),

ivohci z auf der Litef/rationskurre liegt und a unahhängig davon der

Bdation a^ — d < « < «0+ ö entspricht, stetig sei.

Ein für die Folge wichtiges Theorem beweisen wir an dieser

Stelle als ein hilfreiches Beispiel für den Nutzen der vorstehenden

Sätze.

Hauptsatz. Sei C eine heliehige einfache reguläre Kurve der

z- Ebene, die soivohl geschlossen cds nicht gescldossen sein darf. Längs

C sei ferner eine heliehige reelle oder komplexe stetige Funktion tp (t) ge-

geben, wo die komplexe Variabele t einem veränderlichen Punkte von C
entspricht. Bildet man dann das über C zu erstreckende Integral:

/cp(t) dt

(

so definiert dasselbe in eindeutiger Weise eine Funktion F(z), die sich

in jedem der Kurve C nicht angehÖrigen Punkte z der Ebene analytisch

verhält. Im id)rigen ist

c

Daß das Integral für jeden solchen Wert von z konvergiert und

somit eine Funktion -F(^) eindeutig definiert, sieht man sofort. Es

muß also nur noch bewiesen werden,

daß diese Funktion

Fi., =/^ffi^

Fig. 66.
eine stetige Ableitung besitzt. Sei Zq

ein willkürlicher Punkt der Ebene, der

nur nicht auf C liegt, und man grenze eine Umgebung T von Zq

ab, deren innere und Randpunkte auch alle von den Punkten

von C verscinieden sind. Die kleinste Entfernung zwischen einem

Randpunkte von T und einem Punkte von (' bezeichne man mit x.

Sei ferner z^ 4- Az ein beliebiger zweiter Punkt von T, und man bilde

den Differenzenquotienten

F(z, + Az,~ Fi%) r 1 r 1 1 1 .....

/ tp{t)dt

z^ — Aä) (t — z^)

V

Osgood, Funktionentheorie. I. 16
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Hierbei ist der Integraud eine stetige Funktion der beiden unab-

hängigen Veränderlichen A^", t, denn sowohl der Zähler als der

Nenner sind stetig-e Funktionen dieser Größen und überdies ist stets

Darum ist

^ dt
j-j^ C <p{t)dt f cpjf)di

C V

Hiermit ist allgemein bewiesen, daß für jeden Wert von z, der nur

mit keinem Punkte von C zusammenfällt, eine Ableitung vorhanden

ist, die durch die Formel

''^)-/l^l

dargestellt wird und sich somit auch als stetig erweist.

Noch einfacher folgt der Beweis direkt aus der vorstehenden Regel

bezüglich der DifiPerentiation unter dem Integralzeichen.

Aufgabe 1. Mau zeige, daß in einem Bereiche, dessen Punkte

von den Punkten von C sämtlich um mehr als die positive Größe Jt

abstehen, ,,,

wo M den größten Wert von g)(t) längs C und l die Länge von C
bedeuten.

Aufgabe 2. Man zeige, daß auch F'{z), F"{z), • F^^Hz)

sich in jedem zu C nicht gehörigen Punkte der Ebene analytisch

verhalten, und daß ferner

ist.

§ 2. Der Cauchysehe Integralsatz.

Wir wollen jetzt einen grundlegenden Satz kennen lernen, den

man Cauchy*) verdankt und auf welchem sich die ganze Funktionen-

theorie aufbauen läßt.

*) Cauchy, „Memoire sur les integrales definies, prises entre des limites

imaginaires", Paris 18-25; wieder abgedruckt im Bull, des sciences math.., Bd. 7

(1874), S. 265 und Bd. 8 (1875), S. 43 und 148. Doch findet man die Keime
des Satzes bereits im „Memoii'e sur les integrales definie.s'' vom Jahre 1814;

Oeuvres, 1. Reihe, Bd. 1, S. 319. Vergl. ferner des Verfassers Bericht über

Funktionentheorie, Enojkl. d. math. Wiss. 11 B 1, Nr. 3, wo auch mehrere Be-

weise des Satzes zitiert sind.



§ 3. FolgeruiigiTi aus dem Cauchyschen Integral satze. 243

Der Caueby.scbe Integralsatz. ,SW f{z) in jedem Funlte

eines ahgescidossenen Bereiches"^) S, dessen Rand cms regulären Kurven C
besteht, stetig und im Innern von S anaigtiscJi. Dann versclurindH

das aber den ganzen Band von S in positivem Simic crstrcc/dr Ldcgral

von f{z)'.

J f(z)dz = 0.

c

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem analogen Satze der

Integralrechnung (vergl. Kap. 4, §§ '2, 3), wonach

j'Pdx -\- Qdy =
V

ist, sofern
dP _ dQ
dy dx

ist. In der Tat ist hier

/ f(z) dz = I
II dx — V dy -\- i

f
v dx + u dg.

C c r

Dabei genügen beide Integrale rechter Hand wegen der Cauchy-

Riemannschen Diiferentialgleichungen den Voraussetzungen jenes Satzes.

Es sei noch auf die von Goursat herrührende Erweiterung des

Cauchyschen Integralsatzes hingewiesen, welche im Verzicht auf die

Stetigkeit der Ableitung f"(z) besteht. Darauf kommen wir später

(§ 16, 17) zurück.

§ 3. Folgeningen aus dem Caucliysclien Integralsatze.

A) Das bestimmte Litegral einer analytischen Funktion. Dem
Satze B) von Kap. 4, § 3 entspricht hier der folgende

1. Satz. Sei T ein beliebiges einfach zusammenhängendes Konti-

iiuum der z -Ebene und sei f{z) eine in T analytische Fuidäion. Dann
]dingt das Integral

^(z)dz,ff
erstreckt über einen ganz in T gelegenen Iniegrationsaeg F, nur

von den Integrationsgrenzen, nicht aber von F ab.*^') Die hiermit

*) Unter einem abgeschlosspjwn Bereiche versteht man ein endliches Xon-
tinuum nebst dessen Randpunkten, vergl. Kap. 1, § 8, sowie Kap. 2, § 2.

** Der Satz gilt selbst dann noch, wenn sich T ins Unendliche erstreckt.

Enthält indessen der Bereich T den Punkt 2 = oü im Inneren ' vergl. § 9;, so

muß man außerdem noch verlangen, daß /"(oo) = und überdies

lim z fiz) =

lt>
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definierte Funktion F{z) verhält sich ebenfalls in T analytisch, und

zivar ist

F\z)=f{z).

Man eiTeicht nämlich Anschluß mit besagtem Satze, indem man

: (x,y) {x,y)

j f{s) ds = I
udx — V dij + / / V dx + u dy

^0 (a^o ) ^ü) (-^o , y»)

schreibt und die Cauchy-Riemanuschen Differentialgleichungen heran-

zieht.

Beispiel 1. f(^) = -„-,

ß:
dz ,

log^,

wobei T aus der ganzen Ebene exklusive der negativen reellen Achse

nebst dem Punkte z = bestehen soll.

Beispiel 2. /(^) =—--^,

/-— ,

" V = ai'C tan z

,

wobei T aus der ganzen Ebene exklusive der beiden Teile der imagi-

nären Achse: x = 0, y^^l, bestehen soll.

B) Das unbestimmte Integral. Gibt es zwei in einem Bereich T
eindeutige analytische Funktionen, welche durch die Relation

miteinander verknüpft sind, so heißt F(z) das unbestimmte Integral

der Funktion f{z)] in Zeichen

F(z)=J'f(z)dz.

Ist F^{z) ein besonderes unbestimmtes Integral der Funktion f{z), so

ist auch jede andere Funktion der Schar

F(z) = F^ (z) + C, {C = const.)

ebenfalls ein unbestimmtes Integral von f(z). Umgekehrt ist jedes

unbestimmte Integral von fiz) in den Funktionen dieser Schar ent-

halten, vergl. Kap. 6, § 6, 2. Aufgabe.

Zum Existenzbeweis für das unbestimmte Integral dient der

vorstehende 1. Satz. Im Anschluß daran können wir nämlich sagen:
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2. Satz. Ist /V) ii)i cliifadi zusammenliängendcn Bereich T

anahjtisch, so entspi'icid f{z) ein unbestimmtes Inteynd, und stvar iiird

dir Srliar solcher Jide(/rale durch die Formel:

F(z) = ff{z)dz^C

daryestellt. * ) In einem mehrfaclt zusammevdiämienden Bereiche T ent-

spricht der Funktion f{z) dagegen als unbestimmtes Integral im allgemeinen

rine mehrdeutige Funktion.

Wie im reellen Falle, so besteht auch hier auf Grund der

Formel (11), § 1 der

o. Satz. Ist F{z) ein unhestimmtes Integral der Funktion f{z)

in einem Bereiche T und erstreckt man das bestimmte Integral von

f(z) über einen beliebigen in T gelegenen Weg F, so ist

ff{z)dz = F[z)-F{z,).

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, daß, während wir das

bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe definierten, das un-

bestimmte Integral vielmehr als die allgemeine Lösung <r = F{z)

einer Differentialgleichung

:

dir

eingeführt wird.

C) Berechnung reeller bestimmter Integrale. Schon vor Cauchy

hatte man eine große Anzahl reeller Integrale durch formales Rechnen

mit imaginären Größen ausgewertet, allein damals fehlte noch alle

strenge Begründung des dazu angewandten Verfahrens. Entbehrten

doch die imaginären Zahlen selbst jeder wissenschaftlichen Erklärung,

während alle Konvergenzfragen noch in dichtem Nebel verhüllt waren.

Das Bestreben, für jene Formeln eine sichere Grundlage zu schajßfen,

bildete den Anfangspunkt für Cauchys erste Untersuchungen auf dem

Gebiete der Funktionentheorie. Wir wollen jetzt einige Anwendungen

des Integralsatzes zu diesem Behufe kennen lernen.

Beispiel 1: f(z} = _
•

*i Dem früher ausgenommenen Falle entsprechend muß man auch hier

verlangen, daß, wenn T den Punkt z = Oi^ umfaßt. /'OCi = und

lim zfiz) =
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Das Integral werde über den Rand des in der Figur angedeuteten

Gebiets erstreckt. Dann hat man

0=ff{z)dz
c

R 7t -/•

Zieht man das erste und das dritte Inte-

gral im letzten Ausdruck zusammen, so

kommt
H R

e~^' , c^. Isinx

Z^-^^"-^'-/' dx.

Ferner konvergiert beim Grenzübergange

lim r = das vierte Integral gegen den

limes — 7t i. Denn der Integrand ist eine stetige Funktion der beiden

unabhängigen Veränderlichen im abgeschlossenen Bereiche

0£<p£7C- 0£r£h, h>(),

und infolgedessen stellt das Integral eine stetige Funktion von r im

abgeschlossenen Intervalle ^ r ^ // vor. Demgemäß ist

lim I f.-r3ia(p

r = J
*'Pid(p = — 7ti.

Endlich konvergiert das zweite Integral gegen 0, wenn JB = oo

wird. In der Tat ist

n 71 'l

I

jg-Rsiii<p + !Rcoscp^^fp ^ I
f>-R^in(p^^ ^ 2 j ß-^^'^^dq).

*0

Nun nimmt zwar hier der Integrand für alle Werte von q) im Inter-

valle <i (p <^7t gegen ab; das genügt aber bekanntlich nicht, da-

mit das Integral dem Werte zustrebt. Das Integral stellt nämlich

den von der Kurve y = g-^sin^ eingegrenzten Flächeninhalt vor, und

es handelt sich eben darum zu zeigen, daß diese Größe die Null

zum Grenzwerte hat, man vergleiche Kap. 3, § 7, insbesondere Fig. oO.

Das beweist man mit Jordan*) leicht, wie folgt. Da

sinqp ^
2qp ^ 9^ ^

:

*) Cotirs d'analyse, Bd. 2, 2. Aufl., S. 286.
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ist, so wird im selben lutervalle

247

f,—
Rsxnip ^ o "

und daraus folfft, daß

'o

ist. Hiermit ist der gewünschte Beweis geliefert.

Als Endresultat dieser Überlegung hat sich nun ergeben, aj daß
X

/ dx konvergiert, mid b) daß beim Grenzübergange lim >• = <',

B = <x>

J ^
u

wird. Also ist

(1) /-"''-- 1-

e''
Beispiel 2. f(z) = i,jr2, ^, i*eell und >0.

ff{z) dz +ff[z) dz +ff(3) dz = 0.

Nun ist p

cos X fix

X

ff(f]d~ = "^ r cos xdxlim / f(z)dz
ft=x ,

Ferner ist
Fig. 68.

. ^- Rsinip + i Rcoscp j^^ip I

also ist

J f(z)dz=J E'e"P'+k'
BCA Ö

I
f{z)dz ^2 / e-^^'^^Pdcp < ^ il—e-^);

BC.i
'

^im
I fiz)dz = ().
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Endlich sei längs F 2 = ki -{- re'C'\ dann wird/n k + lre<P'

" ^ J 2k-iref"
^'

lim / f'(s) dz =
1

—

Diese Resultate zusammenfassend erhält man nunmehr

/
cosxdx Tte

«« + Ä,-«
^ "2!"

Das Integral konvergiert noch, wenn />• < ist, und zwar ist

allgemein für alle reellen Werte von li mit der alleinigen Ausnahme

von />• = :

Beispiel X f(^z)= 1^^^.

Verfähi't man hier genau ebenso, wie beim vorhergehenden Beispiel,

so kommt

(?t\ I
^^^^ dx = "^

f- -^^W J x^j^k^^^ 2 ^

Das Integral
f

c'^^^dx. Ein Integral, welches in der Wahr-

scheinlichkeitslehre auftritt, ist folgendes:

/ e-'^'dx.

Die nachstehende Auswertung desselben ist besonders einfach und

elegant.*) Man gehe vom reellen Doppelintegi^al

ffe-'^^'-y'dS

aus und erstrecke dies über den ersten Quadranten. Das also ein-

geführte uneigentliche Integral konvergiert, da

lim r''e~^''~y', r^=x^-\-y^, A- > 2

*) Picard, TraiU d'nnahjse, Bd. 1, S. 104.
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vorlianden ist. Und nun erhält man die gewünschte Formel, indem

n];in dieses Doppeliutegral einmal in der Form

ffe- "=""-''-
(Ixtlji =

( / ('--''dij) (J '-"^"-(hi^j = (J e-'^dxy

,

dann aber vermittels Polarkoordinaten als

ffre-''"'dB(lr =

auswertet. So kommt:

(4) j
'' dx = -]/%

Beispiel 4. Wir wenden uns jetzt zur

Ermittlung der Fresnelscheu Integrale hin.

Dazu setze man

und integriere um den in der Figur ange- q
deuteten Bereich. Hierdurch erhält man: Fig. 69.

fi 4 -

'^^«//4

Beim Grenzübergange lim it = cf nähert sich das zweite Integral

dem Werte 0, denn es ist

1 i 2

'dd.

wo 2q) 9 gesetzt ist, und eine ähnliche Überlegung wie vor-

hin beim 1. Beispiel führt auch hier zum gewünschten Resultate.

Im dritten Integrale trage man t ein. wo S = ~t t. Dann wird

re-^'d^ = -^J /e-'-rf^=-^ + 'T rcosf'dt-i Ai t^dt

Jetzt bleibt nur noch übrig, den Grenzübergang ü = oo vorzu-

nehmen und darauf Reelles und Imaginäres zu trennen. So erhält man:

(ö)
I

c.ost'dt=
I
»mt-dt^

l ]/j



250 n, 7. lutegralsätze u. siugul. Punkte. Rationale Funkt. Reiheneutwicklo-eu.

Fig. 70.

Beispiel 5. Man gehe von dem in der Figur angedeuteten

Bereiche S und der darin eindeutig erklärten Funktion

fi^) = fj^ ,, f» < .«. < 1

aus. Dabei soll f(2) auf der oberen

Seite der positiven reellen Achse

reelle positive Werte erhalten,

während die Funktion sonst, mit

Ausnahme des Punktes z = ~ \,

so erklärt wird, daß sie in

besagtem Bereiche eindeutic; und

stetig bleibt. Dann leitet mau

in ähnlicher Weise, wie in den vorhergehenden Fällen, die Formel

(6) ffr^'(^^ = ^ .
0<,a<l,

^ ^ l-\-x sin (in

'

^

her. Dieser Satz ist von Wichtigkeit in der Theorie der Gamma-

funktion.

Weitere Anwendungen des hiermit auseinandergesetzten Verfahrens

findet man in den orebräuchlichen Lehrbüchern. So wird z. B. bei

Stolz*) die Formel:
1 - () 00

TicotuTi = lim { I , (h: — f clxi

1+6

hergeleitet, und femer bei Jordan**):

(7) I e~^' cos2axdx = ^e~'^',

indem die Funktion e~-" um das Rechteck x = B, — R: jj
= 0, a

integriert wird, worauf man dann R ins Unendliche wachsen läßt.

Yergieiche auch Goursat, Cours cTanalyse, Bd. 2, Kap. 14, woselbst

sich eine große Anzahl von Aufgaben findet.

Alle die genannten Autoren beginnen mit der Betrachtung der

Intesrrale ***

)

/
F (xj

dx,
J G-r^,- { e'* dx

,

(x)

*) Differential- und Integralrechnung, Bd. 2, S. 238.

*,i a. a. 0., S. 287.

*; Bei .Jordan ist die Formulieruns' ein wenig anders.



§ 4. Die Caialivsclif InUigralt'ormel. 251

wo F{x), G{x) Polynome sind und (i{x) keine reellen Wurzeln hat.

und werten diese Integrale mittels Integration dureli komplexes

Gebiet aus.

Im übrigen werde noch auf den Paragraphen betreffend das

Residuum (§ 1 1) hingewiesen.

§ 4. Die Cauchysche Integralformel.

Aus dem Cauchyscheu Integralsatze ergibt sieh eine Hauptformel,

wodurch der Wert einer analytischen Funktion im Innern eines Be-

reiches mittels ihrer Werte am Hemde desselben ausgedrückt wird.

Die Cauchysche Integralformel. *j Sei /'(/) in jedem Piniktr

eines alxjeschlossenen Bereiches S, dessen Rand aus re(/idären Kurven C
besteht, stetig und im Innern von S analytisch. Dann nird f(z) in

einem heliebiyen innern PunMe z von S durrJi die Formel darr/esfellt

:

f^^-Lj'fitjrlt
C

tvobei die Integration über sämtliche BandJairren in positiver FdcldKng

zu erstreclen ist.

Die Funktion f(t)/{t—s), als Funktion von / allein betrachtet,

ist in S eindeutig und analytisch mit Ausnahme des Punktes t = z.

Umofibt man diesen Punkt mit einem

kleinen Kreise y. \t — z\ = Q, und hebt

man die innern Punkte dieses Kreises

aus S fort, so entsteht ein neuer Be-

reich, aufweichen der Cauchysche Inte-

gralsatz, für die Funktion f(t)'{t — z)

ausgesprochen, in Anwendung gebracht

werden kann. Hiernach ist

^ ^ 2niJ t — z
"•"

2n:/ J t — Z

W^ir nehmen jetzt den Grenzübergang lim q = vor und sehen zu,

was dabei aus dieser Relation wird. Das erste Integral häng-t über-

haupt nicht von q ab. Im zweiten Integral setze man

t — z = Qe't"', also dt = iQC'f'dcp.

*) Cauchy, Turiner Abhandlung vom Jahre 18^il, ^owie Exercises d'anali/.^e,

Bd. 2 (1841), S. 52.
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So wird „^

/
^

Dieses letzte Integral ist aber nach § 1 eine stetige Funktion von q

in der Nähe der Stelle p = 0: ^ ^Q ^h, // > U. Darum ist

lim ( f{z + pr"/") d(p =
f t\z) dcp = 2:if{z).

Als Endresultat erhalten wir also:

/ (•^) = > I r^- -) ^- z. b. w.

Die Cauchjsche lutegralformel ist in der Funktioneutheorie das

Analogon der Formel der Potentialtheorie:

(^-^)= /./^(Olf^^

wo u eine in .S' eindeutige harmonische Funktion, U{t) den Wert

von u{x,y) am Rande C, und G die Greensche Funktion des Be-

reiches S bedeuten; vergleiche das Kapitel über das logarithmische

Potential.

Die Cauchjsche Integi-alformel subsumiert sich als ein spezieller

Fall unter den Hauptsatz von § 1 , wenn man

setzt und die Kurve C als geschlossen annimmt. Man darf aber

nicht umgekehrt schließen, daß sich die durch jene Formel:

p(^)-f^PJ^-,

definierte Funktion von z, welche ja im ganzen Innern der ge-

schlossenen Kurve C eindeutig definiert und analytisch ist, den Rand-

werten 27ti<p(i) stetig anschließt. Bei einer willkürlichen Annahme
der Funktion q)\t) längs C wird dies im allgemeinen nicht der Fall

sein. *)

*) Hierüber besteht eine Untersuchung von Morera, Mendiconti del B.

Isfituto Lomhardo, 2. Reihe, Bd. 22 (1889). Man vergleiche auch das Kapitel

über das logarithmische Potential.
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Ein nettes Beispiel /um Belef]je der letzten Behauptung erhält

man durch eine Bemerkung von Her mite, der darauf hinweist, daß

das Cauchvsche Integral

It1 rf{t)dt

in jedem außerhalb des Bereiches S gelegenen Punkte s den Wert

hat. Denn für einen solchen Wert von ^ ist ja

m
t— z'

als Funktion von t betrachtet, im ganzen Bereiche S stetig und in

jedem Innern Punkte von -S analytisch. Darum verschwindet das

Integral nach dem Cauchyschen Integralsatze.

§ 5. Folgerungen aus der Cauchysclien Integralformel.

Nach der in Kap. 6, § 5 gegebenen Definition einer analytischen

Funktion f\3) ist nur die Existenz und Stetigkeit bezw. die bloße

Existenz der Ableitung f\z) vorausgesetzt worden. Die Analogie mit

dem Falle einer reellen Funktion eines reellen Arguments läßt hier

nicht vermuten, daß höhere Ableitungen im allgemeinen überhaupt

vorhanden sein werden. Um so bemerkenswerter ist daher die Aus-

sage des folgenden Satzes.

1. Satz. Verhält sich f{2) in einem beliebigen Bereiche T ana-

lißisch, so besitzt f{z) dort stetige Ableitungen aller Ordnungen, welche

sich also auch in T ancdytiscJi verhalten.

Hiernach existieren ebenfalls die höheren partiellen Ableitungen des

reellen, soivie des rein imaginären Bestandteils von f{z), und diese

Funktionen, welche sämtlich stetig sind, geniigen außerdem der Laplace-

schen Differentialgleichung

:

ex- oß

Der Beweis dieses Satzes ist in den Entwicklungen von ^ 1 mit

enthalten. Sei nämlich Zq ein beliebiger innerer Punkt von T, welchen

man mit einer kleinen geschlossenen Kurve, etwa mit einem ganz

innerhalb T gelegenen Kreise C umgebe. Für den also eingegrenzten

Bereich gilt dann nach § 1 die Darstellung:
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woraus man, ähnlich wie beim Beweise des Hauptsatzes von § 1,

erkennt, daß sich die Funktion f" {2) im Punkte z = z^ analytisch

verhält. Jetzt braucht man nur noch den Schluß von u auf n -\- 1

heranzuziehen, um den Beweis allgemein zu liefern. Dabei Avird

die n^^ Ableitung in der ümgel)ung des Punktes Zq durch die Formel

gegeben

:

(1) f^"Hz)=
"

l' ^^)^L.

c

Da nunmehr die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen

zweiter Ordnung feststeht, so darf man die Cauchy-Riemannschen

Differentiale'leichunoen

:

bezw. nach

Dies gibt:

mit einem ähnlichen Resultat für v.

Umgekehrt führt jede Lösung ii der Laplaceschen Differential-

gleichung A^( = zu einer analytischen Funktion ii-\-vi von oc-\-yi.

In der Tat sei S ein einfach zusammenhängender Bereich, worin u

betrachtet wird. Definiert man dann v durch die Formel:

' = / -d^j^'^^Jx^''^^^'
{a,b)

wobei der Integrationsweg beliebig in S verläuft, so genügen die

Funktionen u, v den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen,

womit sich denn die Behauptung ergibt.

Aus der Cauchyschen Integralformel leitet man femer eine

wichtige Abschätzung für f{z)\ sowie t'^"\z)\ im Innern von S ab.

Sei nämlich M der größte Wert von
j
f(z) auf dem Rande von Sj

Zq ein innerer Punkt von S und q die kleinste Entfernung des

Punktes z^ vom Rande, also

( u CO cu
dx ~ cy' cy

~
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wo l die Gesamtlänge des Raudes bedeutet. Im Anschluß an

Formel (1) erhält man auch eine analoge Abschätzung für /"^"^(^o)!-

In der Praxis haben diese Abschätzungen den meisten Wert für die

Fläche eines um den Punkt Zq gelegten Kreises. Wir gelangen so

zu dem

2, Satz.. Cauchys Abschätzung. Ist f'(s) int Kreise s—0Q\^r
analytisch und schließt sich f{z) an der Peripherie desselben einer stefif/en

Folge von Randwerteyi stetig an, so ist

(3) \f{z,)\£3I, \ß"){z,)\^n\Mr-",

IV M den größten Wert von ({Zq) auf dem Bande des Kreises be-

deutet. Das untere Zeichen gilt nur für den speziellen Fall f{z) = const.

Setzt man nämlich in fl)

t — z^^ = re'P',

so kommt

f^"Hß.)\£f,f^'^£»'-Mr-', w..,.b. W.

3. Satz. Der Liouvillesche Satz. Ist die Funktion f(z)

für alle Werte von z analytisch und bleibt f{z) außerdem in der ganzen

z- Ebene endlich:

^f(n <a,
uo G eine Konstante bedeidct, so ist fiz) eine Konstante.

Sei z ein beliebiger Wert des Arguments, und man stelle f(z)

mittels der Cauchyschen Integralformel dar, indem man als Bereich S
einen großen Kreis |^^i? iiimmt. Dann ist

c

/f(t)dt
i

ITC J

t{t — z)

c
in

'"f(Re'P')dq)

Bei"

Also hat man, sobald /'>2|^' ist:

i/-(^)-/(0) <,^ j 7?^l= R-

Durch passende Wahl von B kann man den letzten Ausdi-uck be-
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liebig klein machen. Das erste Glied dieser Relation hängt aber gar

nicht von Ft ab. Hieraus folgt, daß

/•U)=/-(0)
ist.

Aufgabe. Man beweise den Satz mit Hilfe von (3), n = 1.

Aus diesem Satze ergibt sich auch ein einfacher Bev^eis des

Fundamentalsatses der Algebra. Sei

G (z) = «0 + a,2 + --- + a„s", «„ 4= 0, n> 0,

ein beliebiges Polynom. Dann hat die Gleichung G(3)==0 mindestens

eine Wurzel. Wäre dem nämlich nicht so, so würde die Funktion

fM - ik
allen Bedingungen des Satzes genügen und wäre daher eine Konstante,

und zwar die Null, da

lim -^ ==
.- = 00 (t{z)

ist.

Wir wenden uns jetzt zu einem von Morera*) herrührenden

Theorem, welches als die ümkehrung des Cauchyschen Integralsatzes

angesehen Averden kanu.

4. Satz. Satz von Morera. Ist f{z] in einem Bereich T stetig

und verschtvindet das Integral
j f{z) dz, erstrecJd über eine l)eliebige

geschlossene Kurve C von T, welche nur Punlte von T umfaßt:

ff{z)dz^(),
c

so verhäJt sich f(z) in T analytisch.

Es handelt sich namentlich um den Beweis, daß f{z) eine stetige

Ableitung besitzt. Das wird so gezeigt: Sei z = Zq = Xq -{- iy^ ein

beliebiger Punkt von T. Man umgebe dann Zq mit einem Quadrate,

^ — -^'o < '' .'

'

.'/ — i/o I
< ^^

dessen innere und Randpunkte ausnahmslos dem Bereich T zugehören,

und verbinde eine bestimmte Ecke a mit einem willkürlichen Punkte

s = l + ''?* desselben durch den bei einer ähnlichen Gelegenheit bereits

früher einmal benützten lutegrationsweg F (Kap. 4, § 3, Fig. 32,

Typus 1 sowie Fig. 33). Führt man jetzt das Integral / f{z) dz über

*) Morera, Reale IstitiUo Lomhardo di scienze c lettere, Bendiconti, '2. Reihe,

Bd. 19 (188Ü., S. 304
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diesen Weg, so erhält man dadurch eine im Quadrate eindeutig er-

klärte Funktion ^
F{l)^j f{£)dz,

von der man leicht beweist, daß sie sich auch analytisch verhält.

DazAi braucht man nur den DifferenzeiKjuotienten AT-VA^ zu bilden

und die Differenz der beiden dabei auftretenden Integrale in ähnlicher

Weise umzuformen, wie in Kap. 4, § 3, S. 113 bei der damaligen

partiellen Differentiation nach % geschah. Demgemäß wird

^0 + A

:

t^F = Fit, + Ag) - F{%,) =ff(B) dB,

wobei als Integrationsweg die geradlinige Strecke (^q, ^q-j-A^) ge-

nommen werden darf. Setzt man noch

so bleibt

j
p < £, sobald nur

| A^ <i ö

wird, woraus man denn erhält:
-t-A"

AI'

AF = /'ao)A,^+^/ Q,U,

Hiermit ist erstlich die Existenz der Ableitung F'{z) dargetan, so-

dann ist aber noch gezeigt, daß

F\z)=f(z)

ist. Demgemäß erweist sich F{z) als analytisch, und da nun die

Ableitung einer analytischen Funktion nach dem 1. Satze wieder eine

analytische Funktion ist, so ist der gewünschte Beweis hiermit

geliefert.

Auf Grund des Mo reraschen Satzes gestaltet sich der Beweis

der Weierstraßschen ßeihensätze außerordentlich einfach und elegant.

5. Satz. Weierstraßscher Reihensatz. Sei

f\z) = Uy{z) + ihjz) + • •
•

eine unendliche lieihe von Funktionen, deren alle sich in einem Bereich T
analytisch verlialtcn. Konvergiert sie dann in jedem abgeschlossenen , in

T gelegenen, durch eine einfache reguläre geschlossene Kurve C völlig

begrenzten Gebiete S gleichmäßig, so stellt sie eine in T analytische

Funhtion vor.

Osgood. Funktionentheorie. I. 17
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Des iveiteren läßt sich die Beihe (jliedweise differentiieren:

Diese letztere Beihe lonvergiert ebenfalls gleichmäßig in jedem der ge-

nannten Gebiete, und die vorgelegte Beihe gestattet somit eine unbegrenzte

Wiederliohuig der gliediceisen Differentiation.

Vor allem bemerken wir, daß eine gleichmäßig konvergente Reihe

stetiger komplexer Funktionen eine stetige Funktion vorstellt und

gliedweise integrierbar ist.*) Darnach erweist sich die vorliegende

Funktion f'{z) zunächst als stetig. Bildet man jetzt die Reihe

/ f{z) dz = / Ui {z) dz + / i<2 (z) dz -{-

so verschwindet jedes Integral rechter Hand nach dem Cauchyschen

Integralsatze. Daher verschwindet auch das linker Hand stehende

Integral, und f{z) verhält sich somit zufolge des Moreraschen Satzes

in 7' analytisch.

Um noch die gliedweise Differentiierbarkeit der Reihe festzustellen,

setze man die Reihe an:

^^ 27ri {t— zy 2jti {t— z)^
~^ 2ni {t — 2)^

"^
'

WO t einen Randpunkt, z einen Innern Punkt von dem durch C be-

grenzten Bereich S bedeutet. Dann überzeugt man sich leicht, daß

auch diese Reihe längs C gleichmäßig konvergiert. Hierbei ist z als

ein fester Punkt anzusehen. Diese Reihe wollen wir nun über den

ganzen Rand von S in positiver Richtung integrieren:

. . j^ r fit) dt _ 1 ruAt)dt 1 /

^^ .2niJ (t — zy- 2niJ (t — zy~^2nij (t — zf
"*"

Die Integrale stellen aber nach dem Vorhergehenden bezw. die Funk-

tionen f iß), u({z), VC-^)? * '^or, und hiermit ist die gliedweise

Differentiation begründet.**)

*) Die Definition der gleichmäßigen Konvergenz, sowie der Beweis der

hier angeführten Sätze überträgt sich vom reellen auf das komplexe Gebiet ohne

formale Modifikation.

**j Der hier benutzten Beweismethode hätte man sich auch schon zur

Begründung des ersten Teils des Satzes bedienen können, wobei dann im Nenner

t — z an Stelle von (f— zY treten müßte. Man hüte sich aber davor, gleich

aus der Relation

1 Cf(t)dt _ 1 ftt'iifjdt 1
/*«2(*)_f^J 1

2ntJ T^-~z ^27tiJ '^t — z ' 2itiJ t — z
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Behufs der trleicliuüißigen Konvert^enz der Reihe der Ableitun|Efen

sei *S" ein abiicschlossener, iunerliall) T gelegener Bereich. Dann
weist man oliiie Scliwierigkeit nach, daß die Reihe (4) gleichmäßig

konvergiert, wenn die unabhängigen Variabelen s und t auf *S" bezw.

C beschränkt werden. Infolgedessen konvergiert die Heilio (5) crleich-

niäßig in »S", und daraus erkennt man die Richtigkeit des Satzes.

Andere Formulierung des ;"). Satzes. Sei

eine nncndliche Bcihe von Fimldionen, deren alle in einem ahf/eschlossenen,

nur von regulären Kurven begrenzten Bereiche S stetig und im Innern

desselben analytiscli sind. Konvergirrt sie dann am liande C von S
gleichmäßig . so stellt sie eine innerJialh S analytische Funktion f(z) vor.

Des nritercn läßt sich die Beihe gliedweise differentiieren:

f'{z) = u^iz) + u^'{z) .

Diese letzte Beihe lionvergiert ehenfcdls gleichmäßig in jedem abgeschlosse-

nen, innerhcdb S gelegenen Bereiche S', und die vorgelegte Beihe gestattet

somit eine unbegrenzte Wiederholung der gliedweisen Differentiation.

Der Beweis erfolgt nach der in der Anmerkung besprochenen

Methode. Aus dieser Form des Satzes leitet man die zuerst betrachtete

Form ohne weiteres her.

Zum Schluß bemerken wir noch, daß der vorstehende Satz

folgender allgemeineren Fassung fähig ist.

6. Satz. Allgemeiner sei s{z,tc) für unendlich viele Werte von u

eine in einem BereicJi T anahjtiselte Funltion. Beim Grenzübergange

lim a = ci möge s(z, a) ferner einem limes zustreben:

lim s{z,cc) = f{z),
a = a

ZU schließen, daß das linker Hand auftretende Integral zufolge der Cauchyschen
Integralfoi-mel die Funktion f\z) vorstelle. Man kann nämlich zunächst bloß

folgern, daß dieses Integral nach dem Hauptsatz von § 1 eine innerhalb /S ana-

lytische Funktion F(x\ definiert, deren Randwerte jedoch, falls überhaupt welche

vorhanden sein sollten, nicht notwendig mit dem Werte der Funktion f{t) am
Rande zusammenfallen. Der Beweis tahrt nun so fort: Die rechts stehenden

Integrale stellen allerdings laut der Cauchyschen Integralformel bezw. die Gliede

der vorgelegten Reihe vor. Daher stimmt die soeben als innerhalb S analytisch

erkannte Funktion F'zj dort mit f\z) überein. Jetzt ist man erst im Besitze

aller Angaben, die zur Identifizierung des betretfenden Integrals mit der Cauchy-
schen Integralformel nötig sind.

Wie man sieht, ist der auf dem Moreraschen Satze fußende Beweis doch

bedeutend einfacher.

17*
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und zivar so, daß in dem Bereiche S, wie er im vorhergehenden Satze

näher erklärt ist, die Konvergenz eine gleichmäßige ist. Dann verhält

sich f{z) in T analytisch.

Des weiteren ist

f'(z) = lim /^ s(z,a).

Dabei konvergiert die Funktion s'(z, a) = ^^ s{z, a) ehenfalls in jedem

der genannten Bereiche S gleichmäßig und infolgedessen ist auch

fi"\z) = lim l^,s{z,cc).
a = n

Der für den speziellen Fall a = 1, 2, • , a = oo soeben durch-

geführte Beweis paßt nämlich auch hier, wenn man bloß die nötigen

formalen Abänderungen macht.

Der Satz läßt ebenfalls eine zweite, der obigen analoge Formu-

lierung zu.

Der erweiterte Satz umfaßt als besonderen Fall einen für die

Theorie der bestimmten Integrale (im engeren Sinne des Wortes)

grundlegenden Satz.

Theorem. Sei f(t, z) eine stetige Funktion der beiden unab-

hängigen Varicdielen t und z, tvo t auf einer regulären Kurve C und z

in einem Bereiche T liegt. Erteilt man t einen heliebigen Wert, so

soll sich f(t, z) ferner, als Funktion von z allein betrachtet, in T
analytisch verhalten. Dann definiert das Integral

j)-(t,z)df
c

eine in T analytische Funktion F{z). Im übrigen ist

F'iz)^ f^lMdt.
?•

Der Beweis wird dem Leser nicht schwer fallen, und dient ihm

als gute Übung.

i; 6. Fortsetzung ; isolierte singulare Punkte.

Die Funktion f{z) sei an jeder Stelle der Umgebung eines

Punktes z = a mit Ausnahme dieses Punktes selbst analytisch.*)

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich f{z) in dieser Umgebung
verhalten kann.

*) Wir erinnern wiederum an die Vereinbarung, wonach unsere Funktionen
als eindeutig angesehen werden sollen, solern das Gegenteil nicht ausdrücklich

bemerkt wird.
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a) Fole. Vor allem kiuiii fiz) im Punkte a iineiuUich werden:

lim f(^) = OQ.

Die l'"unkti()ii muB daiiu beim llcruiiuahen des Punktes z an den

Punkt a lüuffti ciiirs jcfflirhen Wef/es ins Unbegrenzte wachsen. In

diesem Falle heißt a ein Pol der Funktion.*)

Beispiel. ^/.,

wo m eine positive ganze Zahl und ^){z) eine im Punkte z =-

a

analytische, dort nicht verschwindende Funktion von z ist.

b) Hehhare Uiisfefif/leiten. Verlangen wir jetzt, daß f(z) in der

Nähe von a endlich bleibe:

\f(z) < G, ' z-a\ <h.

Im Falle einer reellen Funktion einer reellen Veränderlichen wäre

mit dieser Voraussetzung noch nicht viel getan. Man denke z. B. an

die Funktion

X
sowie

/'(^) = -^
•2 — e^

welche beide in der Nähe des Punktes x = endlich bleiben und

dennoch dort eine Unstetigkeit aufweisen; vergl. Kap. 1, §§2, 3,

insbesondere Figuren 5 und 7.

Wesentlich anders verhält sich aber die Sache bei einer ana-

lytischen Funktion eines komplexen Arguments. Es ist ja klar, daß

auch hier eine Art von Unstetigkeiten vorkommen kann, wofür das

folgende Beispiel typisch ist. Sei

/(^) =(^ -«)"; ^-^^h

/•(a)=l.

Eine derartige Unstetigkeit, welche also durch Abänderung des

Funktionswertes in einem einzigen Punkte gehoben werden kann,

heißt nach Riemann eine AcV^/xtre Unstetigkeit.**) Und nun stellt sich

das merkwürdige Resultat heraus, daß hier überhaupt keine weitere

^'•lögiichkeit vorhaiulen ist. Das wollen wir noch in folgenden Satz

zusamm enfassen.

*) Nach Weierstraß eine außenrcsenlUche sitiguUire Stelle.

**) Darunter wollen wir aber auch noch den Fall sulisuuiieren, daß f'iz)

im Punkte a nicht definiert ist, daß f{z. aber beim ih-enzübcrL'aiiLre z =^ a einem

limes zustrebt.
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7. Satz. Riemannselier Satz. Ist f{z) in der Umgehung des

Punktes z = a, nur voti diesem Punkte seihst ahgeseJten, analytiscli und

hleiht f(d) in diesem Bereiche endlich:

\f{z)\<G, o<:,2-a <:h,

so nähert sich f{z) einem Grenzwert A, ivenn z gegen a konvergiert.

Legt man f(z) ferner im Punkte a den Wert Ä Ix'i : f{n) = A,

so wird f{z) dadurch auch in diesem Punkte analgtisch.

Um den Beweis zu fühi-en, stellen

wir die Funktion f[z) in der Umgebung
von a vermöge eines Integrals dar. Sei

C eine geschlossene, den Punkt a im

Inneren enthaltende Kurve der betreffen-

den Umgebung von d, und y ein kleiner

Fig. 7^. Kreis um a vom Radius r. In dem von

C und y eingegrenzten ringförmigen

Gebiete gibt die Cauchysche Integralformel folgenden Ausdruck für

die Funktion:

. . 1 ff'tjdt 1 rf(t)cit^

'
y

Was nun den Wert des zweiten Integrals hierbei anbetrifft, so ver-

sehwindet er. In der Tat ist vor allem klar, daß er nicht von r

abhängt, denn r geht ja in die beiden anderen Tenne der Gleichung

gar nicht ein. Um ihn also zu ermitteln, darf man ;• gegen Null

abnehmen lassen, wobei z selbstverständlich festbleiben soll. Nun
hat man auf y: n ,

t — a = re'f , dt = ire'cUl(p

,

also ±n

1 Cf{t)dt_ r_ rf{a-\-re'l") e'l"' dcp

2%iJ t—z~ 27tJ ref' + (a — z)

Das letzte Integral erweist sich nach § 1 als eine stetige Funktion

von r im Intervalle 0^r^/«<|a — z\ und bleibt mithin endlich,

während der vortretende Faktor beim Grenzübergange lim r = geeren

Null abnimmt. Hiermit haben wir die gewünschte Darstellung sre-

Wonnen:

'fytjdt
(2) AW = 5^./ t-

Um das Raisonnement bis zu diesem Punkte noch einmal mit aller

Schärfe hervorzuheben, so sind wir von der Kurve C und einem inner-

halb C willkürlich gelegenen Punkte z =f= « ausgegangen. Letzteren
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halten wir fest. Darauf bestiiiimen wir den Krei.s y in C so, daß

r<i\((—£ wird, und setzen dann die Formel (Ij an. Hieraus leiten

wir endlich die Formel (2) ab. Diese Formel gilt dalter für jeden

inneren Ptinlt z =^ a von C.

Knüpft man nunmehr an den Hauptsatz von § 1 an, so sieht

man, daß das Integral in (2) demgemäß eine in jedem inneren Punkte

von C , und also auch insbesondere im Punkte z = a analytische

Funktion vorstellt. Hieraus ergibt sich der Beweis des Satzes,

Der Leser beachte wohl, daß auch der letzte Teil des Satzes

eine wichtige Eigenschaft analytischer Funktionen im komplexen

Gebiete konstatiert. Im reellen Falle ist beispielsweise

f(x) = xsml, x=^0- /(0) =

für alle Werte von x stetig, und diese Funktion läßt außei-dem im

allgemeinen eine stetige Ableitung zu. nur der Punkt x = () bildet

eine Ausnahme. Warum sollte es denn nicht auch Funktionen eines

komplexen Arguments geben, die in einem Bereiche S ausnahmslos

stetig sind und, von einem einzigen Punkte z = a abgesehen mit

einer stetigen Ableitung versehen sind ? *)

Aufgabe. Die Umgebung des Punktes z = a möge ein-eindeutig

auf einen endlichen Bereich der /r-Ebene bezogen sein; außerdem

soll die Abbildung der Umgebungen zweier zugehöriger Punkte z= z',

K = ic' , höchstens mit Ausnahme des Punktes z = a, konform sein.

Man zeige, daß iv dann beim Grenzübergänge z = a einem Grenzpunkte

IV = h zustrebt und daß, wenn der Punkt z = a dem Punkte ?r = b

entspricht, die Beziehung auch in diesem Punkte konform ist.

c) Wesentliche Sinfjularitäten. Dieser Fall umfaßt alle Möglich-

keiten, welche sich nicht unter a) oder b) subsumieren. Dem ent-

spricht die folgende Definition: Hat fiz) im Punkte z = a eine

Singularität, die weder ein Pol noch eine bebbare Unstetigkeit ist,

so heißt a nach Weierstraß eine ircsentlieJte singulare Stelle.**) Be-

zücrlich des Verhaltens der Funktion in der Nähe eines derartigen

Punktes hat Weierstraß den folgenden Satz gefunden.

*) Das Übersehen dieser Möglichkeit hat auch früher zu einem falschen

Beweise des obigen Satzes geführt, vergl. Durege, Theorie der Funktionen,

2. Aufl., 1873, S. 112. Dieser falsche Beweis ist dann von späteren Autoren vielfach

reproduziert worden. Der hier gegebene Beweis findet sich in der ersten Auflage

des Durege sehen Werkes und dürfte wohl von Riemann herstammen, welcher

den Satz in seiner Inauguraldissertation, § 12, auf andere Weise bewies.

**) Die Definition der isolierten wesentlichen singulären Stellen läßt eine

Ei-weiterung zu, die wir später einmal be.sprechen werden.
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8. Satz. In der Umgebung einer isolierten wesentlichen singulären

Stelle kommt die Funktion jedem vorgegehenen Werte heliehig nahe.

Sei C eine beliebige reelle oder komplexe Größe. Dann soll

gezeigt werden, daß nach Annahme zweier willkürlicher positiver

Zahlen e, h ein Punkt z ^ a von der Umgebung \z — a\ <^lt der

Stelle a existiert, wofür
, „ ^. .

\C-f{^z)\<e

ist. Träfe das nämlich nicht zu, so müßte durchweg

sein, und die Funktion 1/[C'— / (^)] würde somit alle Voraussetzungen

des Falles b) erfüllen. Infolgedessen müßte diese Funktion nach dem

7. Satze beim limes z = a einem Grenzwert k zustreben. Ist A = 0,

so wird f\z) im Punkte a unendlich und entspricht daher den Be-

dingungen des Falles a)- Ist dagegen k =\= 0, so entspricht f(z^ den

Bedingungen des Falles b). Beides verstößt gegen die Voraussetzungen

und damit ist der Beweis fertig.

Beispiel. Sei
j^

f{z) = e-

,

a = 0.

Hat C irgend einen von verschiedenen Wert, so läßt sich die

Gleichung

(3) C=e}
nach z wirklich auflösen und zwar häufen sich ihre Wurzeln in der

Nähe der Stelle a = 0:

1 1
"^^ ""

log C "~
log

I

Oi + (y -fJknJi '

wo y einen besonderen Wert von arc C bedeutet. Je größer k an-

genommen wird, desto näher i-ückt die entsprechende Wurzel an den

Punkt z = heran. Wählt man dagegen C^O, so hat Gleichung (3)

keine Wurzel. Trotzdem bleibt der Weierstraßsche Satz bestehen,

denn die Funktion strebt ja dem Werte zu, wenn z etwa längs

der negativen reellen Achse gegen konvergiert.

Hiermit wird die Frage nahe gelegt, ob es im allgemeinen

mehrere, eventuell auch unendlich viele Werte geben kann, die die

Funktion in der Nähe einer isolierten wesentlichen singulären Stelle

nicht annimmt. Diese Frage hat Picard erledigt, indem er zeigte,

daß es höchstens (wie im vorliegenden Falle) einen*) Wert geben

kann, den die Funktion nicht wirklich annimmt.

*) bezw. zwei Werte, falls man die in der letzten Anmerkung erwähnte

Erweiterung der Definition der isolierten wesentlichen singulären Stellen zuläßt,

wonach sich Pole in der Nähe derselben häufen dürfen.
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Einen besonderen Fall des Pieardsclion Satzes, welcher jedoch

ijegenwärtiuf für die Praxis vollkommen auszureichen scheint, kann

man noch mit elementaren Hilfsmitteln beweisen.

9. Satz. Die FiDiktion f[z) habe im Funkte z = a eine isolierte

ivvsentliche singulare Stelle; sei ferner C eine iviUhürUelie komplexe

Größe, \iv — C\ <. h eine heliebif/ kleine Umgebung des Punktes w == C.

Dann gibt es innrrlniU) dieser Umgebung einen Funkt f", ivofür die

Gleleliung .. ,,

,

uitendlicli viele Wurzeln besitzt, tcelche den Funkt a zur Häufungs-

stelle hohen.

Dem Weierstraßschen Satze zufolge nimmt nämlich f{z) für

einen innerhalb des Bereichs < j^— a < (^^ gelegenen Punkt ^^

einen Wert (_\ an, welcher im Bereiche \a'— C\<Ch = /t^ liegt. Ist

/"(ti)=j=0, so definiert die Gleichung

u- = f(z)

eine ein- eindeutige Abbildung der Umgebung von L auf die Um-
gebung jT^ von C\; erstere Umgebung wollen wir als einen kleinen

Kreis, z — ^J < £^, wählen, welcher ganz im Bereiche |^— rt|<d^

liegt, aber nicht bis an den Punkt a hinanreicht, und wofür sich außer-

dem T^ ganz im Bereiche w — C|</(i befindet. Sollte indessen

f'(ti) = ^ sein, so kann man jedenfalls einen zweiten Punkt ^/ finden,

wofür /"(bi) + ist, während /"(ti') noch im Bereiche \w— t'[<Äi
liegt, und diesen dann als den Punkt t^ nehmen.

Man wiederhole diesen Schritt, indem man nun Q an Stelle von C
treten läßt und überdies Ao, ö.. so klein nimmt, daß der Kreis

I«— C'i|<A2 innerhalb T^ liegt, während andererseits kein Punkt

des Kreises \z— a^ <. Ö^ mit einem Punkte des Kreises \z — t^l <C ^i

zusammenfällt. Auf diese Weise gelangt man zu einem neuen

Punkte go, wofür ^2 = /"(^a) im Kreise \u- — (W<li.2 liegt und außer-

dem /"'(tsJ + O ist. Infolgedessen wird ein kleiner Kreis z— t2[<i£.>,

welcher im Kreise \z— a\<Cd.2 liegt und nicht bis an a hinanreicht,

ein -eindeutig auf eine Umgebung T.^ von Q abgebildet; im übrigen

soll ^2 so klein genommen werden, diiß To in T^ liegt.

Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfixhrens erhält man

eine unbegrenzte Folge ineinander eingeschalteter Bereiche T^, J],,--,

welche mittels der Relation
tv = f(z)

bezw. auf die Kreise \z—tn < *„? ^« = l?-7---? ein-eiudeutig ab-

gebildet werden. Diese Bereiche T,, hiil)cn mindestens einen Punkt C
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gemeinsam, und diesem Punkte entspricht nunmehr in jedem jener Kreise

ein Bildpunkt z^^:

Hiermit is der Beweis erbracht.

Isolierte singulare Linien. Im Anschluß an das Vorhergehende

wollen wir noch den folgenden Satz beweisen. *)

10. Satz. Ist f{z) in einem Bereiclte S stetig und ahr/esehen von

den PunMen einer einfachen regidüren innerhalb S gelegenen Kurve F
analytisch, so ist f{z) auch in den Punkten von F analytisch.

Wir wollen zunächst annehmen, daß S durch die Kurve F in

zwei Bereiche S^, S.^ zerlegt wii-d, deren beide abgeschlossen und

durch eine endliche Anzahl regulärer Kurven begrenzt sind. Die

Ränder von S, S^, S^ mögen mit C, (\, Cg bezeichnet werden. Sei 2

ein beliebiger innerer Punkt von S^. Dann ist

ffA 1 i'r(t)dt

e,

Andererseits ist nach Hermites Bemerkung, § 4, Ende

= ^ C&ll^

.

27iiJ t — z'

Durch Addition der beiden Gleichungen kommt**)

(•

Nach demselben Kaisonuement stellt diese Formel die Funktion /'(.^)

im Bereiche 8^ ebenfalls dar. Nun definiert aber das Integral nach dem
Hauptsatz von § 1 eine Funktion, die sich im ganzen Innern von S
analytisch verhält. Wegen der Stetigkeit von f{s) wird also diese

Funktion auch in den Punkten von F durch die vorstehende Formel

ausgedrückt, womit denn der Satz für diesen Fall bewiesen ist.

Um den Satz jetzt allgemein zu beweisen, fassen wir einen be-

liebigen Punkt P von F ins Auge und legen einen kleinen Kreis um
ihn. Dann sind für diese Kreisfläche alle Bedingungen des soeben

erledigten Pralles erfüllt, und darum verhält sich f{z) analytisch in P.

Hiermit ist der Beweis ferticr. Man kann auch mehrere Kurven

*) Riemann, Ina uguraldissertation, §12; Werke, S. 2.H.

**) Daß bei den beiden Integrationeil T zweimal durchlaufen wird und
zwar das zweite Mal in entgegengesetztem Sinne, leuchtet ja ohne weiteres ein. |

Die arithmetische Begründung dieser Annahme wird durch die Entwicklungen
von Kap. 5, § 7 geliefert.
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Fj, • • •, r,, zulassen, welche S höchstens in eine endliche Anzahl von

Bereichen zerlegen; doch wäre es ein Irrtum zu glauben, daß der Satz

notwendig gelte, wenn die Anzahl dieser Kurven unendlich wird.

Aufgabe 1. In einem Bereich T, welcher aus einem länirs

eines Radius (d aufgeschnittenen Kreisringe bestehe, sei f(z) ana-

lytisch. Dabei wollen wir die beiden Ufer von ah als das ])0sitive

und das negative unterscheiden. Wenn sich z einem Punkte von ah

von der positiven (negativen) Seite her nähert, so soll f(2) einem

Grenzwert a-+ {n-~) zustreben, und zwar soll stets tv^ = tv~ -\- k sein,

wo /L eine Konstante bedeutet. Man zeige daß sich dann die Ableituuff

f'U) im ganzen nicht aufgeschnittenen Kreisringe analytisch verhält,

sofern man dieser Funktion in den Punkten von ah zweckmäßige

Werte beilegt.

Aufgabe 2. Man beweise den 10. Satz mit Hilfe des Mo rera-

schen Satzes.

§ 7. Das Analogen des Mittel"wertsatzes in der Differentialrectinung.

Mit Rücksicht auf die Rolle, welche das in diesem Paragraphen

zu besprechende Theorem in der Funktionentheorie spielt, wird man
dasselbe neben den Mittelwertsatz der Differeutialrechnunor:

f{a + /<) - /•(«) = h f (a + dh) , < Ö < 1

.

und die Verallgemeinerung desselben, nämlich den Taylor sehen Lehr-

satz mit Restglied

('

ZU stellen haben.

Hauptsatz. In einem Bereicli T sei f{2) analytisch. Bann laßt

sich fiß) in der Umgehung eines heliehigen Pimlies a von T durch

die Formel darstellen:

t\z) = fia) 4- f\a) (^-«) + . . . + f^^(z-ay'-'+{z-ay P„{z),

(CO n eine heliehige natürliche Zahl hedeutet and Pjz) sich im Funlte

a anahjtisch verliält.

Ist S ein Bereich, icelcher den Funkt a im Innern enthält, den

Forderungen der Integrcdformel genügt und nehst seinem Fände in I

liegt, so ivird FJz) durch das Integral ausgedrückt:

f(a + /,) = /•(«) + /"(«) /' + •• + '„_ '"• !'•-' + '-^^' I"

^»«=2L,-/„
f(f)dt_
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Man geht von der Darstellung der Funktion /'(«) im Bereiche S

durch die Integralformel aus und formt den Integranden folgender-

maßen um.

Sind Ä und ß irgend zwei ungleiche komplexe Zahlen^ so hat man

(1)
'



§7. Das Aiialogon des Mittelwei-tsatzcs in dfi- l>iir('ri-iitiiilr<'rliiiun<r. •>("/,)

In der Tat ist

('

Dabei ist das letzte Glied dieser Relation nnabhängig von z.

Anfgabe. Man zeige, daß die obige Darstellnng eindeutig ist,

d. li. daß es keine zweite Darstellung von der fV)rm

tXz) = c, + q(^-a) + • • • + c„_,{z-n)"-' + (^-a»(0)

gibt, welche mit der vorstehenden nicht identisch wäre.

Anwendiimi des Hauptsatzes. Auf Grund der voranfgehenden

Entwicklungen wollen wir jetzt ein wichtiges Theorem beweisen, auf"

welches sich die Sätze des folgenden Paragraphen stützen werden.

Lehrsaty.. Ist f{z) im Bereiche T analytisch und verschtvinden

sämtliche Ahlcitunr/en von f{z) in einem einzigen PunJde*) a von T,

so Jiat f{z) im (janzen Bereich T einen hmstanten Wert.

Nach dem Hauptsatze ist nämlich hier für jeden Wert von n

fXz)=f(a)^{z-a)"l\(z).

Für einen im Innern des Kreises K befindlichen Punkt z ist aber

\z— a =//<!?,

Der letzte Teil dieser Relation kann durch Wahl von n beliebig

klein gemacht werden, darum muß der erste Teil, welcher ja von n

gar nicht abhängt, den Wert haben, und f(z) hat also im ganzen

Kreise K den konstanten Wert

f{a) = r.

Sei jetzt Z ein beliebiger Punkt von T, der K nicht zugehcirt.

Wir wollen zeigen, daß auch für Z

f{Z) = c

ist. Dazu verbinde man a mit Z durch eine in T gelegene reguläre

Kurve F. Längs F ist f{z) eine (komplexe) stetige Funktion der

von a aus gemessenen Bogenlänge 5 und außerdem hat f{z) wenigstens

im Kreise K den Wert c. Sollte dies nicht durchweg der Fall sein,

so fasse man alle Punkte von F ins Auge, in welchen f{z) =4= c ist.

*) Der Definition der Ableitung zufolge muß ja « schon ein iuuerer Punkt

von T sein.
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Die untere Grenze der entsprechenden Werte von s soll mit s\ der

zugehörige Punkt von F mit n' bezeichnet werden. Dann ist längs

des Bogens ^S ^ s' /'(^) = c, während es in jeder Nähe von a

Punkte gibt, für welche diese Gleichung nicht gilt. Das geht aber

nicht an. Denn längs des genannten Bogens und also insbesondere

im Punkte a verschwindet ja zunächst /"(^') (man vergl. Kap. (\

§ 4, Aufgabe), sodann auch f"{/), u. s. w., also verschwinden schließlich

daselbst alle Ableitungen von t\z). Infolgedessen gibt es einen Kreis K'
um a , in welchem f{^s) den konstanten Wert f{a') = c annimmt.

Hiermit ist die Unmöglichkeit der Annahme, daß f{z) längs V nicht

durchweg den Wert c besitze, zur Evidenz gebracht, und der Beweis

ist fertig.

Aus diesem Theorem erschließt man unmittelbar den folgendeno

Identitätssatz. Ist f{z) in einem Bereiche T analytisch und

verschwindet f{z) für alle Punkte der Umgehung eines Punktes z == a

von T, oder auch bloß für die Punkte eines heliebig kleinen von a

ausgehenden Kurvenhogens , so ist f{z) in T durchweg = 0.

Eine allgemeinere Formulierung dieses Satzes, wenn auch damit

dem Inhalt nach identisch, ist folgende.

Sind f{z), (p{z) in einem Bereiche T a nah/tisch und stimmen ihre

Werte in allen Punkten der Umgehung eines Punktes a von T, oder

auch bloß in den Punkten eines beliebig kleinen von a ausgehenden

Kurvenhogens miteinander übercin, so ist im ganzen Bereiche T

fiz) = g>(z).

Im nächsten Paragraphen wird dieser Satz noch erweitert, vergl.

daselbst unter dem 1. Satze.

§ 8. Die Nullpunkte und Pole einer analytischen Funktion.

Es handelt sich jetzt um zwei grundlegende Sätze betreffend das

Verhalten einer analytischen Funktion in der Nähe eines Nullpunktes

oder Poles. Der erste Satz lautet, wie folgt.

1. Satz. Ist f(z) im Punkte z = a analytisch und verschivindet

f{z) dctrt, ohne identisch = zu sein, so läßt sich f(z) in der Form
darstellen

:

f{z) = {z-a)-cp{z),

tvo m eine natürliche Zahl und gp (z) eine im funkte a analytische,

dort nicht verschwindende Funktion von z ist. Infolgedessen verschivindet

f(z) in keinem ziveiten Punkte der Umgebung von z = a.
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Nach dem letzten Satze von § 7 k()nn(Mi iiänilicli alle Ableitungen

von f(^) im Punkte a nicht = sein. Sei also /"^'"'(Vt) die erste,

die dort nicht vei'sch windet. Dann ergibt der Hauptsatz von i; 7

die Darstellung:

/(^) = (."-«)' r + (.-«)p„,,,(.)

und darin ist eben der Beweis des Satzes enthalten.

Der Punkt a heißt ein Nnllpiii)l:f oder eine Wurzel w'*"" Onhinitr/.

Man sagt wohl auch, die Funktion habe m (einfache) Nullpunkte

oder Wurzeln im Punkte a. Unter dem Ausdruck: /'(i) nimmt im

Pitiilte den Wert h = f\(C) m-mal an, wollen wir verstehen, daß

die Funktion f\z) — b einen Nullpunkt m'^' Ordnung dort besitzt:

/•(^)-& = (.--a)'>(^).

•4

Wir sagen ferner, f(z) nimmt den Wert b in einem Bereich T k-mal

an, wenn die Summe der Ordnungen der innerhalb T befindlichen

Nullpunkte von f{ß) — b gleich h ist.

Aus diesem Satze folgt vor allem, daß der Identitätssatz des

vorhergehenden Paragraphen auch dann noch gilt, wenn man an

Stelle jener zweidimensionalen Umgebung von a bezw. des von a aus-

gehenden Bogens nur eine unendliche Menge isolierter Punkte mit

der Häufungsstelle z = a treten läßt.

Im Anschluß an den soeben bewiesenen Satz erhält man einen

analogen betreifend das Verhalten einer Funktion in der Nähe eines

Poles, z = a. Da nämlich hier

lim /. =
-- = « tK-)

ist, so verhält sich die Funktion

F{z) = -^, ^ + a; F(a) =

nach § 6, 7. Satz im Punkte a analytisch und läßt sich also laut des

obigen Satzes in der Gestalt schreiben:

F{z) = {z-aY 0{z), a)(rt) =H 0.

Der reziproke Wert der Funktion 0{z), q){z) = 1/ 0{z), verhält

sich nun auch im Punkte a analytisch und wir 'gelangen somit zum

folijenden Satze.
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2. Satz. Hat die Fimltion f{z) Im PunJäe a einen Pol, so läßt

sich f{z) in der Form schreiben:

WO m eine natürliche Zahl und cpiß) eine im Punlte a analytische,

dort nicht verschwindende Fimldion von z ist. Infolgedessen hat fiß)

l-einen zweiten Pol in der Nähe des Poles a.

Unter der Ordnung eines Poles versteht man die Zahl m, welche

bei der obigen Darstellung den Exponenten bildet. Man sagt wohl

auch, die Funktion f{z) habe im Punkte a m (einfache) Pole.

An die Pavtialbruchzerlegung der rationalen Funktionen an-

knüpfend erhalten wir noch eine zweite Darstellung für eine Funktion

f{z^ in der Nähe eines Poles. Schreibt man nämlich nach § 7

if{z) = A,„+A,^_,(z-a) + + Ä,{z-ar-'i-{z-a)"^t{z),

so gelangt man zu folgendem

Zusatz. In der Umgehung eines Poles z = a kann [{z) auch

in der Gestalt dargestellt werden:

f(z) = ^-'"- + ^'''-'\ + . . . + ^^- + ti' (z)

,

wobei Ä^=^ ist und tlf{z) sich im Punlte a analytisch verhält.

Die Summe der rechter Hand auftretenden Brüche bildet den

Hauptteil der Funktion f{z) im Pole a.

Wie man sieht, sind alle Darstellungen dieses Paragraphen

eindeutig.

Aufgabe 1. Die Funktionen f{z) und rp{z) mögen im Punkte

z = a einen Pol w?*^"" bezw. w'^"" Ordnung haben. Was kann man dann

über das Verhalten der Funktionen

f{z)cf{z), f{z) + ipiz), f(z)/cpiz)

in diesem Punkte aussagen? (Man erörtere alle Fälle.)

Aufgabe 2. Im Punkte z = a habe f(z) einen w-fachen Null-

punkt. Man zeige, daß dann das Integral

F{z)=ff{z)dz
a

einen (m + 1)- fachen Nullpunkt dort erhält.

Man spreche einen analogen Satz für das Integral

F(z)=ff{z)dz

in der Umgebung eines Poles a aus.
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Die Sätze dieses Paragraphen sind deshalh alle bemerkenswert,

da die Analogie mit den reellen stetigen Funktionen einer oder

zweier reeller Veränderlichen einen derartigen Sachverhalt nicht ver-

muten läßt. Man denke etwa an die Funktion

1

f{x)=^e "'sin^, x^O-, /"(O) = 0.

Sie ist ja nebst allen Ableitungen stetig und verschwindet im Punkte

X = 0, Sie hat aber noch unendlich viele andere Wurzeln in der

Nähe dieses Punktes. Allein wenn man dieses Vorkommnis aus-

schließt, braucht ein Nullpunkt immer noch keine selbst durch eine

gebrochene oder gar irrationale Zahl ausdrückbare Ordnung zu be-

sitzen, wie das Beispiel zeigt:

^(^) = i^- ^ + ^-' /(0) = ^->^

wobei ti ^ eine beliebige Konstante bedeutet.

Ahnliche Bemerkungen gelten auch bezüglich eines Poles, wie

man sich an den Beispielen

und , a>(j
X sin

klar macht.

§ 9. Der Punkt oo.

In der projektiven Geometrie sieht man sich genötigt, neben

den eigentlichen Punkten und Geraden der Ebene noch ideale Elemente,

namentlich die unendlich ferne Gerade, einzuführen, damit die Sätze

der Geometrie den dem Wesen der Sache entsprechenden Umfang er-

halten und damit an Inhalt gewinnen. In der Funktionentheorie ver-

hält sich die Sache genau ebenso, — eine Behauptung, wofür schon

die rationalen Funktionen (vergl. den folgenden Paragraphen) einen

ersten Beleg liefern werden; nur ist es für die Funktionentheorie die

Transforaiation

(1) ^ = |,

welche für die Festsetzung bezgl. des unendlich fernen Bereiches

maßgebend ist. Durch diese Transformation gehen die außerhalb des

Einheitskreises ^ = 1 befindlichen Punkte der ^- Ebene ein -eindeutig

und stetig in die innerhalb des Einheitskreises |«'| = 1 gelegenen

Punkte der «-Ebene über, den Punkt iv = () allein ausgenommen: man
Osgood, runktioueutheorie. I. 18
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Fergleiche Kap. 6, § 10. Rückt der Punkt z längs eines beliebigen

Weges ins Unendliche, so strebt der Punkt iv dem Punkte iv =
zu, und umgekehrt.

Den Bedürfnissen der Transformation (1) entsprechend wollen

wir also den eigentlichen Punkten der Ebene noch einen idealen

Punkt hinzufügen und denselben als den Fmikt cx) bezeichnen. *) Die

Transformation (1) erweitern wir auch zugleich dadurch, daß wir

dem Punkte z = oo den Punkt ?r = 0, sowie dem Punkte «f = oo den

Punkt 2 = zuordnen. Dann entspricht der Umgebung des Punktes

IV = in ausnahmslos ein- eindeutiger Weise ein Teil der erweiterten

^-Ebene. Dieser Teil bildet die Umgebunr/ des Punldes z = oo^

welche wir nun direkt definieren wollen als denjenigen Teil der

^-Ebene inklusive des Punktes z=oo, welcher außerhalb einer

beliebigen geschlossenen Kurve liegt. Wenn wir sagen : der Berekli T
enthält den Punkt z = oo im Inneren, so heißt das, daß T alle eigent-

lichen Punkte der Ebene umfjißt, welche außerhalb eines geeignet

gewählten Kreises liegen.

Projiziert man die Ebene stereographisch auf die Kugel (vergl.

Kap. 6, § 9) und ordnet man dabei dem Nordpol letzterer den Punkt

z^oo zu, so wird dadurch die ganze erweiterte .^-Ebene in ein-

eindeutiger Weise auf die Kugel bezogen. Insbesondere geht die Um-
gebung des Punktes .? = oo in die Umgebung des Nordpols über.

Vher das Verhalten einer Fanldion im Punlde .^ = ^sd . In einem

Bereiche T, welcher den Punkt ^ = oo im Innern enthält, sei

f{z) analytisch. Durch (1) geht f{z) dann in eine Funktion von iv

über:

f\z) = fp{w),

welche in der Umgebung von tv = 0, diesen Punkt allein ausgenommen,

analytisch ist. Das Verhalten von tp (?r) im Punkte w = soll für

das Verhalten von f{z) im Punkte z = oo maßgebend sein. Nach

den Entwicklungen von § 6 unterscheidet man hier drei Fälle.

a) Die Funktion f{z) bleibt endlich im Bereiche T. Dann bleibt

(p{iv) auch endlich und strebt zufolge des 7. Satzes von § 6 einem

Grenzwert A zu, wenn w = wird. Setzt man noch ^(0) = A, so

*) Das System der komplexen Zahlen in ähnliclier Weise durch Hin-

zufügung einer Zahl csj ,
— des sogenannten „eigentlichen Unendlichen", — zu

erweitern, ist nicht angebracht; man vergleiche die Einleitung zum 2. Abschnitte.

Will man sich doch ein abgeschlossenes Zahlensystem TerschalFen, damit die

Sonderstellung des Punktes oc gehoben wird, so empfiehlt sich der Gebrauch

homogener Yariabelen.
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Yerhillt sich (pOr) auch im Punkte n- = analytisch. Dem entspricht

die folgende Definition: Bleibt fij) in 7' endlieh:

so rerliält sidi f\z) im FiniJde z = rsj uiinhjtisch und hat dort den

Wert
A = \\mt\z) =/"(oü).

b) f\2) wird unendlich, wenn 2 = oo wird:

/•(oo) = Oü.

Dann sagen wir: f(^z) hat einen PoZ im Funkte z^oc.
c) In jedem anderen Falle sagt man: f\z) hat eine wesentliche

sinf/uläre Stelle im Punkte z = 00. Die Funktion kommt dann

jedem vorgeschriebenen Werte in jeder Umgebung dieses Punktes

beliebig nahe.

Darstelliing einer Funktion in der Umgehung des Punktes z = 00.

An den Hauptsatz von § 7, sowie au die Sätze von § ^ betreffend

die Darstellung von qp (jtv) in der Nähe von iv = anknüpfend,

können wir nun folgende Sätze aussprechen.

1. Satz. Verhält sich f(z) im Punkte 2=00 analytisch, so

hat man

z z

ivo (p{z) ebenfalls im Funkte 00 analytisch ist.

2. Satz. Verschwindet f{z) im Punkte 00, oJine identisch =
zu sein, so ist

/« = ":<?,

WO m eine natürliche Zahl ist und f){z) sich im Funkte cc analytisch

verhält, dort aber nicht verschivindet.

3. Satz. Hat f{z) im Punkte 00 einen Pol, so ist

f{^) = ^'X>J = c,„^-+ c^_i.-"'-^+ • + c,z + t(z),

IVO m eine natürliche Zald ist, die Funktionen (piz), Ti.'{z) sich beide

im Punkte oc ancdytisch verlialten, und überdies (p{oo)=^0 ist.

Definitionen. Die im 2. und 3. Satze sich einstellende Zahl m
definiert die Ordnung des Nullpunktes bezw. Poles, welchen f\z) im

Punkte oc hat. Das in der letzten Formel des 3. Satzes auftretende

Polynom heißt der Hauptteil von f{z) im Punkte 00.

18*
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Beispiel. Die Funktion von § 1:

c

verhält sieh analytisch in allen eigentlichen Punkten der Umgebung

des Punktes z = oo. Ferner findet man

li

= CK

c

d. h. F(2) verhält sich auch im Punkte oc analytisch und verschwindet

dort. Um die Ordnung dieser Wurzel zu bestimmen, setze man

rcp{t)dt ^ 1 r q,{t)dt

J t-z zj tz-'-l

und beachte, daß
c

l-J-f^-/^«"'
ist. Verschwindet dieses letzte Integral nicht, so liegt eine einfache

Wurzel vor.

Konforme Ahhildtmff der Unigehmig des Punktes z = oo. Der

durch (1) definierten Transformation der Ebene entspricht nach

Kap. 6, § 10 eine Transformation der Kugel in sich, welche aus

einer Rotation derselben um eine in der Ebene des Äquators ge-

legene Achse durch den Winkel ;t besteht, und welche also die

Umgebung ihres Nordpols auf die Umgebung des Südpols konform

überführt. Hiermit wird hinsichtlich besagter Transformation der

Ebene die folgende Definition nahegelegt: Die durch die erweiterte

Transformation (1) definierte Beziehung der Umgebung des Punktes

z = oo auf die Umgebung des Punktes ic = soll auch im Punkte-

paare »;=oü, w = konform heißen. Allgemeiner seien z^ und Wr^

zwei beliebige Punkte der z- bezw. ?r- Ebene, wovon mindestens

einer der Punkt oo sein soll. Die Umgebungen dieser Punkte sollen

einander in ein-eindeutiger Weise zugewiesen sein, wobei außerdem

Zq und iVq einander entsprechen sollen. Dann heißt die Beziehung

auch im Punktepaare z^, Kq konform, wenn sie es in jedem anderen

jenen Umgebungen angehörigen Punktepaare ist. Es ergibt sich,

daß dann die entsprechenden Bereiche der Kugeln ebenfalls konform

aufeinander bezogen werden. Das zeigt man nämlich dadurch, daß

man jeden dieser Bereiche auf einen endlichen Bereich der Ebene

stereographisch projiziert und dann den in der Aufgabe von S. 263

ausgesprochenen Satz in Anwendung bringt. Nun hatten wir früher
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den Satz: Wird die Unu/chi(nt/ eines l'tiukles 1' (utf dir Unifiehnnfi

eines Punktes Q und diese wieder auf die Um(/ehun(f eines Punktes R
ein -eindeutig und konform hezogen, so ist die dadurch defmieHe Äb-

hildu}}(/ der Unu/ehung von, P auf diejenige von li aueh eine konforme.

Jiei der erweiterten Definition der konformen Abbildung bleibt dieser

Satz noch bestehen.

Um die ,e-Ebene, der Transformation (Ij gemäß, auf die iT Ebene

abzubilden, kann man unter Benutzung der Kugel folgendermaßen

vorgehen. Die /r-Ebene möge die Kugel im Nordpol berühren. Dann

wird maji die ^- Ebene mit dem Nordpol als Projektionszentrum

auf die Kugel und diese wieder mit dem Südpol als Projektions-

zentrum auf die ^r- Ebene stereographisch projizieren. Hierdurch

kommt die in Rede stehende Transformation gerade zu Stande. Vergl.

darüber Neumann, Ahelsche Integrale, 1. Aufl., 1S65, 4. Vorlesung;

2. Aufl., 1884, 3. Kap.

Aufgabe 1. Ist f{g) eine rationale Funktion:

' ^^ r{z) '

wo G{z), r[g) zwei Polynome sind, so zeige man, daß f{z) ent-

weder im Punkte z = (Xi analytisch ist oder einen Pol dort besitzt.

Aufgabe 2. Man zeige, daß eine in jedem Punkte der er-

weiterten ^- Ebene analytische Funktion nichts anderes als eine Kon-

stante sein kann.

Aufgabe 3. Es ist bereits einmal bewiesen worden, daß sich

eine im Punkte 2 ^ a analytische Funktion, deren Ableitungen alle

in diesem Punkte verschwinden, auf eine Konstante reduziert. Gilt

dieser Satz auch in der erweiterten Ebene?

Aufgabe 4. Man zeiore, daß die notwendige und hinreichende

Bedingung dafür, daß die Umgebung des Punktes ^ = oo durch die

Funktion ^. ,

w = / (z)

auf die Umgebung des Punktes (U = oo konform bezogen werde,

darin besteht, daß f(z) einen einfachen Pol in s' = -X2 habe. Wie

lautet die Bedingung, daß jener Bereich der 4- -Ebene auf die Um-

gebung eines endlichen Punktes fc = h konform abgebildet werde'?

§ 10. Die rationalen Funktionen.

Wir wollen in diesem Paragraphen die hauptsächlichsten funktionen-

theoretischen Sätze betreffend Polynome und rationale Funktionen zu-
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sammeiistellen, deren Beweis schon in der niederen Algebra gegeben zu

werden pflegt, und ihnen dann noch einen weitereu Satz (den 7. Satz)

hinzufügen, welcher für die Funktionentheorie von großer Bedeutung ist.

Unter einer rationalen Funktion einer oder mehrerer Veränder-

lichen ^j, • • •
^,, versteht man die Funktion, Avelche entsteht, wenn

man auf die n Argumente nebst einer beliebigen festen Anzahl von

Konstanten die vier Spezies nach einer bestimmten Regel endlich

oft anwendet, wobei indessen diese Regel nicht von den Werten der

Argumente abhängen darf.==^j Wird die Division höchstens auf die

Konstanten, nicht aber auf die Argumente angewandt, so heißt die

Funktion eine (/amc rationale Funktion oder Folynoni. Jede rationale

Funktion läßt sich entweder als ein Polynom oder als der Quotient

zweier teilerfreraden Polynome darstellen. Im letzten Falle, wo also

das Nennerpolynora wirklich von s abhängt, heißt sie eine ßchrochene

rationale Funktion.

1. Satz. Jedes Polynom

(1) (?„(^) = «o^'"+«,,^"-i+--- + a„, a,+ 0, n>l,

läßt sich auf eine, aher auch nur auf eine Weise in das Frodukt

linearer Faktoren verlegen:

Gn(^) = % (-" - «l)'' C^ - «2)'^ • • (^ - aj'",

WO
/.-i,

• • • /.-,„ natürliche Zahlen bedeuten, deren Summe gleich n ist

und die Wurzeln a. im übrigen voneinander verschieden sind.

Im Anschluß daran ergeben sich noch die weiteren Sätze:

2. Satz. Die notwendige und liinreicliende Bedingung dafür, daß

Z'wei Folynome einen gemeinsamen Teiler haben, besteht darin, daß

sie eine gemeinsame Wurzel haben.

Eine Funktion verschwindet identisch, wenn sie für alle in Betracht

kommenden Werte des Arguments gleich ist. Zwei Funktionen

sind einander identisch gleich, wenn ihre Differenz identisch ver-

schwindet.

3. Satz. Identitätssatz. Verscliwindet ein Polynom für mehr

getrennte Werte seines Arguments als die Zald, welclte seinen Grad

anzeigt, so verschwinden sämtliche Koeffizienten, und das Polynom ver-

seil windet somit identiscli.

Allgemeiner: Haben zwei Polynome,

G(z) - «0-^" + a,z"-' + • • • -f a„, a^ =4= 0,

r(^) = />„.-'" -f b,z^'^-' + • • + b„„ b,^0,

*) So ist z. B. nl nicht als eine rationale Funktion von n aufzufassen.
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gleiche Werte für mehr als N Werfe des Arf/ionents, iro N die (jrößere

der beiden Zahlen ii , in hedentef, so sfimnteit ihre Koeffizienten be-

zieh ungsiveise miteinander iiberein. :

^i = ^.' '
== ^? 1? ? "' = '"•

Mithi)! sind die Poli/nonie einander identisch f/leich.

Mit Rücksieht auf die Entwicklungen von §§ 8, 9 können wir

ferner sagen:

4. Satz. Eine rationale Fmiktion It{z) ist eine eindeutige Funktion,

nrlche sich in der ganzen erweiterten z-Ebene im allgemeinen analytisch

verJiält and keine anderen singidären Punkte als nur Pole besitzt.

5. Satz. In der erteeiterten z- Ebene ist die Anzahl n der Pole

einer rationalen Funktion

/CO G(z), r(z) teilerfremde Polynome sind, gleich dem höheren der

beiden Grade von G{z), F{z). P(z) nimmt dort jeden Wert genau

n mal an.

Besonders einfach gestaltet sich jetzt die Herleitung der Partial-

bruchzerleffung.

6. Satz. Eine rationale Funktion läßt sich sowohl durch den

Quotienten zweier Produkte:

(z- ft)'-
... {z- ß,)''>

als aueli mittels partieller BrücJic:

+ •
•

+ C,z"^ + C',^"'-i + • • + C„^z + C,

darstellen.

Der erste Teil des Satzes erhellt sofort. Zum Beweise des

zweiten Teiles ziehe man von R(z) den Hauptteil der Funktion in

jedem Pole ab. Die dadurch erhaltene Funktion

/ = 1 .) = 1
^'

J = l
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verhält sich dann in jedem Punkte der erweiterten 5^-Ebene mit Aus-

nahme der Pole ß^, • • •

/3, , wo sie nicht definiert ist, analytisch, und

bleibt überdies endlich. Definiert man ^(2) noch in den Punkten

ßj,
?' = 1, • • • q, als lim 0(2), was nach dem 7. Satze von § 6 ja

erlaubt ist, so erweist sich 0(3) als eine in der ganzen ^- Ebene

endliche und ausnahmslos analytische Funktion. Darum ist 0{s) eine

Konstante.

Zum Schluß beweisen wir die Umkehrung des 4. Satzes.

7. Satz. Eine Fiinidkm f{z), die in der erweiterten s-Ebene im

allgemeinen analytisch ist und keine anderen Singularitäten als mir

Pole dort besitzt, ist eine rationale FunJction.

Zunächst ist klar, daß die Anzahl der Pole eine endliche sein

muß. Denn sonst gäbe es ja mindestens eine im Endlichen oder im

Punkte oc gelegene Häufungsstelle von Polen. Ein solcher Punkt

kann aber kein Pol sein, denn in der Nähe eines Poles verhält sich

die Funktion, wie wir wissen, vom Pole selbst abgesehen, ausnahmlos

analytisch.

Zieht man jetzt von f(0) den Hauptteil der Funktion in jedem

Pole ab, so kann man hier wieder genau so schließen, wie beim

Beweise des 6. Satzes.

Aus den vorstehenden Sätzen geht hervor, daß eine rationale

Funktion durch Angabe der Pole nebst dem Hauptteile der Funktion

in jedem derselben, resp. durch Angabe der Nullpunkte und Pole

(je mit der zugehörigen Multiplizität) bis auf eine additive bezw.

multiplikative Konstante bestimmt wird. Bei der letzten Bestimmung

muß nur die Gesamtzahl der Nullpunkte und Pole in der erweiterten

Ebene die nämliche sein.

§ 11. Das Besiduum.

Sei f(z) eine Funktion, welche in der Umgebung einer Stelle

z = a, höchstens mit Ausnahme dieses Punktes selbst, analytisch ist,

und sei ferner S ein von einer einfachen regulären geschlossenen

Kurve C begrenzter Bereich, welcher « umfaßt, innerhalb des Be-

reiches T, wo /"(/) betrachtet wird, liegt und weiter keinen singu-

lären Punkt von f(z) im Inneren oder auf seinem Rande enthält.

Dann heißt das in positivem Sinne über den Rand von S erstreckte

Integral

r : / f(z)dx
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das IxcsididOH von f{z) im Punkte a. Ist a = oo, so inuü man, wie

erinnerlich, nuter dem positiven Sinne denjenigen verstehen, in welchem
(' durchlaufen vrerden muß, damit man den Bereich S, also liier

den außerhalb (' geleg-enen Teil der ^-Ebene, zur Linken hat. In

einem endlichen Punkte a, in welchem f\z) analytisch ist, hat das

Residuum den Wert 0.

Von besonderer Bedeutung ist das Residuum einer l^'unktion in

einem Pole a. Stellt man f(z) hier in der Form dar:

so hat das Residuum den Wert C^. Ist f(z) im Punkte oo analytisch

oder hat f(z) dort einen Pol:

/'(^) == (-\2"'+- • + C,z + C, + C_,z-'+z-'(p{z), m I 0,

so erhält man als Wert des Residuums nicht C\, sondern — ^'-i-

1. Satz. In jedem inneren und Handpunkte eines von einer oder

mehreren einfachen geschlossenen regidären Kurven hegrernten Bereiches

S sei f{ß) bis auf innerhalh S gelegene Pole stetig und innerhalh S,

von jenen Polen abgeseJien, analytisch. Dann erhält man die Summe
der Pesiduen von f{z) in den Polen von S, indem man f[/)!27ii in

positivem Sinne über den Gesamtrand von S hin integriert. Der Satz

gilt auch dann noch, wenn S den Punkt oo als inneren Punkt enthält.

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Cauchyschen Integral-

satze, indem man jeden singulären Punkt durch einen kleinen Kreis

ausschneidet und dann über den Rand des neuen Bereichs integriert.

In der deutschen Literatur ist diese Art, die Summe der Residuen

innerhalb eines cregebenen Bereiches zu erhalten, als die Methode des

Hern mintegrierens bekann t.

Unter dem logarithnüsehen Besidaum von fl^z) im Punkte a

wollen wir das Residuum der Funktion f'(z)/f(z) in diesem Funkte

verstehen, also das Integral

1 r f (z)ds 1 , /•/ N i

wo der letzte Ausdruck den Zuwachs bedeutet, welchen die Funktion

log f(z)/27ci erfährt, wenn z die Kurve C im positiven Sinne durch-

läuft. Das logarithmische Residuum ist also nichts anderes als der

Zuwachs der Funktion arc f(z) längs der Kurve C, geteilt durch 2:1.

Im Anschluß an den Zusatz von Kap. 6, § 3 kann man also jetzt

den folgenden Satz aussprechen. *
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2. Satz. Die OrdnmKj eines NullpunJites oder eines Poles der

Funldion f{z) ist gleich dem logarithmischen Residuum heziv. dem nega-

tiven Werte des logarithmischen Residuums der Funktion in diesem

Punkte, der auch insbesondere der Punkt >3 sein kann.

Nach den gegenwärtigen Methoden würde man den Beweis, wie

folgt, führen. Sei a zunächst ein Xullpunkt m*®"" Ordnung:

Dann ist

WO t/;(^) im Punkte z = a analytisch ist. Daraus folgt der erste

Teil des Satzes. In ähnlicher Weise wird auch der Beweis des

übrigen Teils geliefert.

An diese Sätze schließt sich ein wichtiges Kriterium bezüglich

der Anzahl der XuUpunkte und Pole einer analytischen Funktion in

einem gegebenen Bereiche an.

3. Satz. Im Inneren eines von einer oder mehreren einfachen

regulären geschlossenen Kurven hegrenzien Bereiches S sei f{z) höchstens

mit Äusnalime von Polen analgtiseJi ; ferner sei f{z) am Rande stetig

und von Null verschieden. Dann ist die Gesamtzahl der in S ge-

legenen NuUpunlite von f(z) n-eniger der Gesamtzahl der Pole, jeden

dieser Punkte seiner 3Iultiplizität nach gerechnet, gleich dem längs der

ganzen Begrenzung C von S erstreckten Integral

j^ f f'{z)dz

2 7tiJ f(z)

Vermöge dieses Satzes kann man den letzten Teil des 5. Satzes

von § 10 beweisen, indem man die erweiterte Ebene durch eine

geschlossene Kurve zerlegt und den Satz dann auf jeden der beiden

dadurch entstehenden Bereiche anwendet. Einen besonderen Fall des

3. Satzes wollen wir noch explizite erwähnen.

Besteht S aus dem Innern einer einzigen. Kurve C und hat f{z)

keine Pole; wächst ferner das vorstehende Integral, oder auch die

Funktion axc f(z)/ 2 ji um n, wenn z den Rand in positivem Sinne

durchläuft, so hat f{z) genau n Wurzeln in S.

Bei Cauchy spielte der Begriff des Residuums und die Methode

des Herumintegrierens von vornherein eine wesentliche Rolle. Den

Kern dieser Methode findet man schon in der Abhandlung vom

Jahre 1814, während das Residuum bereits zur Zeit der Abfassung
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der Exercises de inofhriiKif/qurs (1X2(5), also \'i'u\\' .Jalirc vor der Ent-

deckimg des Caqchy-Taylorschen Reihensatzes, ein ^^-hräuchliches

Werkzeutr in seinen Händen war. Anch zur Herleitiing von Reihen-

nnd Froduktentwicklnufijen wandte Cauchy dieses Verfahren an, und

neuere Forscher haben den Gedanken wieder aufgenommen und mit Er-

folg verwertet. Man vergl. vornehmlich Dini, Serie di Fonrier, sowie

die damit vei-wandten Untersuchungen von Kneser. *) Zur Einführung

in (hesen Gedankenkreis leistet die Darstellung bei Picard, Traite

(f(niahis('^ Bd. 2, Kap. 6 vorzügliche Dienste. Wir werden später

einmal wieder hierauf zurückkommen.

Aufgabe 1. Hat f{z\ eine einfache Wurzel z = a, aber keine

Pole im endlichen Bereiche S, so ist

•2711 J /(£.

Aufgabe 2. Man zeige, daß das Residuum von

A
{z — a) {x— z)

im Punkte z = a
A

X — a

ist. Allgemein hat dort die Funktion

A
{z— af {x — z)

das Residuum
A

(x-^a)'"'

Aufgabe 3. Man bestimme das Residuum, sowie das logarith-

raische Residuum der Funktion

{z — a) (z — by
im Punkte z = h.

§ 12. Über Potenzreihen.

Sei

(1) c^+c,z^c^z^+---

eine Potenzreihe, von der man weiß, daß sie für einen von ver-

schiedenen Wert z = Z konvergiert, oder allgemeiner, daß die Terme

der Reihe für z =^ Z blos endlich bleiben:

(2) CnZ"\^0,

*) Math. Ann. Bd. 58 1 1903s S. 81.
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wo G eine positive Konstante bedeutet. Sieht man von dem be-

sonderen Falle ab, daß die Reihe überhaupt für alle Werte von z

konvergiert, so gibt es stets einen Kreis, den sogenannten Konvenienz-

kreis*), innerhalb dessen die Reihe absolut konvergiert und außer-

halb dessen sie divergiert. Für alle Punkte z, wofür 2 < i-^
== jR

ist, konvergiert nämlich die Reihe (1) absolut. Denn aus (2)

findet man

Cn <GB-", c^z^\£G(§y,

wobei z R < 1 ist. Vergleicht man also die Reihe

^'0: + ^1^ + >2^^ H

gliedweise mit der konvergenten geometrischen Reihe positiver Glieder

n =

so ergibt sich die absolute Konvergenz der Reihe (1) im Kreise

z <R.
Sei nun Z' ein Wert von z, wofür die Reihe (1) divergiert.

Dann divergiert sie, wie man aus dem gerade bewiesenen Satze

sofort erkennt, für alle Werte z, wofür ,£; > Z' = E' ist. Für die

Punkte des Kreisrings Ü^:

E< z <B'

ist die Frage der Konvergenz dagegen noch nicht entschieden. Nehmen
wir auf der positiven reellen Achse den Halbierungspunkt q^ der

Strecke {B, R'):

?i= ^—

^

und sehen wir zu, ob (1) für z = o^ konvergiert oder divergiert.

Im ersten Falle umfaßt der Konvergenzbereich von (1) mindestens

das Innere des Kreises z < p^: im anderen Falle divergiert (1) sicher

außerhalb dieses Kreises. In beiden Fällen wird also der Kreis-

ring ^^, wo die Konvergenz der Reihe noch nicht feststeht, durch

einen zweiten Kreisring ^2 ersetzt, der innerhalb ^j liegt und dessen

Radien sich nur um die Hälfte des früheren Betrages R' — R von-

einander unterscheiden.

Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens erhält man
eine unendliche Reihe ineinander eingeschachtelter Kreisringe, deren

Radiendifferenz gegen abnimmt. Demgemäß konvergieren sowohl die

Auch wahrer Koniergenzhreis genannt.
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iiiuern als die äuBoin K*;ulieii dieser Hinge gegen ein nnd denselben

Grenzwert B, und nun erhellt sofort, daß die Reihe innerhalb des

Kreises 2 =R konvergiert (und zwar absolut) und außerhalb desselben

divergiert. Hiermit ist unsere Behauptung bezüglich des Konvergenz-

kreises erwiesen. In den Randpunkten dieses Kreises kann sowohl

Konvergenz als Divery'enz herrscheu.

Hinsichtlich des funktioneutheoretischen Verhaltens einer Potenz-

reihe besteht der folgende Satz.

Lehrsatz. Sei T ein heliehi(/er Bereich, ivelcher mit Einschluß

seiner Bandpunkte invcrliaJh des Konvergenzhreises der Potemreihe

«0+ ^1^ + '^2'^^H

liegt. Dann konvergiert die Beilie für den Bereich T inklusive seines

Bandes gleichmäßig und stellt infolgedessen eine im Konvergenzkreise

analytische Funktion vor.

Man kann nämlich eine positive Große 77 so wählen, daß H
einerseits kleiner als der Konvergenzradius der Potenzreihe ist, während

H andererseits groß genug ist, damit T im Kreise z= H liegt.

Nun konvergiert aber die Reihe nach dem Vorhergehenden für

z = H absolut; d. h. die Reihe

konvergiert. Daraus erschließen wir die gleichmäßige Konvergenz

der Reihe (1) für alle Punkte \z\^II und also insbesondere für die

Punkte von T nebst Rand. Denn das Weierstraßsche Kriterium für

gleichmäßige Konvergenz (Kap. 3, § 4) gilt ja auch für Reihen mit

komplexen Gliedern. Im vorliegenden Falle braucht man also nur

M^=lc„H"
zu setzen, dann ist durchweg

und alle Forderungen des Kriteriums sind erfüllt.

Man beachte wohl, daß der vorstehende Satz nicht gleichbedeutend

mit dem folgenden Satze ist: Eine Potenzreihe konvergiert gleich-

mäßig innerhalb ihres Konvergenzkreises. Dieser Satz ist falsch,

W'e schon die geometrische Reihe

1 +.? + £-+•• •

zeigt. Diese Reihe hat den Einheitskreis zum Konvergenzkreise,

konvergiert aber nicht gleichmäßig innerhalb desselben, denn der auf

die ersten n Glieder folgende Rest hat ja den Wert
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" 1 — z

und bleibt somit in besagtem Kreise nicht einmal endlich, geschweige

denn dem absoluten Betrage nach unter einer vorgegebenen positiven

Größe f. Eine Potenzreihe konvergiert stets ahsolut im Innern ihres

Konvergenzkreises, im allgemeinen aber nicht ylciclmiäßig.

Aufofabe. Man zeige, daß der Konverj^eiizbereich der Reihe
r? 7 O

^0 -r . _ « -t-
(^ _ ^)2 +

aus dem Äußern des Kreises \z — a\ = jR besteht. Insbesondere kann

B, = sein, d. h. die ReiJie kann für alle Werte von g mit Ausnahme

von s = a konvergieren. Andererseits erleidet der Satz eine Aus-

nahme, falls die Reihe überhaupt für keinen Wert von konvergieren

sollte. Des weiteren konvergiert die Reihe gleichmäßig in jedem ab-

jjeschlossenen, anßei-halb des Kreises 1^— a =R a-elej^enen Bereiche T, —
der Bereich T darf sogar auch den Punkt ^ = c^ umfassen, wenn er

nur keinen Randpunkt mit besagtem Kreise gemein hat, — und stellt

somit in ihrem Konvergenzbereiche eine analytische Funktion vor.

Identitätssatz. Verschwindet eine Potenzreihe für alle Werte des

Ärgitnients in der Umgehung der Stelle z = 0, so verschivindet jeder

Koeffizient derselben.

Stimmen die Werte zweier Potenzreihen für alle Werte des Argu-

ments in der Umgebung der Stelle z = fniteinander üherein, so Jiahen

ihre Koeffizienten bezw. gleiche Werte.

Allgemeiner genügt es vorauszuaetsen , daß das Verschtvinden resp.

die Übereinstimmung bloß in einer abzählbaren Menge von Punkten

mit der Häufungsst(dlc z = stattfindet.

Setzt man nämlich in der gegebenen Reihe:

= Co + q^ + c^z^ -\

zuerst z = 0, so folgt Cq = 0. Daraus schließt man:

O = 0(Ci + r^z ^c^z^^ ).

Solange ^=1=0 ist und im Konvergenzkreise der gegebenen Reihe liegt,

ist also

== q + ^2^ + ^3^^ + • • • •

Diese letzte Reihe stellt aber eine im Punkte z == stetige Funktion

vor, und infolgedessen verschwendet sie auch für z = 0. Hiermit ist

gezeigt, daß q = ist.
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Durch Wiederholung dieses Schhisses beweist man {illgein<'in,

ilaß r„ = ist.

Der zweite Teil des Satzes ergibt sieh, indem mau die eine Hcihe

gliedweise von der anderen abzieht und dann den ersten Teil des

Satzes auf die neue Keihe anwendet. Den Beweis des letzten Teils

Avird der Leser mit Leichtigkeit führen.

§ 13. Die Cauchy-Taylorsche Reihe.

Die Keihenentwicklung einer analytischen Funktion fiz) nach

ganzen positiven Potenzen von s — a ergibt sich auch unmittelbar

aus dem Theorem von § 7.

Der Cauchy-Taylorsche Reihensatz. Ist f{z) in einem

Bereich T analytiscJi und ist a ein heliehiger innerer Punld von T, so

läßt sicli f{z) in eine nach (janzen positiven Potenzen vjn z — a fort

schreitende Reihe entwichin :

f{^) = ^0 + ^'i {^— «) ^c^{z-aY-\ ,

l€0

ist. Dabei konvergiert die Reihe und stellt die Fmiktion f(z) für alle

Werte z dar, die innerhalb des (/roßten Kreises um a liecfen, ivelcher nur

keinoi dem Rereich T nicht zugehörigen Panld im Innern einschließt

Die Darstellung ist überdies eindeutig.

In der Tat sei z ein innerer Punkt des genannten Ki^eises. In-

dem wir an die durch den Hauptsatz von § 7 gegebene Darstellung

Die für fiz) in diesem Punkte:

f(z) = /(«) + f'{a) (z-a)+--- + ^^-^ (z-ay-^ + (^z~a)"P„iz)

anknüpfen, handelt es sich bloß um den Beweis, daß das Restglied

(z — a)"PJz) bei wachsendem n gegen abnimmt. ]Man nehme den

Kreis K so, daß er z umfaßt. Dann ist nach der Abschätzung jenes

Paragraphen

(.-«)-?.(.) <,'it.(4.)"'

und das Restglied konvergiert auch in der Tat gegen 0, w. z. b. w.

Daß die Darstellung außerdem eindeutig ist, ergibt sich aus dem

Identitätssatz von § 12.
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Insbesondere kann die Reihe für alle Werte von z konvergieren.

Der Definitionsbereich der Funktion f{s) läßt sich dann auf die ganze

Ebene ausdehnen. In diesem Falle heißt f{2) eine ganze Funktion,

und zwar sofern die Reihe nicht gerade mit einer endlichen Anzahl

von Gliedern abbricht und somit zum Polynom wird, eine ganze

transzendente Funktion (Weierstraß).

Die Enta-icldung im Funkte z=oo. Enthält der Bereich T den

Punkt ^ = oü im Inneren, so nehme man die Transformation

IV = oder allcjemeiner iv =
z "

~. — a

vor. Ist nun f(z) im Punkte z = oo analytisch, so geht f{z) dabei

in eine Funktion

f{z) = ^(ir)

über, welche sich bei gehöriger Festsetzung bezüglich ihres Wertes

im Punkte iv = auch dort analytisch verhält und infolgedessen

durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann:

^ (/«') = Co + C^IC + c.^ iv^ H .

Daraus findet man, indem man sich bloß auf die erste Transformation

beschränkt:

f{,j = c,+ '] +% +.
Die Reihe konvergiert und stellt die Funktion für alle diejenigen

Werte von z vor, welche außerhalb des kleinsten um a = gelegten,

alle Randpunkte von T im Innern oder auf seiner Begrenzung ent-

haltenden Kreises liegen.

Diese Entwicklung wird in der Regel erst aus der Laurent-

schen Reihe abgeleitet. Die beiden auf die Koeffizienten sich be-

ziehenden Formeln (vergl. § 15):

C

lassen sich hier aber auch direkt, also ohne Voraussetzung des

Lauren tschen Satzes ableiten, und zwar nach demselben Verfahren,

wie das in § 15, Ende, angewandte.

§ 14. Zur Reihenentwicklung zusammengesetzter Funktionen.

Die Koeffizienten der Cauchy-Taylorschen Reihenentwicklung für

einige der wichtigsten elementaren Punktionen lassen sich direkt

durch Differentiation berechnen. So erhält man die Darstellungen
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i'I) sin^ = ^-^j-+
J,

---^ +, i2 <oo-

(3) cos^~ = l-
^j

4-
^,
-

Jj-
+ ---, ^<oü;

,4) (l+^)'"=l+,,,. + ^"(»^-i)^2+...,
1^ <i.

(5) log(l+^) = ^-^+ ^^'. - ~^' +..., ^ <1.

Die ersten drei Reihen konvergieren für alle Werte von z', die beiden

letzten haben den Einheitskreis znin Konvergenzkreise (sofern m nicht

gerade eine natürliche Zahl ist). Bei den Formeln (4) und (5) handelt

es sich ja selbstredend um eine besondere Bestimmung der linker

Hand stehenden vieldeutigen Funktionen.

Die P^ormel (5) wird auch durch gliedweise Integration der

geometrischen Reihe hergeleitet:

iog(i+^;)=/iJ,=^'-'^ +

Hierbei soll der Integrationsweg auf das Innere des Einheitskreises

^ < 1 beschränkt werden. Dann stellt das Integral nach § 3, 1. Satz

eine in diesem Kreise analytische Funktion vor. Längs der Strecke

der reellen Achse — l-<a;<l stimmt diese Funktion ferner mit dem

reellen Logarithmus log(l-|-a;) überein. Dem Identitätssatze von

§ 7 zufolge fällt also das Integral und mithin auch die Reihe mit der-

jenigen Bestimmung der Funktion log(l+^) zusammen, welche sich

im Einheitskreise analytisch verhält und längs jener Strecke der

reellen Achse reelle Werte annimmt.

Auf die nämliche Weise findet man ferner die Entwicklungen*)

/dz 2» ''"

^-qr^ = -2" — g- + ^^ , ^1 < 1

;

/-\ r dz
,

1 z^
,

1- :^ z"
,

.
1(i) arcsm^=j ^^== = ^ + -2 -3-+274 5

+•••' ' '^ ^

'

Allgemein lassen sich die Koeffizienten der Reihenentwicklung

für die Funktionen (1) • • {ö) in einem beliebigen Punkte z = a

der Ebene, in welchem sich die betrefi"ende Funktion analytisch ver-

*) Man vergl. jedoch noch die Anmerkung am Ende dieses Paragraphen.

Osgood, Funktionentheoiie. I. 19
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hält, durch die soeben verwendeten Methoden berechnen. Im be-

sonderen wollen wir noch die beiden Entwicklungen hersetzen:

log 2 = log a + -^ {2 — o) -
._, ^^, (/ ~ay -{ ,

gm _ «m _|_ ,,„ ^,,„-1 (, -a)-\-
'" '"'~ ^^> «'"-2 (^ -af-] ,

bemerken aber zugleich, daß sie sich am einfachsten ergeben, indem

man einerseits

lüg^f = log [« + (^ -«)] = log a + log (1 + ' ~
") ,

andererseits

setzt und sodann die Formel (5) bezw. (4) in Anwendung bringt.

Beide Reihen haben zum Konvergenzkreis 2— a <
|

a
|

.

Her Quotientensatz. Wird eine Funktion in der Form eines

Quotienten /'(\e)/g)(.?) gegeben und entwickelt man Zähler und Nenner

nach dem Cauchy-Tajlorschen Satze, so erhält man eine Reihen-

entwicklung für besagten Quotienten dadurch, indem man die Nenner-

reihe in die Zählerreihe gerade so dividiert, als ob es sich bloß um
Polynome handelte. In der Tat sei

f(z) = a^ + a^z -f a^z- -\ ,

(p{z) = \-\-h^z -[ \z^ -\ ,

und sei zunächst ?>(, =j= 0. Dann hat man nach dem Cauchy- laylor-

schen Lehrsatze .

Um die Koeffizienten c„ nun wirklich zu berechnen , multipliziei-e

man diese Gleichung mit (f>{z)-^ so kommt:

«0 + f'i^ + «2'^^ H = (^0 + \^ -\ ) (^0 + ^1^ + •

'

= hca + (^o^'i + ^'iO ^ + (^0^2 + ^^'i + ^20 ^^ H •

Bringt man nun noch den Identitätssatz von § 12 in Anwendung^

so ergibt sich:

Das sind aber nichts anders, als die Gleichungen, woraus sich die

ersteren Terme des Quotienten zweier Polynome bestimmen, und das

wollten wir eben beweisen.
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Beispiel. /"(ö) = sin ,?, q)(s:) = cosz,

" ~ 3T
"•"

5! ~ '

'

,
1 „

,
2 c ,

tiui Z = -j -, - = ^ + ^^ 4- ^s + . . .
.

1 _ ^- _1_ "
-^ 1^

2! ^ 4!

Wie man sich leicht überzeugt, behält das Verfahren selbst dann

noch seine Gültigkeit bei, wenn die Nennerfunktion verschwindet, nur

tritt dann, sofern die Zählerfunktion nicht mindestens el)en so oft

verschwindet, der Hauptteil des Poles vor die Potenzreihe.

Beispiel:
,

11 1 .,cotg^=-- s'-iö' ••

Znsammenriesetste Funktionen. Handelt es sich um die Berechnung

einer bestimmten Anzahl der Koeffizienten der Reihenentwicklung für

eine zusammengesetzte Funktion, so leistet häufig das folgende Ver-

fahren gute Dienste. Wir wollen es zunächst an einem Beispiele

erläutern. Es sollen nämlich die Koeffizienten der Keihe für

bis zum Gliede mit z^ wirklich ausgerechnet werden. Dazu setze man

?(• = z sin z

und ziehe die Entwicklungen (1), (2) heran:

e" = 1 + IC + ^ + — + -2-- + . . .

z* z^
z sin z =z^—-,T- + ^^, • •

•

b 24

Nun ist nach dem Satze der elementaren Reihenlehre betreffend die

Multiplikation zweier absolut konvergenten Reihen

1 = 1

,,. _ ?-2 _ 1 „4 j 1 ^6 _ 1 ^8 I . . ." -*
6 •*

I 120 '^ 5040** ~ ?

l^y,2 _ 1 ,4 1 ;.6 _l_ 1 ;;.8 _|_ . . .

2 '^ 9 »^ g »^ 1^ 45 *• \^ }

l^yS _ 1 ^6 _ 1 ,8 1 . . .

1 ^.-i

24
w^= o\^'4--

Ferner wird in der elementaren Reihenlehre gezeigt, daß eine emlliche

Anzahl von Reihen gliedweise zusammenaddiert werden können. Es

handelt sich hier aber um die gliedweise Addition einer unendlichen

Anzahl solcher Reihen. Daß dieser Schritt unter gewissen Be-

dingungen, welche hier auch erfüllt sind^ wirklich gestattet ist, besagt
19-^^
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der sogleich zu besprechende, von Weierstraß herrührende Reihen-

satz. Darnach erh.ält man die in Aussicht genommene Entwicklung:

Ein Reihensatz. Es mögen imendlich viele 'Fotenzrelhen vor-

gelegt sein:

U,{JS) = (^'^(^^S + (^V +,

deren alle in ein und demselben Kreise z <i R hcnvergirren. Außer-

dem Soll die BeiJie

f\z) = u,(z) + u,{z) -^ •

in jedem kleineren Kreise \Z ^I{'<ili gleichmäßig honvergieren. Die

hiermit erhaltene Funltion f{z), tvelche sich ja im ersteren Kreise ana-

lytisch verhält, möge nach dem Cauchy-Taijlorschen Lehrsatze in die

Potenzreihe

f{z) = «0 + «i^- + «2^^ + • •

enttuickelt werden. Dann konvergiert jede der obigen Vertikalreihen und

z/rnr ist

« = « = H =

Mit anderen Worten lassen sich die unendlich vielen Potenz-

reihen wie Polynome zusammenfassen, indem man alle Terme gleicher

Dimension in z zu einem einzigen Gliede verbindet, wodurch dann

die Cauchy-Taylorsche Reihenentwicklung für die Funktion f(z) gerade

zu Stande kommt.

Der Beweis ist äußerst einfach. Setzt man nämlich zunächst 2= 0,

so kommt:

/XO) = «0 = ^f,(o) + 1,,{0) + • • • = V c\;'\

» =

Diiferentiiert man dann die Reihe

f(z) = u^(z) -^ u^iz) + • •

gliedweise, was hier nach dem 5. Satze von § 5 gestattet ist, und

setzt man darauf z =- 0, so wird
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"V"./'(O) = a, = /^/(O) 4- ii:«)) + . . . =^
n =

Durch forto-esetzte VViederlioluiiff dieses VeifVihrens erj^ehen sich dieo o r>

weiteren KeLitionen, um welche es sich handelt. Hiermit Ist der

Beweis erbracht.

In diesem Theorem ist folgender Satz enthalten.

Znsatz. *SV/

cp (tr )
= /vo + />! IC + &2 /(•- + • •

eine Fotemreilic mit dem Konvergenzhreise ic < S, und sei

f{s) = «0 + «1^ +' ct.^z- -H • •
•

eine ziveite Foieuzreilie mit dem Konvergenzlireise \z < B. Sei ferner

iin <C S. Setzt nuiii daini ^., .

a-==f{z),

so erhält man die Caiiehg-Taylorsche Reihe für die zusammengesetzte

Funktion (p{f{2)), indem man die einzelnen Terme l>jr'' der ersten

ReiJie als FotenzreiJien nach z darstellt:

u)id darauf alle Glieder gleicher Dimension zusammenfaßt:

^,y,y,;, ^ 2" "i"' - (i;
«'."' )'+(2 ""' )-' +

In der Tat sei TFein Wert von n\ wofür die erste Reihe absolut

konvergiert und überdies W > «q ist. Alsdann bestimme man //

so daß \ ^ TT- 1^7

Dann konvergiert die Reihe

gleichmäßig, sofern z ^h bleibt (Kap. 3, §4), und darum kann man

den vorausgehenden Satz in Anwendung bringen.

Nach den vorhergehenden Entwicklungen ist man jetzt im Stande,

alle diejeuigen formalen Prozesse zu rechtfertigen, welche zur Her-

stellung solcher Entwicklungen nötig sind, wofür folgende Beispiele

typisch sind. Tritt eine mehrdeutige Funktion auf, so handelt es

sich selbstredend immer um eine besondere Bestimmung dersellim. *)

*) Zur einwandfreien Begründung dieser Entwickhingen, sul'ern es siei; i.n

mehrdeutige Funktionen bandelt, bedarf raan noch des Satzes von Kap. 1, § li>,

für Funktionen eines komplexen Arguments ausgesprochen; vergl. Ka]i. S.
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§ lo. Der Laureutsche Satz. 29o

Stellt man /(,?) dann in N mittels der Cauchyschen Integralformel

dar, so hat man:

ffA 1 fn^^dt 1 f'f:l,,ll
f^'') = 2nij t-z '^ 2niJ t-, '

r

wobei sieh C auf die äußere, F auf die innere BegrenzuiiLi; von S
bezieht. Nun betrachte man jedes dieser Integrale für sich. Nach

dem Hauptsatz von i^ 1 stellt das erste eine im Innern der Kurve C
analytische Funktion von z vor, während das zweite eine überall

außerhalb der Kurve F, auch im Punkte z = oc analytische Funktion

von s definiert. Darin liegt der Kern des Laurent sehen Satzes.

Laurent seh er Satz. Sei f\z) eine innerhalb eines Kreisrinfjs K
analytische FimMion von z. Dann läßt sich f(z) in zivei FtinMionen

spalten

:

f{z) = cp{z)-\-%^{z),

100 cp{z) iiherall innerhalb der äußeren, t(^) überall außerhalb der

inneren Begrenzung von K, inkl. des Punktes z = oo, analytisch ist.

Sei S ein konzentrischer Kreisring, welcher mit Einschluß seines

Randes in K lieot. Dann gilt der Satz nach dem Vorausgeschickten

zunächst für diesen Bereich, also ist

f{z) = (p{z) + xlj(z),

wo

/ N 1 rf(t)dt ^. s 1 rf(t)dt

V r

ist. Jetzt lasse man die Begrenzung F von aS' an die innere Be-

grenzung von K heranrücken. Dadurch wird der Bereich, in welchem

die Funktion t^{z) definiert ist, erweitert, ohne daß sich der Wert

dieser Funktion in einem einmal erreichten Punkte z dabei änderte.

Denn die Funktionen f{z), ^(z) hängen ja von F überhaupt nicht

ab, und 'ip[z)=f{z) — fpi/)- Auf diese Weise wird die Funktion

^.'{2) ganz bis an die innere Begrenzung des Kreisringes K heran

fortgesetzt, und es entsteht also eine P'unktion i^'(^), wie der Satz

sie verlangt. Verfährt man mit der Funktion (p(z) ebenso, indem

man C an die äußere Begrenzung von K heranrücken läßt, so erhält

man die in Aussicht gestellte Funktion (p{z'), und der Beweis ist

hiermit fertig.

Von dem Umstände, daß der Radius der inneren Begrenzung

von K positiv, derjenige der äußeren Begrenzung endlich ist, 'hat

man beim Beweise des Satzes keinen Gebrauch o-emacht; daher bleibt
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der Satz für diese beiden Greuzfälle noch bestehen. Auch brauchen

die Begreii/.ungeii des Ringes keine Kreise zu sein. Der Satz gilt

mithin allgemein für einen beliebigen Bereich J\ dessen Begrenzung

nur im Sinne der in Kap. 5, § 7 getroffenen Definition aus zwei

Stücken besteht.

Aufgabe 1. Sei f{z) eine Funktion von z, die in der ganzen

erweiterten Ebene mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Pu)ikten

üy, «2) • • •

'^n
analytisch ist. Mau zeige, daß sich f(z) dann in die

Summe von n Funktionen spalten läßt:

wo t\(/) eine in der ganzen erweiterten Ebene mit Ausnahme des

Punktes «^ anal3^tische Funktion ist.

Aufgabe 2. In einem Bereich T, welcher von n geschlossenen

oder nicht geschlossenen Kurven c^, a,, c„ begrenzt ist, sei f(s!)

analytisch. Der Bereich T- bestehe aus demjenigen Teil der erweiterten

Ebene, w^elcher allein von der Kurve c, begrenzt ist und, falls c- ge-

schlossen ist, zum Teil mit dem Bereich T zusammenfällt. Man
zeige, daß sich /"(«) dann in die Siunme von n Funktionen spalten läßt,

/(^)=/"i(^) + /;(^) + ---+/.(:^),

wo f\{z) eine in T- analytische Funktion von z ist.

Aufgabe 3. Sei T ein beliebiger Bereich, dessen Begrenzung

aus mehr als einem Stück besteht; und sei L eine einfache reguläre

geschlossene ganz in T verlaufende Kurve, die einen Teil der Be-

grenzung von T umfaßt. Die Bereiche 1\, T^ mögen aus dem Innern

von L, inkl. dieser Kurve selbst, nebst demjenigen Teil von T, welcher

außerhalb L liegt, bezw. aus dem Äußern von L, inkl. dieser Kurve

selbst, nebst demjenigen Teil von T, welcher innerhalb L liegt, be-

stehen. Ist f{z) eine in T analytische Funktion, so läßt sich f{ß)

in die Summe von zwei Funktionen spalten:

wo (piz), 4>(z) bezw. in T^, T^ eindeutige analytische Funktionen

von z sind.

Die LaurentscJte Reihe. Nach dem Cauchy-Taylorschen Lehrsatze

kann man die Funktion (p(z) in eine nach ganzen positiven Potenzen

von z — a fortschreitende Reihe entwickeln, wo a den Mittelpunkt

des Kreisringes K bedeutet:
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Diese Keilic konvergiert injiei-halli der üiißt'rcii liogrenziing von K.

Andererseits läßt sich i'[s) vermöge der Ei-vveiterung des geniinntcti

Lehrsatzes ebenfjills in eine lV)tenzreihe nud zwar narli absteigenden

Potenzen von z — a entwickeln:

H = l

Diese Reihe konvergiert außerhalb der innern Begrenzung von K.

Daraus ergibt sieh nun für f(z) die Darstellung mittels der Laurentsc/ien

lieihe:

x

rt = — CO

Diese Reihe konvergiert im Kreisringe K und stellt die Funktion

f{z) dort dar.

Die Koeffizienten der Laurentsclien Reihe werden durch dieselbe

Integralformel gegeben, wie diejenigen der Cauchy-Taylorschen Reihe:

fit) dt
c„ =

2'^*. / rt-a^" + ^'

wo C eine geschlossene, den Punkt z = a enthaltende, in K ver-

laufende Kurve bedeutet; nur fällt die Beziehung zu den Ableitungen,

c^ = f'^"'>(a)/n\ hier fort. In der Tat konvergiert die Reihe (1), sowie

die daraus mittels Division durch 27ii{z— aj""*"^ erhaltene Reihe

/ll= — CK

längs der Kurve C gleichmäßig und läßt sich daher über dieselbe

gliedweise integrieren. Dabei verschwindet jedes Integral rechter

Hand mit Ausnahme desjenigen, wofür ?« = « ist:

c

und hiermit ist der Beweis geliefert.

Auch hier gilt die Relation

[0, 1, 2, • •
•

wo \z — a\ = r einen beliebigen im Kreisringe K gelegenen Kreis

und 31 den größten Wert von \f(t)\ längs desselben bedeuten.
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Es gibt keine zweite Darstellung der Funktion ({s) von der

Form (1):

n = — CK

die mit der Laurentschen Reihe nicht identisch wäre. Die neue,

sowie die daraus mittels Division durch (> — «)" + ^ erhaltene Reihe

würde nämlich auch längs der Kurve C gleichmäßig konvergieren.

Integriert man nun die Differenz der beiden Reihen, jede durch

(^ — rt)" + ^ geteilt, über C, so kommt c„— c.' = 0.

§ l(j. Der Goursatsche Satz.

Wir wollen jetzt über einen Satz berichten, welchen Herr

(iroursat gefunden hat und welcher die Grundlagen der Funktionen-

theorie in wünschenswerter Weise ergänzt. Bisher haben wir nämlich

die Stetigkeit der Ableitung mit in die Definition der analytischen

Funktion aufgenommen. Kraft der Goursatschen Untersuchung kann

man diese Forderung fallen lassen, da es sich herausstellt, daß die

Stetigkeit eine notwendige Folge der bloßen Existenz der Ab-

leitung ist.

Goursat ging von dem Gedanken aus, den Beweis des Cauchy-

schen Integralsatzes zu vereinfachen, indem er direkt mit dem kom-

plexen Integral operierte, anstatt es erst in reelles und rein imaginäres

zu spalten. Dabei ergab sich noch über das nächste Ziel seiner

Forschung hinaus, daß man auf die Stetigkeit der Ableitung ganz

verzichten kann. Da nun ferner bei der Herleitung der Cauchyschen

Integralformel:
fif) dt

t — z'
c

die Existenz der Ableitung /"(/J bereits zur Existenz der Ableitung

g m
dtt — z

im betreffenden Bereiche genügt, so erhält man auch diese Formel

unter der bloßen Voraussetzung des Vorhandenseins von f"{z). Aus
dieser Integraldarstellung geht aber die Stetigkeit der Ableitung her-

vor, vergl. § 1, und hiermit sind auch die Bedingungen der früheren

Definition erfüllt.

Wir wollen zuerst Goursats Beweis des Cauchyschen Satzes in

dem Umfange geben, für weichen sich Goursat selbst ursprünglich



§ 10. Der (Joursatsche Satz. jf«)«)

entschied. •=) Die Anfhcl)iiiio- der Stetigkeitsaniuilmif ci-rolgt tlunii,

im Anschluß liieran, im iiiichstcii l';ii-iiu;ni])licn.

hn Iniicrii intd ((>(/' dm/ lUunle eines cinlliclien Bereichs S, iiclehrr

von einer endlichen AnSidd einf'<teher (/eschh)ssener ref/iddrer Kurven

h'firetizt irird, sei /"(«) siefi;! niid ((iisiudnnslos mit einer sfefif/en Ah-

leitiiii;! (iiisgestattet. Dann hat das Iidripud if(2)<lz, erstreckt Hl/er

den ijamoi Band C ron.- S, den Wert 0:

ft\z)dz = 0.

(•

Den Bereich *S' zerlege man nach dem Satze von Kap. b, § 9

in Bereiche <5. Indem man dann das Integral / f\£)dz über den

Rand eines jeden ö in positivem Sinne erstreckt, erhält man:

ff{z)dz==y,ff{z)dz,
c V,-

wobei sich y. auf die Begrenzung von (; bezieht. Es handelt sich

darum, die einzelnen' Integrale der rechter Hand stehenden Summe
abzuschätzen.

Sei z^ ein innerer oder Randpunkt, z ein veränderlicher Rand-

punkt des Bereiches (?., und man setze

Daraus findet man

ffXz)dz=f(z-Z:)t,dz.

Denn die beiden ersten Terme rechter Hand lassen ja ein unbestimmtes

Integral zu, welches für alle Werte von z eindeutig und stetig ist,

und infolgedessen verschwindet nach § 1, (11), das bestimmte Integral

dieser Terrae, erstreckt über einen geschlossenen Weg.

Sei £ der größte Wert von t^ für die verschiedenen Bereiche

6, resp. eine größere Zahl, und sei ferner Jt die Seitenlange der

Quadrate, auf welche sich die Zerlegung von S in Bereiche o gründet.

Dann ist die Länge des Randes von einem Bereich (i-, falls dieser

ein Quadrat ist, gleich 4A. Stößt a^ dagegen an den Rand C, so

*) Hierzu ist nötifr, die Definition der Ableitung auf den Fall eines Rand-

punktes in leicht ersichtlicher Weise zu verallgeDieinern.
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kann 6- möglicherweise aus einem Stücke eines von zwei Quadraten

gebildeten Rechtecks besteben. Dann ist die betreffende Länge

sicher kleiner als die Summe der Längen des Rechteckrandes, (JA,

und des an 6- beteiligten Stückes von C, c-. Da nun endlich

z-Zi <Jiy2 resp. //"/ö

ist, so erhält jnan tbe Abschät/Aing:

\ft^{z-z;)(h <£hy2 4:l>

''

bez w. <fhyi-xh + €hyj-c.,

wo X den Wert 4 resp. 6 und A den Wert 2 resp. 5 hat, jenachdem

0. in einem einzigan Quadrat enthalten ist oder noch über ein zweites

Quadrat greift. Es werde mit a- der Flächeninhalt desjenigen Quadrats

resp. Rechtecks bezeichnet, in welchem 6^ liegt. Dann ist a- = h'^,

lalis 6^ ein volles Quadrat ist; sonst ist « = Ir resp. 2/r, je nachdem

X = 4 oder 6 ist. Dies gibt:

J'tjz-z;)dz\<4y2a,s

bezw. < 4 ]/5 «^ & + ]/;") // c- e

.

Hiermit gelangt man zur definitiven Abschätzung:

(2) ^ft,{z~z,)dz <yh(AA + hr),,

Vi

wo Ä den Gesamtflächeninhalt derjenigen Quadrate bedeutet, in

welchen Bereiche ö liegen, und l die Gesamtlänge des Randes C ist.

Entspricht A einer bestimmten Zerlegung von S in Bereiche (?, so

darf man diesen besonderen Wert A bei jeder weiteren Zerlegung

offenbar a fortiori in der Abschätzung (2) beibehalten.

Der letzte Schritt des Beweises besteht nun darin, zu zeigen,

daß einer beliebig kleinen vorgegebenen positiven Größe e stets eine

Zerlegung von S in Bereiche <J und darauf eine Bestimmung von z-^

in ö^ entspricht, derart daß durchweg

(3) le,- <^
bleibt. Dies folgt aber unmittelbar aus der Voraussetzung der Stetigkeit

von f" (z), denn der Differenzenquotient hfjl^z konvergiert dann gleich-

mäßig D-egen seinen Grenzwert. Um letzteres einzusehen, bedient man

sich am einfachsten der in Kap. 6, § 6 benutzten Umformung:

welche im Falle einer geradlinigen Begrenzung auch für einen Rand-

punkt gilt. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit der partiellen Ab-
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leitungen «rr"'> ^^^ abgeschlossenen Bereiche »V wird hier ((i + /ö)/A^

gleichmäßig klein, sobald ntir Ai* < d bleibt, wie auch immer z in

S iMiijenommen werden möge.

Für eine krummlinige Begrenzung bedarf der Beweis noch einer

kleinen Ergänzung, da man dann einen Handpunkt z mit dem Punkte

z + ^z nicht stets durch eine in S gelegene Gerade verbinden kann.

Man wird dann eine Verbindungskurve F verwenden, wodurch sich

ergibt, daß

Alt = [ujx, y) cos« + M,y(-^, y) sin i'-\ A.s-

ist, mit einem ähnlichen Ausdruck für Ar. Dabei be/.iehen sich x,

y, ä auf einen mittleren Punkt von F. Dann unterscheiden sich

cos«, sin«, As/ A^j um gleichmäßig wenig von

cos« =Ax/yAx^ -{- A//^ resp. sin« = Ay/YAx^ -\- A//-

und 1, und die obige Umformung bleibt immer noch in Kraft Auf
Einzelheiten hier näher einzugehen, ist deshalb nicht nötig, weil dieser

Fall doch durch die Methode des folgenden Paragraphen am ein-

tachsten behandelt wird.

Den Fall der krummlinigen Begrenzung kann man auch düdurch

erledigen, daß mau dieselbe durch eine in *S' gelegene geradlinige

Begrenzung annähert. Für diese ist der Satz bereits bewiesen, und

man überträgt ihn jetzt durch Grrenzübergang auf den vorliegenden P'all.

§ 17. Fortsetzung: Aufhebung der Stetigkeitsannahme.

Beim letzten Schritte des soeben durchgeführten Beweises, wo es

sich also um die Begründung der Relation (3), § 16, für ein beliebig

kleines vorgegebenes e handelt, kommt man mit weniger als der

gleichmäßigen Konvergenz des Diflferenzenquotienten aus. Die genaue

Prüfung dessen, was man hier eigentlich zum Beweise bedarf, führte

Goursat zu der bereits besj)rochenen Vei-allgemeiuerung des Cauchy-

schen Integral satzes, welche auf die Stetigkeit der Ableitung ver-

zichtet. Den Inhalt der zweiten Goursat sehen Abhandlung können

wir folgendermaßen aussprechen.

Sei f(z) im Inneren und auf dem Bande des Bereiches S (§ 10)

eindeutig erliärt und mit einer Ableitung versehen. Einem beliebig

Ideinen positiven s entspricld dann eine Zerlegung von S in Bereiche a

und eine Bestimmung von z- in 6^, derart daß für jeden Bereich (?.

W ^T^-'z. f (^•) = l^'l < ^

bleibt, wie auch immer z auf dem Rande von ö, angenommen werden möge.
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Mau gehe von irgend einer Zerlegung von S in Bereiche aus.

Gibt es dann in jedem a. einen Punkt z., wofür die Relation (A.)

stattfindet, so sind wir ja bereits am Ziele. Sonst sei 0' ein Bereich,

wofür kein z^ vorhanden ist. Der Bestimmtheit halber denken wir

uns ö' als ein Quadrat. Man zerlege a sodann in vier gleiche

Quadrate und prüfe diese einzeln. *) Kann man nun für eins dieser

letzteien einen Punkt Zj finden, wofür (A) gilt, so zeichne man ihn

auf und rühre dieses Quadrat nicht wieder an.**) Gibt es aber

immer noch Quadrate, wofür kein ^^ gel'unden werden kann, so zerlege

man diese weiter und prüfe die neuen Quadrate Avieder einzeln.

Indem man so fortfährt, sind nun zwei Fälle denkbar: a) entweder

gelangt man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer Zer-

legung von ö' in eine endliche Anzahl im allgemeinen ungleicher

Quadrate, derart daß für jedes einzelne derselben die Relation (A)

stattfindet; oder aber b) wie weit man aucli den Prozeß immer fort-

setzen mag, stets gibt es ein Quadrat, welchem kein Punkt 0^

entspricht.

Wir wollen jetzt zeigen, daß der zweite Fall nicht eintreten

kann. Zu dem Behufe fangen wir wieder von vorne an, das

ursprüngliche Quadrat ö' zu zerlegen. lu mindestens einem der vier

kleinen Quadrate, in welche ö' beim ersten Schritte zerfällt, wird

dann der Prozeß auch nie sehließen. Man greife ein solches heraus, be-

zeichne es mit Tj, und stelle alsdann bei t^ dieselbe Überlegung, wie

soeben bei ö', wieder an. Man findet so ein zweites in r^ gelegenes

Quadrat t.^, in welchem der bewußte Prozeß ebenfalls nie schließt.

Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens erhält man
eine unendliche Folge ineinander eingeschachtelter Quadrate Tj, t^,, •••

in deren jedem der Prozeß nie schließt und deren Seitenlängen im

übrigen gegen abnehmen. Diese Quadrate bestimmen offenbar einen

Punkt I von S, welcher einem jeden derselben als innerer oder Rand-

punkt angehört. Hiermit wird man aber zu einem Widerspruch

geführt. Denn im Punkte z hat /'(.?) ja eine Ableitung:

,. f{z) — fiz) ., ._.

^^^ Z--Z =/^(^)»

*) War nämlich g ein Bereich, welcher an den Rand C stößt, so braucht

die Anzahl der neuen Bereiche, in welche o zerfällt, nicht gerade gleich 4 zu

sein; sonst wird nichts am Beweise geändert.

**) Man darf nämlich dieses Quadrat deshalb nicht weiter zerlegen, da an

dieser Stelle nicht leicht zu beweisen ist, daß man in jedem der vier kleinen

Quadrate einen Punkt z-^ finden kann.
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und liieniacli läßt sicli nnsonn f jedenfjiUs ein d zuorilncii, dtTJii-t daÜ

bleibt, sofern nur \2^s\<Cd wird. Faßt man also einen Hereich

r,„ ins Auge, welcher innerhalb des Kreises \z — z\ = d liegt, so

erkennt man, daß die Relation (A) doch für dieses t,„ statthat. In

diesem Widerspruch liegt der Beweis des Satzes.

Da sich die Seitenlängen der Quadrate, welche an der endgültigen

Zerlegung von S in Bereiche ö beteiligt sind, nicht als einander

gleich erwiesen haben, so wird bei der Abschätzung (1), § 16, li. an

Stelle von // treten müssen, was aber bei der definitiven Ab-

schätzung (2) daselbst nichts ausmacht.

Nachdem nun einmal feststeht, daß die Existenz der Ableitung

deren Stetigkeit nach sich zieht, kann man den Cauchjschen Integral-

satz, selbst in dem Umfange, wie er in § '2 ausgesprochen wurde,

dadurch erweitern, daß mau über die Stetigkeit der Ableitung gar

keine Voraussetzung macht. Denn, sei Sq ein beliebiger innerer

Punkt von S. Umgibt man Zq mit einem ganz innerhalb *S' gelegenen

Quadrate, so folgt aus den vorhergehenden Entwicklungen, daß /'(/)

im Quadrate und also insbesondere im Punkte s^, stetig ist.

Der Mooresche Beweis. Moore hat einen zweiten Beweis des

vorstehenden Satzes gegeben, welcher so verläuft. Man nehme irgend

eine Zerlegung von S im Bereiche 6 vor und schreibe dann, wie

vorhin,
-^r-i /'

c h

Es handelt sich nun darum zu zeigen, daß jedes Integral der rechter

Hand stehenden Summe verschwindet. In der Tat, sei ö' ein Bereich,

wofür dies nicht zuträfe. Dann ist

j'f{2)dz =()>0.

Indem wir zunächst annehmen, daß ö' ein volles Quadrat sei,

zerlegen wir ö' in vier gleiche Quadrate und erstrecken das Integral

über den Rand eines jeden derselben. Für mindestens eines dieser

Quadrate — t^ werde es genannt — muß dann

f(z)dz ^{-

sein. Durch Wiederholung dieser Überlegung gelangt man so zu einer

Reihe ineinander eingeschachtelter Quadrate x^, r.^, • . wofür

/
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(1) ff(^)ch>j,
Y

*

ist und deren Seitenlänge iua übrigen gegen abnimmt. Diese be-

stimmen offenbar einen Punkt z.

Andererseits hat man nach Annahme einer beliebig kleinen posi-

tiven Größe £

Hiei-aus erkennt man, indem man wieder an die Beziehung

(2) j't\z)dz=^j\z-z)cU

anknüpft, daß

ist, wo h und Ä„ = h/2" die Seitenlängen von a' resp. t„ bedeuten.

Aus (1), (2), (3) schließt man jetzt, daß

also

(5) i/<4y2/r'£

ist. Nun hing aber die Wahl von e gar nicht von g und h ab. Nehmen
wir also £ < ^/(4')/2^^), so liegt in (5) ein Widerspruch. Hiermit

ist unser Satz und damit auch zugleich der Cauchysche Integralsatz

für jeden aus einem vollen Quadrat bestehenden Bereich 6 begründet.

Wir wenden uns jetzt zu dem Falle, daß o' an C stößt, und

zerlegen das Quadrat resp. Rechteck, in welchem ö' liegt, in vier

bezw. acht gleiche Quadrate. Dadurch zerfällt ö' in eine Reihe neuer

Bereiche a, wovon einige volle Quadrate sein können. Jedenfalls

wird es niemals mehr als vier dieser Bereiche geben, welche keine

Tollen Quadrate sind. Indem wir jetzt das Integral über den Rand

eines jeden dieser Bereiche erstrecken, erkennen wir auf Grund des Vor-

hergehenden, daß höchstens vier davon einen nicht verschwindenden

Wert haben können. Demgemäß bleibt auch hier die frühere Schluß-

weise in Kraft, und wir gewinnen daher wieder die Relation (1),

wobei nur die jetzigen Bereiche r^, r^, alle an C stoßen, z liegt

jetzt auf C.

Die Relation (2) bleibt ebenfalls bestehen. Dagegen tritt an

Stelle von (3), der zweiten der Relationen (1), § 16, entsprechend:

(3') \fl(^-^) dz Ksh^yj . Kh^ + ah„yj c„, ^'"<^'
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§ 1«. Uik-kVilick auf die Kntwickluiifreu diei^t'si Kupittilü. 30Ö

Aus (1), (2), (3') findet nuiii

(4')
^i <

also

(•"^) f/<l/Ä(x4- l")lre.

Hierbei bleibt c„ //„ für alle Werte von n endlich, infolgedessen über-

steigt der Koeffizient von £ eine feste Zahl G nicht: (/<^Gf. Nehmen
wir also s <. (/ 'G , so ergibt sich ein Widerspruch, und hiermit ist

der Beweis fertig.

§ 18. Rückblick auf die Entwicklungen dieses Kapitels.

Der Begriff, auf welchem die Entwicklungen dieses Kapitels

basieren, ist der des bestimmten Integrals:

«-1 z

Mm ^f{z,)£^z,= 'ff{z)dz.

Zur Einführung dieses Begrifis muß man vor allem nachweisen^

daß die vorstehende Summe bei wachsendem ii überhaupt gegen

einen Grenzwert konvergiert. Alsdann leitet man den Hauptsatz von

§ 1 her und stellt den Cauchyschen Integralsatz auf, woraus sich

dann die Cauchysche Integralformel unmittelbar ergibt. Hiermit ist

aber auch die Grundlage für die ganze Theorie fertig, denn die

Beweise der Reihensätze erfordern ja nichts spezifisches, sondern sie

bedienen sich bloß der allgemeinen Methoden der modernen Analjsis.

In der letzten Instanz sind es also drei spezifische Sätze, welche

hier die Funktionen einer komplexen Veränderlichen der Behandlung

mittels jener allgemeinen Methoden zugänglich machen, und zwar

haben wir, um dieselben noch einmal explizite herzusetzen:

I) den Konveryenzheiueis, auf den sich die Definition des be-

stimmten Integrals gründet:

II) den eigentlichen Kern des Hauptsatzes von § 1, den wir

jetzt, wie folgt, aussprechen wollen: Sei F eine reguläre Kurve der

t-EI)ene und sei S ein ahyeschlosi-erur Bereich der z-Ebene. Sei ferner

q){t,z) eine stetige Funidion der beiden unabhängigen Argumente t

und z, wobei t auf F und z in S liegen soll. Dann stellt das Integral

f{z)=fcp{t,z)dt
r

eine in S stetige Funktion von z vor;

III) den Cauchyschen Integralsat.;.

Osgood, Fuiiktioneutbeorie. I. 20
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Diese Sätze haben wir in den früheren Paragraphen des Kapitels

dadurch beAviesen, daß wir Reelles und Imaginäres jeweils trennten

und die entsprechenden Sätze für reelle Funktionen heranzogen. Der

Gedanke liegt jetzt nahe, das alles ohne jene Trennung, also direld

an den liomplexen FunMionen, (ds einheittkhes Ganze aufgefaßt, zu

entwickeln. Hierbei müßte man vor allem die Summe

S^-^^f(zdAz,
; =

bilden und deren Konvergenz bei wachsendem n nachweisen. Zu

dem Behufe wird man die betreffende Kurve am zweckmäßigsten in

2" oieiche Bösen zerlegen und den Konvercrenzbeweis zuerst für diese

Teilung durchführen. Das geht aber auch ohne jegliche Schwierigkeit

vermöge des auf komplexe Größen bezogenen 2. Theorems von Kap. 1,

§ 7. Alsdann wird noch nachträglich durch eine leichte Untersuchung

die Konvergenz für eine beliebige Zerlegung dargetan. Die in den

Formeln (2) bis (8), § 1, ausgesprochenen Sätze erfolgen jetzt sofort.

Nachdem die Untersuchung nun soweit gediehen ist, sieht man leicht

ein, wie der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz einzuführen und mit

deren Hilfe der unter IIj ausge.sprochene Satz zu beweisen ist.

Was zuletzt noch den Cauchyschen Satz HI) anbetrifft, so muß

man sich ja nach einem wesentlich neuen Beweise desselben um-

sehen. In der Tat ist auch ein solcher Beweis bekannt, wie man

ihn hier braucht, und zwar besteht er in den von Goursat her-

rührenden Untersuchungen, worüber wir in den beiden vorhergehenden

Paragraphen ausführlich referiert haben.

Hiermit ist die Begründung der Theorie nach dem neuen Gesichts-

punkte bewerkstelligt. Die genaue Ausarbeitung der Einzelheiten

möchten wir dem Leser als eine wertvolle Übung zur Stärkung und

Verfestigung seiner Kenntnisse aufs wärmste empfehlen.



Achtes Kapitel.

Mclirdeiiti^e Fiiiikfioiicu und Rieinaiinsche Flächen.

§ 1. Die Riemannsclie Fläche für iv = log^.

Für die Veranschaiilichiiug der Vieldeutigkeit einer reellen Funk-

tion einer oder zweier reellen Variabelen hat Juan ein äußerst ein-

faches geometrisches Mittel, indem man die zuo-ehörio^e Kurve oder

Fläche konstruiert. Alsdann läßt sich diese in der Regel derart zer-

legen, daß die zu untersuchende mehrdeutige Funktion in eine Reihe

eindeutiger stetiger Bestandteile zerfällt, deren Zusammenhang mit-

einander leicht zu überschauen ist. Die entsprechende geometrische

Deutung einer komplexen Funktion eines komplexen Arguments

ic = f{z) führt dagegen auf einen vierdimensionalen Raum und ist

deshalb weniger brauchbar.*) Darum verzichtet man auf eine voll-

ständige geometrische Yeranschaulichung des Wertepaares (/c, s) durch

ein einziges geometrisches Element und begnügt sich mit einer Vor-

stellung, wodurch wenigstens die verschiedenen Bestimmungen der

Funktion ic auseinander gehalten werden.

Fangen wir mit der Funktion

IV = log * = log ^ -j- arc ^

an. Aus dem ganzen Vorrat von Werten, welche diese Funktion an-

nimmt, stellten wir uns in Kap. 6, § 15 eine eindeutige stetige Funktion

her, indem wir als Bereich T die ganze ^-Ebene exkl. der negativen

reellen Achse nebst dem Punkte ^ = wählten und dem Arcus den

besonderen an die Relation:

— 71 <i arc z <i'Z

verknüpften Wert zuwiesen. Durch diese Funktion, — den sogenamiten

Hauptiiert des Logarithmus, — die sich überdies in T analytisch ver-

hält, wurde der durch die Geraden v -= tc, v = — 7t begrenzte Streifen

der w = !( -f t'?- Ebene auf den Bereich T ein-eindeutig und konform

abgebildet.

*) Die oc^ Geraden des dreidimcusioualen Raumes lassen sich auoli zu

diesem Zwecke verwenden.

Ofgood, Funktionentheorie. II. 21
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Auf Gnmd der Festsetzung:

{2l- - l)7t < arcx' < {2l- + tjjt,

wo l- eine bestimmte positive oder negative ganze Zahl ist, entstellt

nun wiederum eine in T eindeutige analytische Funktion, die T auf

den durch die Geraden v == (2k — 1)^? v = (2Ji + 1),t begrenzten

Streifen, — wir wollen ihn den /,*®'^ Streifen nennen, — konform

abbildet. Den Punkten von T würden auf diese Weise je zwei

Funktionswei-te zugewiesen sein. Um dem vorzubeugen, denken wir

uns noch eine zweite Ebene über der ersten ausgebreitet und wie jene

längs der negativen reellen Achse aufgeschnitten. Diese Ebene soll

die Trägerin der neuen Funktionswerte sein und als T^^^ bezeichnet

werden.

Jetzt führe man für jeden positiven und negativen ganzzahligen

Wert von / eine solche Ebene ein. Diese Ebenen sollen in beliebig

kleinen Abständen*) voneinander verlaufen und nach der Größe von

Ä" geordnet werden, die den positiven Werten von ]c zugehörigen etwa

nach oben. Hierbei stößt der Bereich T^''^ an die negative reelle

Achse von zwei Seiten her. Denjenigen Rand, welcher die positive

(negative) Halbebene begrenzt, wollen wir mit Cf.'^ if^iT) bezeichnen.

Alsdann entsprechen der positive Rand C,.'^ von T^^'^ und der nega-

tive Rand C^+ 1 von T[^ + ^^ beide der Geraden v = {2'k-\- V)7i. Demgemäß
wollen wir uns diese Bereiche zu einem zusammenhängenden Ganzen

dadurch verschmolzen denken, daß wir C\:^ und Cj+i unter leichter

Deformierung der Bereiche in der Nähe besagter Ränder nach oben

bezw. nach unten hin zur Koinzidenz bringen. Geschieht dies für

alle Werte von Z: Ä' = 0, + 1, ib 2, . . ., so entsteht hierdurch eine

Fläche, welche sich nirgends durchsetzt und deren Blätter im all-

gemeinen aus Ebenen bestehen; nur in der Nähe der

negativen reellen Achse weichen die Blätter ein wenig

„. ., von Ebenen ab. Ein durch eine auf der negativen

reellen Achse senkrecht stehende Ebene gebildeter

Querschnitt der Fläche wird durch beigefügte Zeichnung veranschau-

licht. Im übrigen entspricht dem Punkte z = kein Punkt der

Fläche, welche hier eben nicht definiert ist.

Die hiermit konstruierte Fläche ist auf die ganze endliche ?c-Ebene

ein-eindeutig und stetig bezogen. Sie veranschaulicht in gewisser

*) Man kann diese Abstände alle gleich nehmen odei- sie auch so be-

stimmen, daß sämtliche Blätter in beliebiger Nähe der 2-Ebene verlaufen, indem

man die Entfernung zwischen dem Ä;**" und dem (k -f 1)""" Blatte etwa gleich

f .'(1 -\-k-) setzt und dabei £ > beliebig klein wählt.
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Weise den Gesamtverlauf der Fiiiiktin]! ir = log^, iudfiii ilirt.' Punkte

den Wertepaareu (/r, z) ein-eindeutig zugeordnet sind. Läßt man P
t'inen beliebigen Weg auf der Fläche beschreiben und verfolgt man
dabei die Änderung der Funktion iv längs dieses Weges, so wird

man zu einem bestimmten Endwert geführt, welcher nur dann mit

dem Anfangswert übereinstimmen wird, wenn der Weg ein auf der

J'läcJie (jrscidosscner ist. Hierzu genügt nämlich nicht, daß seine Pro-

jektion auf die schlichte Ebene bloß geschlossen sei, vielmehr muß
M'in Endpunkt ülierdies in demselben Blatte liegen, wie sein Anfangs-

punkt. Denkt man sich jene Projektion als einen dehnbaren Faden,

welcher frei in der Ebene hin- und hergesehobeu werden kann, und

>-ich auch kreuzen darf, so wird ihr stets dann und nur dann ein auf

der Fläche geschlossener Weg entsprechen, wenn sie, ohne den Punkt

z = zu überschreiten, stetig auf einen Punkt zusammengezogen

werden kann.

Die Abbildung der mehrblättrigen Fläche auf die ^r- Ebene ist

zwar eine eiu-eindeutige und stetige, in der Nähe der negativen reellen

Achse hört sie aber auf, konform zu sein. Dieser tJbelstand läßt sich

auf zweierlei AVeisen beseitigen. Erstens können wir den Abstand

der Blätter voneinander gegen abnehmen lassen, derart, daß die

Abbildung immer noch mehr einer konformen zustrebt. In der

Grenze fallen alle Blätter zusammen. Hierdurch wird man zur Vor-

stellung einer mehrfach zählenden Ebene geführt, deren Blätter nach

obiger Vorschrift zusammenhängen.

Eine andere Weise, die ausnahmslose Konformität der Abbildung

aufrecht zu erhalten, besteht darin, den Abstand der Blätter von-

einander, der Anschaulichkeit halber, immer noch als klein, jedoch

jetzt als unverilnderlich zu nehmen, und dann eine nicht-euklidische

Maßbestimmung auf der Fläche einzuführen, wobei die Länge einer

Kurve als gleich der entsprechenden Länge ihrer Projektion auf die

^-Ebene, und ebenso der Winkel, unter welchem sich zwei Kurven

schneiden, als gleich dem Winkel, unter welchem sich ihre Projek-

tionen auf die ^-Ebene schneiden, erklärt werden. AA'elcher der

beiden Vorstellungen man sich auch immer bedienen möge, man

denkt sich doch die mehrblättrige Fläche selbst in der Nähe der Ver-

zweigungsschnitte als konform auf die schlichte Ebene bezogen.

Die hiermit erklärte Fläche heißt die Riehiannsche Flärlir für

die Funktion log z. Im Punkte z = hängen unendlich viele Blätter

zusammen, welche sich um diesen Punkt herumwinden und ver-

schiedenen Bestimmungen oder Zivclfjen der Fimktion entsprechen.
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Demgemäß heißt dieser Punkt nach liiemaun ein Windungs- oder

Vcrziveigimgspim'kt unendlich lioher Ordnung. Er gehört nicht zur

Fläche. Ahnliches gilt auch vom Punkte ^ = cc. Die Fläche ist

ausnahmslos ein -eindeutig und konform auf die endliche er-Ebene ab-

gebildet. Ferner heißt die negative reelle Achse ein yerziveignngsschnitt.

Er verbindet hier die beiden Punkte z = und z = oo. Seine s'e-

naue Lage ist belanglos, so lange er nur diese beiden Punkte mit-

einander verbindet und sich selbst nicht schneidet. So hätte mau
ebenso gut die positive reelle Achse oder die Kurve y = x log x

nehmen können. Die Besn*enzuns:en der Streifen in der «<;- Ebene

i'ig. 75.

hätten sich dann auch in entsprechender Weise verschoben und wären

insbesondere nicht stets geradlinig geblieben. Dabei entstehen aber

die Streifen nach wie vor alle aus einem einzigen derselben, indem

dieser parallel der imaginären Achse um Vielfache von 2% verschoben

wird.

Die ebene Riemannsche Fläche kann man in leicht ersichtlicher

Weise auf die Kugel stereographisch projizieren. Im vorliegenden

Falle entsteht dann eine mehrfach überdeckte Kugelfläche, deren Blätter

sich unendlich oft um die beiden Pole herumwinden, sonst aber schlicht

verlaufen. Auf der Kugel erscheinen übrigens die beiden Yerzweigungs-

punkte als gleichberechtigt.*)

Auch die stereographische Projektion der ?(;- Ebene ist von In-

teresse. Dabei gehen die Streifen in Sicheln über (wenn diese Be-

zeichnung für eine ähnlich gestaltete Figur auf der Kugel gestattet

ist), welche im Nordpol alle eine gemeinsame Tangente haben, und

deren jede ein volles Blatt der ^-Fläche vertritt. Hierdurch springt

*) Der Leser wird fernerhin auf die treffliche Auseinandersetzung des

Begriffs der Riemannschen Fläche bei Burkhardt, Analytische Funldionen,

5. Abschnitt verwiesen.
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auch die Tatsache in die Angen, daß (He FuTiktion c'" in der Nähe

des wesentlichen singulären Puid<tes iv = oo jedem vorgegebenen

Werte beliebig nahe kommt.

r'''Wm''^f:T^-''';'mm;"y'/-:y':--'::i<:-;y;m^'^',f

Fig. (6.

Dreht man die Kugel endlicli durch einen Winkel von 180 Grad

um denjenigen Durchmesser, dessen Endpunkte den Werten iv = 1,

— 1 entsprechen, und projiziert man sie dann wieder auf die «r-Ebene

zurück, so erhält man die Abbildung, welche der Funktion

entspricht. z = e "^

§ 2. Die Riemannsche Fläche für tc = z'".

Sei zunächst ni = 1 >?, wo n eine natürliche Zahl ist, und

setze man:
a- = z^ ", z = re'P', IV Re""

Als Bereich T nehme man die ganze .r-Ebene exklusive der positiven

reellen Achse nebst dem Punkte z = 0. Durch passende Bestimmung

des Funktionswertes in jedem Punkte von T (vgl. Kap. 8, § 12) ent-

steht dann eine in T eindeutige analytische Funktion von z, die T
auf das Innere des Winkels

O<0<^, 0<jR

in der ;r-Ebene ein-eindeutig und konform abbildet. Diesen ersten

Bereich bezeichne man mit T^'' und breite man ii — \ weitere ahn-
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liehe Bereiche T^^\ . . . T^"^ über der ^-Ebene aus. Dann kann man
letztere durch zweckmäßige Bestimmung des Funktiouswerts in jedem

ihrer Punkte bezw. auf die weiteren Winkel

konform abbilden. Jetzt wird man die ii Blätter in gehöriger Weise

miteinander verbinden und zwar so, daß man zuerst den negativen Rand

des ersten mit dem positiven Rande des zweiten Blattes (vgl. § 1), sodann

den negativen Rand des zweiten mit dem positiven Rande des dritten

Blattes usw. zur Koinzidenz bringt. Schließlich bleiben nur noch

zwei Ränder übrig, namentlich der positive Rand des ersten und der

negative Rand des n-ten Blattes. Diese entsprechen einander gegen-

seitig und sollen deshalb auch zasammengefügt werden, was aller-

dings erfordert, daß die Fläche sich durchsetzt, wofern Avir die Vor-

stellung eines vierdimensionalen Raumes nicht heranziehen wollen.

Die Linien, längs deren ein Blatt ein anderes durchstcißt, sind indessen

für beide Blätter belanglos. Denkt man sich endlich den Abstand

der Blätter voneinander als klein, so gelangt mau, wie in § 1, zur

Riemaunschen Fläche für die Funktion z^ ".

Im Punkte ^ = hängen n Blätter im Zyklus zusammen, des-

halb heißt der Punkt ein Verzweigungsinmlxt (ji — l)-ter Ordnung.

Ähnliches gilt auch vom Punkte z = oc. Durch stereographische

Projektion der ebenen Fläche auf die Kugel werden die beiden Yer-

zweigungspunkte unter einen einheitlichen Gesichtspunkt gebracht.

Den Übergang von der z- zur yr- Kugel kann man sich übrigens in

ähnlicher Weise bewerkstelligt denken, wie in Kap. 0, § 12 bei der

Überführung^ des Kugelzweiecks der ^-Kugel in die volle M^-Kuofel

des näheren auseinandergesetzt wurde.

Die «blättrige Umgebung des Verzweigungspunktes z = wird

auf die schlichte Umgebung des Punktes «• = ein-eindeutig und

stetig und, vom Punktepaare n" = 0, .s' = abgesehen, auch konform

bezogen. Ein solcher Punkt wie ir = 0, also ein Punkt, dessen

schlichte Umgebung auf die Umgebung eines Verzweigungspunktes

endlicher Ordnung abgebildet wird, heißt ein ansgezciclineter oder

merJiivürdiger Punkt der «c- Ebene oder Fläche. In einem ausgezeich-

neten Punkte verhält sich die Funktion analytisch oder aber sie hat

dort einen Pol.

Wir heben noch einmal hervor, daß es auf die besondere Form

des Verzweigungsschnittes keineswegs ankommt. Xur die Verzweigungs-

punkte stehen fest. Statt der positiven reellen Achse hätte man als
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A'erzweigungsscbuitt jede andere Kurve uehmen k(»nnen, die die beideu

Verzweiguugspunkte ^ = 0, oo miteinander verbindet und sicli selbst

nicht sehneidet.

Durch die Funktion z^ " wird also die y^-blättrige Rieinannsche

Fläche ausnahmslos eiu-eindeutig und stetig, und im allgemeinen kon-

form, auf die schlichte Ebene abgebildet.*) Nur in den Verzweigungs-

punkten hört die Beziehung auf, konform zu sein. In der 'l'at wird

dort ein Winkel a, unter welchem zwei Kurven der ^^-Ebeue zu-

sammenstoßen, auf den n-ien Teil desselben, a », verkleinert. Aber

auch die Größe der Figuren w^rd unendlich verändert. Genauer ge-

sagt: Sind A.?, A^r zwei entsprechende dem Punkte z = bezw.

IV = benachbarte Punkte, so ist

Ah: = Az "

,

Avonach sich die Entfernungen dieser Punkte von den beiden festen

Punkten 2 = bezw. ic = als unendlich ]j:leine Größen verschiedener

Ordnungen erweisen:

= (X) , lim r^ = 1.
'

' A _ 1 ' «

Einem beliebigen Werte von*.^- entsprechen im allgemeinen )i ver-

schiedene Werte von tc. Nähert sich z dem Verzweigungspuukte

z = 0, so nähern sich zugleich die entsprechenden n Werte von w
ein und demselben Grenzwerte, nämlich der 0, welchen sie denn auch

in der Grenze wirklich erreichen, so daß also im Verzweigungspunkte

^ = n Werte der Funktion zusammenfallen.

Sei jetzt m = p q, </ > 0, eine beliebige rationale Zahl. Durch

Einführung einer dritten Variabelen t:

2 = f, n- = P'

wird die schlichte ^Ebene nach dem Vorhergehenden einmal auf eine

g'-blättrige .c-Fläche, sodann auch auf eine j)-blättrige «-Fläche**) ab-

gebildet. Und nun sieht man, daß diese ^-Ebene hiermit geradezu

eine ein-eindeutige Beziehuno- zweier Riemannscher Flächen aufeinander

vermittelt, wovon die eine über der ^'- Ebene ausgebreitet ist und zur

Veranschaulichung der Funktion

*) Was die Konformität der .\bbildung in der Nälie eines Verzweigung.^-

schuittes anbetrifft, so denken wir uns eine ähnliche Festsetzung getroflFen, wie

in § 1.

**< Der Fall p <; wird vermöge der Transformationen «• = 1 jf, , n\ = t-P

erlediort.



314 n, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flächen.

IV = ZP''i

dient, während die andere die vr-Ebene mehrfach überdeckt und in

der Vieldeutigkeit der inversen Funktion

S = H-' f

Wandel schaift.

Ist endlich m eine irrationale oder eine komplexe Zahl, so hat mau
1 1

1

— — log w
IV = ^"« = e"'

log
-^ z = IV'" = e"'

Es stellt sich mithin in beiden Ebenen eine unendlich vielblättrige

Fläche ein, gerade wie die ^:-Fläche für die Funktion w =log^.

Satz. Ist f{z) im Punkte Zq analytisch und nimmt f{z) dort

den Wert ic^ = f{s^ m-mal an, oder hat f{ß) in z^ einen Pol m-ter

Ordnung, so bildet die Funktion

IV = f{z)

die schlicMe Umgehung von Zq auf die Umgehung eines in tv^ resp.

in tu = oo hefmdlichen Verziveigungsimnlites im — l)-ter Ordnung ah.

Setzen wir u-^ als endlich voraus, so ist nach Kap. 7, § 8:

(1) u- - «0 = iz- z^)'" cpiz), cp (^o) + .

Sei h eine bestimmte m-ie Wurzel von ffiz^). Dann läßt sich nach

Kap. 6, § 7 eine Funktion ^{z) bestimmen, welche im Punkte Zq

analytisch ist, dort den Wert h annimmt, und endlich in der Um-
gebung von Zq die Gleichung

cp{z) = [i^(V)]'"

vollständig auflöst. Demgemäß kann man die Gleichung (1) durch

die Gleichung

(2) «•-«•o= {(~^-%)^(^)}"'

ersetzen, sofern es sich bloß um solche Lösungen {ic, z) von (1) han-

delt, wofür z der betreffenden Umgebung von Zq angehört.

Wir wollen jetzt eine neue Yariabele t durch die Relation:

(3) t={z-z,)^l^{z)

einführen. Hierdurch wird die Umgebung von z^ ein-eindeutig uud

konform auf diejenige von f = bezogen, denn

Andererseits wird iv mit t wegen (2) und (3) durch die Beziehung

verknüpft

:
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w - >r, = /'",

so daß also die schlichte Umgebung von ^ = auf die Umgebung
eines in /r^^ befindlichen Verz^eigungs])unktes (/» — IVter Ordnung

abgebildet wird. Hieraus ergibt sich der zu beweisende Satz.

An die Entwicklungen dieses Paragraphen knüpfen wir noch einen

/.ablentheoretischeu Satz

:

Es ist

«/ + CO,' + • • • + (o/ = 0,

tro ca^, . . ., co^^ die )i n-ten Eiuhcitsn-nrschi sind und Je eine heliehiye,

nicht dnrcli n teilharc ganze Zahl hedeutet.

Es genügt offenbar, den Beweis für den Fall zu führen, daß

( > < A' < n ist. Sei

( 4) w'' = s,

und man bezeichne mit h\, . . . a\^ die den yerschiedenen Blättern der

Riemannschen Fläche entsprechenden Bestimmungen der Funktion iv.

Bildet man dann die Funktion

?(•/ + ?r/" H + H\\

so hat man vor allem eine eindeutige Funktion von z vor sich,

welche in jedem Punkte ^ 4= analytisch und selbst für z == U stetig

ist. Daher muß sie auch für ^ = analytisch sein, sie erweist sich

somit als eine ganze Funktion giz). Da nun endlich

lim ^-^ =

ist. SO folgt:

Jetzt bleibt nur noch übrig, den Wert ^ == 1 in (4) einzutragen, und

der Beweis ist fertio-.

§ 3. Die Riemannsche Fläche für eine gebrochene Potenz einer

rationalen Funktion.

Wir wollen die Riemannsche Fläche für die Funktion

1) a- = ^{z — a) {z — b) {z - c)

konstruieren, wo a, h, c drei beliebige getrennt liegende Punkte der

^-Ebene sind. In diesen Punkten hat w nur den einen Wert 0, sonst

nimmt n' zwei verschiedene Werte an. Demgemäß breiten wir zwei

Blätter über der ^^-Ebene aus, legen dann durch a, h, c eine Kurve (S,

welche wir noch nach der einen Richtunjj hin ins Unendliche fort-
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setzen, und schneiden die beiden Blätter längs (S auf. Es kommt

uns nun vor allem darauf an zu zeigen, daß wir die beiden Be-

stimmungen von H- den Punkten der zerschnittenen Blätter so zu-

ordnen können, daß zwei daselbst eindeutige analytische Funktionen

zu Stande kommen.

Der Beweis gestaltet sich durchaus elementar, indem wir uns

einer expliziten Darstellung der beiden /r-Werte bedienen. Setzen

wir nämlich

(2) z — a = r.^e^'' , z — h = r^e -'
, z — c = r^e"'

,

so läßt jeder der Winkel B^ eine Bestimmung zu, welche in besagtem

Bereiche eindeutig und stetig verläuft.*) In der Tat sei z^ ein be-

liebiger innerer Punkt des Bereiches und sei Ö^'^) eine Bestimmung

von 6^ in z^. Läßt man nun z, von Zf^ ausgehend, einen beliebigen

geschlossenen Weg durchlaufen, der ß auch überschreiten darf und

nur durch z = a nicht gehen soll, während sich B^ zugleich mit z

stetig ändert, so kann ö^ nach vollendeter Beschreibung besagten Weges

offenbar einen von ö/*'' verschiedenen Wert erhalten, falls der Weg
den Punkt z = a umkreist hat. Verabreden wir uns indessen, daß er

6 nicht passieren soll, so ist ein solches Yorkomuanis hiermit aus-

geschlossen. Hieraus folgt ferner, daß, wenn wir z^^ mit einem zweiten

Punkte z des bewußten Bereiches durch irgend zwei, G nicht über-

schreitende Kurven verbinden und dann B^ längs beider Kurven stetig

fortsetzen, B^ damit beidemal den nämlichen Endwert in z erhalten

*) Dieses Re.sultat ist eine umnittelbare Folge des Satzes von Kap. 5, § 10.

Wir leiten dasselbe indessen hier vermöge einer Überlegung her. welche die

Sache von einer anderen Seite beleuchtet und auch an und für sich wertvoll ist.

Die Darstellung schließt sich derjenigen bei Neumann, Ahelsche Integrale,

Kap. 4, § 4 eng an, worauf wir hiermit verweisen.
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null.'). Die solchergestalt gewoiineneu Bestimmungen von (/, im ge-

nannten Bereiche bikleii nunmehr eine eindeutige .stetige Funktion,

welche wir gemeinhin mit 0^ benennen wollen. Eine ähnliche Üljer-

legung gilt auch für 0.^ und Ög, Avomit sich denn die Richtigkeit

obiger Behauptung ergibt.

Um nun die in Aussicht genommene Verteilung der /r-Werti- in

zwei Klassen zu erzielen, genügt es,

Ol + Oo + e, .

zu setzen.

Untersuchen wir jetzt das Verhalten dieser Funktionen längs (S.

Am negativen Ufer der ersten Strecke (o, h) von G nimmt 0^ Werte

an, welche um 2:r größer als die entsprechenden Werte am positiven

Ufer sind. Dagegen haben 0.^ und 0.^ an beiden Ufern gleiche Werte.

Infolgedessen stimmt dort n\'^ mit tv^~ und ebenso ic^" mit u\2^

überein. Dementsprechend wollen wir das ijositive Ufer des ersten

Blattes mit dem negativen Ufer des zweiten, und gleichfalls das posi-

tive Ufer des zweiten mit dem negativen Ufer des ersten Blattes

längs dieser Strecke verbinden.

Gehen wir weiter und ziehen jetzt die Strecke {h, c) in Betracht,

so zeigt sich hier, daß sowohl B^ als Ö, am negativen Ufer um 2x
größer als am positiven Ufer sind, während 0^ an beiden Ufern

gleiche Werte erhält. Daher bleibt der Exponeutialfaktor eindeutig

längs der Strecke (h,c). und jedes der beiden Blätter darf mithin

dort wieder zu einem schlichten Blatte ergänzt werden.

Was endlich die letzte Strecke (c, oo) von 6 anbetrifft, so kon-

statiert man hier ein ähnliches Verhalten, wie längs der ersten Strecke

(a, h), so daß also die beiden Blätter längs dieser Linie ineinander

übergehen.

Hiermit ist die Riemannsche Fläche fertig. Sie hat vier Ver-

zweigungspunkte: z = a,l), c, cx). Heben wir auch an dieser Stelle

hervor, daß die grenaue Lage der Verzweigungsschnitte belanglos ist,

nur die Verzweigungspunkte stehen fest. So könnten wir beispiels-

weise jeden anderen der Verzweigungspunkte mit dem Punkte z = 'Sj,

und darauf die beiden anderen miteinander durch Verzweigungssclmitte

verbinden. Das Resultat würde eine ebenso brauchbare Riemannsche

Fläche für die vorgelegte Funktion sein.

Betrachten wir jetzt die Riemannsche Fläche für a\ wo

(4) a-'- = {z- afiz - c)
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ist. Hier legen Avir vorab wieder eine Kurve (S durch die Punkte

z = a, c, c^, setzen ferner

r — a = re^', z — c = r'ef',

und erhalten so, wie vorhin, eindeutige stetige Bestimmungen von 6,

0', woraus wir dann zwei in der aufgeschnittenen Ebene eindeutige

analytische Funktionen:

konstruieren. Wenn wir nun aber die Verbindung zwischen den

beiden dazugehörigen Blättern her.stellen, so zeigt sich, daß diese

längs der Strecke (a, c) beide schlicht verlaufen, erst die Strecke

(c, oo) liefert einen Verzweigungsschnitt. Im Punkte s = a fallen

also hier zwei Werte der Funktion ir zusammen, ohne jedoch zu einer

Verzweigung Anlaß zu geben.

Wir können dieses Vorkommnis in ein helles Licht setzen, in-

dem wir von der früheren Funktion /c der Gleichung (1) nebst

der zugehörigen Riemannscheu Fläche ausgehen, und dann den

Verzweigungspunkt h als veränderlich ansehen. Lassen wir h an a

heranrücken, so wird dabei der Verzweigungssehnitt («, h), unter ge-

eigneter Festlegung derselben, immer kürzer und schrumpft noch in der

Grenze zu einem Punkte zusammen. Hiermit hört aber auch die Ver-

zweigung auf, denn in einem einzigen isolierten Punkte können zwei

Blätter einer Riemannschen Fläche niemals miteinander zusammen-

hängen, derart, daß ein beweglicher Punkt von dem einen Blatte ins

andere an einer solchen Stelle übergehen könnte, — es ist dies eben

eine Verabredung, welche wir hiermit ein für allemal getrotfen haben

wollen.

Aufgabe. Man stelle die Riemannschen Flächen für folgende

Funktionen her:

a) H- = y(7- c,) . . . (z - c„).

Hier stellt sich eine Verzweigung im Punkte z = rsj ein oder nicht,

je nachdem n eine ungerade oder eine gerade Zahl ist.

Im Punkte z = csj findet hier keine Verzweigung statt.

r) ,. =Fz — aj/i

{z-hj^ ... {Z -€„)'-

3,

") •^-V-^.+v^ h
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s) n-^ = (2 - a)-(2 - hf.

Die Funktion /r hat hier zwei Verzweigungs|miikte 2. Orihiuiitjj im

Punkte -i = (if drei einfache Verzweigungspunkte in -~ = /', und einen

Verzweigungspunkt 5. Ordnung im Punkte js = cv).

Der Leser kann sich leiclit weitere derartige Beispiele bilden.

Auch ist es nicht schwierig, den allgemeinen Fall einer beliebigen

rationalen Funktion und einer beliebigen rationalen Potenz: ir" = R{z)

zu erledigen; man fange etwa mit ic" = O (z) an, wo G{z) ein Poly-

nom und n = 2, 3, . . . ist.

§ 4. Die Riemannsche Fläche für die Funktion ir^ wo ir^ — ?nv = z.

In den vorhergehenden Fällen sind Avir von einer expliziten Dar-

stellung der Funktion ausgegangen, der wir dann ohne weiteres ent-

nahmen, welche Werte wir zusammenfassen mußten, um eine ein-

deutige, stetige Funktion herzustellen und soinit die Riemannsche

Fläche aufzubauen. Wir wollen jetzt eine Methode kennen lernen,

wodurch wir die Riemannsche Fläche auch für eine durch eine nicht

aufgelöste Gleichung gegebene Funktion konstruieren können. Zu

dem Zwecke behandeln wir zuerst das Beispiel*)

(1)
«-^ — 3?r = z.

Zunächst sieht man, daß z, als Funktion von ir betrachtet, für alle

endlichen Werte von iv eindeutig und analytisch ist. Ist also (/'o^^o'

ein der Gleichung (1) genügendes Wertepaar, so läßt sich die Funktion

z = f[ic) in der Nähe der Stelle «• = «•(,, z = z^ nach Kap. 6, § 7

umkehren, sofern nur

fcl =3^ro2-3=HO

ist, also sicher für alle Wertepaare (/r^, z^ mit Ausnahme der beiden:

h'=-1 \ ir"= 1 1

z = 19 I
/'= - 2

Xun sind das aber gerade diejenigen «-Werte, wofür die Gleichung (1
),

als eine algebraische Gleichung zur Bestimmung von k betrachtet,

gleiche Wurzeln erhält, nämlich die Werte, wofür

*) Kleiu, Leijizifier Vorlesung l!?81 82, wo die Kieinannsche Fläche kon-

struiert wird. Die Funktion war bereits von Briot et Bouquet, Fonctious

elliptiques, 2. Aufl., Bd. 1, eh. 3 vermöge der Methode der Schleifonwoiro \cr\.

Ende des gegenwärtigen Paragraphen) untersucht worden.
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.— (iv^ — oiv — z) = ?>iv'^ — 3 =
civ •

'

ist. Aus dem Grunde wird man schon vermuten, daß sicli die ent-

sprechenden Punkte z ^=2, — 2 als Yerzweignngspunkte erweisen

werden.

Jedem Werte von .e =|= 2, — 2 entsprechen also drei verschiedene

Werte von u\ In der Nähe eines solchen Punktes z^ lassen sich ferner

diese Werte nach dem soeben angeführten Satze so zusammenfassen,

daß die drei Systeme je eine im Punkte z^ analytische Funktion

bilden, wodurch denn auch die Umgebung von z^ auf die Umgebungen

der drei zugehörigen Punkte der ^r-Ebeue konform bezogen wird,

Kap. 6, § 8. Dementsprechend wollen wir drei Blätter über der

^-Ebene ausbreiten und dann zusehen, ob sich daraus eine Riemann-

sche Fläche für die Funktion hersteHen läßt.

ÄhbiMuwj der Halbebenen. Zu dem Behufe schneiden wir die

drei Blätter längs der reellen Achse auf und suchen die Abbildung

einer jeden der sechs Halbebenen auf die ?i'-Ebene zu bestimmen.

Vor allem stellen wir die Bildpunkte der Berandung der Halbebenen

fest, indem wir in (1) Reelles und Imaginäres trennen:

(ii + vff — 3{ii -\- vi) = X -{- yi,

(2) u^ — 3hv^ — 3n = ä:, ^h'-v — y" — 3v = y,

und darauf y = setzen:

r(3H2-i;2-3) = 0.

Hiernach bestehen die Bildkurven jener Berandung aus der reellen

Achse der «•-Ebene nebst der Hyperbel

(3) «'-T = l-

Durch diese Kurven wird nun die «'-Ebene, wie mau ja auch erwarten

sollte, in sechs Gebiete zerlegt, wovon jedes die Abbildung einer der

sechs Halbebenen ausmacht, was wir sogleich noch mit aller Strenge

beweisen werden (vgl. Fig. 79). Diese Gebiete, sowohl als die Halb-

ebenen wird man als abgeschlossene Bereiche der erweiterten Ebene

auffassen; projiziert man sie auf die Kugel, so erscheinen ihre Ab-

bildungen auch in gewöhnlichem Sinne als abgeschlossen.

Um uns über die Abbildung der Gebiete, in die die «--Ebene

hiermit zerlegt ist, auf die Halbebenen näher zu orientieren, lassen

wir einen Punkt Q den Rand dieser Gebiete der Reihe nach be-

schreiben und beobachten wir, wie sich der Bildpunkt P der z-^hene

dabei bewegt. Wir wollen Q zunächst vom Punkte tr = oo aus-
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iiclu'ii uud längs der positiven reellen Achse hereinriicken hissen.

Xach (2) hat x dann den Wert

./; = »^ — i)i(

und nimmt daher zugleich mit a beständig; alt. >() lan^e nur

d.r o
,- = OH
d u

ist. Im Punkte iv = 1 angelangt, setze der Punkt Q seinen Weg
längs der Hyperbel {'d) stetig fort, derart, daß v > wird. Ver-

folgen wir Aveiter den immer noch auf der reellen Achse // = ver-

harreiiden Bildpunkt P, so hat die Abszisse desselben jetzt den Wert

3 :#0, also x>

Ferner ist

dx
du

X = W

==-6(4h2_ 1)<0.

Hiernach bewegt sich der Punkt P beständig nach links, wenn Q
diesen Ast beschreibt, und zwar rückt P zugleich mit Q ins Unend-

liche. Beide Punkte, P und (^>. haben nunmehr eine geschlossene

Kurve ihrer erweiterten Ebenen beschrieben, und diese Kurven ent-

sprechen sich in ein-eindeutiger stetiger Weise.

Des weiteren sei iv^'^ 1 ein Punkt der reellen Achse, Zq dessen Bild-

punkt, der also ebenfalls auf der reellen Achse liegt; im übrigen ist

Ä-Q > — 2, rechts von s = — 2. Die Abbildung der Umgebung dieser

Fi\-. TS.

beiden Punkte aufeinander wollen wir jetzt ins Auge fassen, vgl. Fig. 78.

Da (^^/<?«f)„. = „„= S^ro" — 3 reell und positiv ist, so schließen ein

von a-Q ausgehender Halbstrahl und seine von 2^ ausgehende Bild-

kurve crleiche Winkel mit ihren bezüglichen reellen Achsen ein. Kückt

also ein Punkt ir, von >r^ ausgehend, in die obere Halbebene hinein,

so betritt dessen Bildpunkt z auch zunächst seine obere Halbebene,
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und zwar wird letzterer stets in der positiven Halbebene bleiben^ so

lange (v nur innerhalb des vom' Hjperbelaste und der positiven reellen

Achse begrenzten Gebiets I+: u ^1; ^ ?; ^ ]/3»^ — 3 bleibt. Daraus

geht hervor, daß das Abbild des ganzen Gebiets 1+ sicher oberhalb

der reellen Achse der^Äbene liegt. Füllt es al)er diese Halbebene

gerade einmal aus? G^Pn diese Ann^lime sprechen allerdings fol-

gende Zweifel, a) Wird s auch in jeden Bereich der Halbebene

dringen, oder wird es nicht am Ende Inseln geben, denen z stets

ausweicht? b) Kann nicht eventuell ein Bereich besagter Halbebene

schon mehr als einmal erreicht werden, so daß er als vielblättrig auf-

zufassen sein wird und also verschiedenen getrennten Gebieten von

1+ entspricht? — Beiden Einwänden kann man zwar direkt begegnen,

doch erfordert eine strenge Behandlung der Sache von dieser Seite

her etwas umständliche Überlegungen, jedenfalls führt der Satz vom

folgenden Paragraphen rascher zum Ziele. Deshalb wollen wir die

Erledio-ung dieses Punktes bis dabin aufschieben.
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Hyperbelastes wieder ins Unendliche zieheu, wobei dauii 7' den liest

der reellen Achse durchläuft. Der aljgeschlossene, von Q soeben um-

laufene, an 1+ angrenzende Bereich der erweiterten /r-Ebene soll I""

heißen. Ihm entspricht ein negatives Halbblatt der ^-Fläche, welches

wir die negative Hälfte des ersten Blattes nennen und iriit i~ be-

zeichnen wollen.

Fährt man so fort, so stellt sich heraus, daß auch die weiteren

Gebiete der ^r-Ebene beziehungsweise den positiven und neorativen

Halbebenen der Reihe nach so zugeordnet werden können, wie in

Figur 79 angezeigt ist.

Zusammenf'tKjmHj der Halhebenen. Jetzt bleibt nur noch übrig,

den Nachweis zu führen, daß obige Halhebenen sich wirklich zu

einer Riemannschen Fläche, auf welcher die Funktion w im all-

gemeinen stetig verläuft, vereinigen lassen. Dies geschieht, wie folgt.

Jedes der sechs Gebiete I+, . . ., HI" stößt an andere derselben, und

nun sollen die zugehörigen Halbebenen längs der Bildkurven jener

gemeinschaftlichen Begrenzungen zusammengefügt werden. In der

Tat wird durch die Gleichung (1) die Umgebung eines beliebicren

Punktes ir^ einer jener Begrenzungskurven auf die schlichte Um-
gebung von seinem Bildpunkte z^^ konform abgebildet, sofern nur

iCq^I, —1 ist. Hiernach werden also i+ und i~ längs der Bild-

kurve des im ersten Quadranten belegenen Hyperbelastes, also längs

des links vom Punkte ^ = — 2 belegenen Teils der reellen Achse zu-

sammenhängen. Die positiven Halbebenen, sowie deren Abbildungen

in der «i-Ebene wollen wir schraffieren.

Gehen Avir weiter. Längs der Strecke (— 1, 1) der ;r -Ebene

hängen I~ und m+ zusammen. Demgemäß fügen wir den zwischen

z = — 2 und z = 2 belegenen Teil des Randes von i~ mit dem ent-

sprechenden Teil des Randes von iü"*" zusammen. Der übrige Teil

des Randes von i~ hängt dann mit dem gegenüberliegenden Teil des

Randes von ii+ zusammen.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens entsteht als Endresultat

eine dreiblättrige, in der erweiterten Ebene resp. auf der Kugel ge-

schlossene Riemannsche Fläche, deren Blätter in den Verzweigungs-

punkten z = — 2, 2, oo zusammenhängen und längs Verzweigungs-

schnitte, welche über der reellen Achse liegen, ineiaander übergehen,

wie? — darauf gehen wir jetzt näher ein.

Zunächst sieht man, daß die drei Blätter sich längs des zwischen

;? = -— 2 und .0=00 gelegenen Teils der negativen reellen Achse

nicht kreuzen. Dagegen geht längs der Strecke — 2 ^z ^2 die

Osgood, Funktioneutheorie. II. 22
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Halbebene i"^ in iii~, i~ in iü"*" über, während das Blatt ii hier

vereinzelt verläuft. Endlich hängen längs des übrigen Teils der reellen

Achse die drei Blätter zusammen, wie in Figur 79 angedeutet ist.

Hiemach, — oder auch an der Abl)ildung, — kann man den

Zusammenhang der Blätter in den Verzweigungspuukten leicht fest-

stellen. Im Punkte ^ = — 2 hängen nämlich das erste und das dritte

Blatt, der Umgebung des Punktes /v = 1 entsprechend, im Zyklus zu-

sammen, während das zweite Blatt, der Umgebung des Punktes

tv = — 2 entsprechend, hier schlicht verläuft, der Punkt tv = 1 er-

weist sich somit als ein ausgezeichneter Punkt (§ 2).

In ähnlicher Weise hängen im Punkte ^ = 2, der Umgebung des

ausgezeichneten Punktes ir = — 1 entsprechend, die Halbebenen ii"*",

ii~, iü"*", i~ im zweiblättrigen Zyklus zusammen, während die übrigen

Halbebenen i"^ und iii~ hier, wie sonst im Intervalle — 2 -< ü" <+ oo,

aneinanderstoßen und ein schlichtes Blatt bilden. Endlich hängen

im Punkte ^^=00 alle drei Blätter zusammen, der Punkt w = 00 ist

wieder ein ausgezeichneter Punkt.

Die Riemannsche Fläche ist nunmehr

r~r '^ri fertig. Dem Leser wird empfohlen, sich ein

\/ ^, ^ r-, „ r.^ r:\j Modell derselben aus Papier zusammenzu-

/. b V:. U \.\ U ^ '-^ A kleben. Wo die Blätter sich durchsetzen sollen,

ljjt^___^^^_^_____^__j > kann die Verbindung durch schmale Streifen

Papier hergestellt werden, welche aufeinander-
Fig. 80. 10 ?

folgend aufgeklebt werden. Im übrigen braucht

das volle Blatt von vornherein nicht längs der ganzen iC-Achse auf-

geschnitten zu werden.

Er'örtenmy der Fläche. ' Machen wir uns noch klar, was an der

Riemannschen Fläche wesentlich und was nur zufällig ist. Wesent-

lich ist, a) daß über der Umgebung eines jeden der Punkte .0(, H= — 2,

2, 00 drei Blätter schlicht verlaufen, welche als Träger dreier in

dieser Umgebung eindeutiger, sich analytisch verhaltender Funktionen

dienen; b) daß in der Umgebung der Punkte ^ = — 2, 2 ein Blatt

schlicht verläuft, während zwei andere dort im Zyklus zusammen-

hänofen: sowie daß im Punkte s = 00 alle drei Blätter zusammen-

hängen. So viel im Kleinen; dazu kommt noch, c) daß die Blätter

so miteinander verbunden werden, wie es der Verlauf der verschie-

denen Bestimmungen der Funktion im Großen verlangt.

Um die Bedingung c) deutlicher hervortreten zu lassen, machen

wir darauf aufmerksam, daß man eine positive Halbebene mit einer

beliebigen negativen Halbebene zu einem Blatte zusammenfassen darf.
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sofern nur die entsproolienden Bereiche der yr- Ebene längs einer

Kurve uneinanderstoßen. So kcinntc man beispielsweise als zweites

Blatt die beiden Ilalbebenen nehmen, welche dem an der konvexen

Seite der Hyperbel gelegenen Bereiche der ^r-Ebene entsprechen. Das

erste Blatt würde dann dem an der konkaven Seite des einen Hyperbel

astes gelegenen Gebiete zugeordnet werden, wodurch dajui das dritte

Blatt vollständig bestimmt ist. Diese Wahl der den Blättern zuzu

weisenden Xummern ist sogar eine symmetrischere als die vorher-

gehende. Insbesondere wird sich dadurch der Verlauf der Blätter in

der Umgebung des Punktes z = '2 ebenso gestalten, wie im Punkte

~ = — 2. Dem Leser wird empfohlen, sich auch ein Modell dieser

Form der Riemannschen Fläche zu machen.

Man achte wohl auf den Umstand, daß die Hyperbel in der vor-

liegenden Geometrie, die ja im wesentlichen die Geometrie der rezi-

proken Radien ist, die Ebene in drei Teile zerlegt, während sie die-

selbe in der projektiven Geometrie nur in zwei Teile trennt. Auch
wird die Ebene hier durch eine Gerade in zwei Teile zerlegt, während

die projektive Ebene durch den Schnitt einer Geraden nicht zerfällt;

der Zusammenhang der beiden Ebenen ist bekanntlich verschieden.

Scideifen. Aus der Gestalt der Riemannschen Fläche kann man

die Vertauschung der verschie- h,

denen Bestimmungen der Funk-

tion w ersehen, wenn s einen

beliebigen geschlossenen Weg
beschreibt. Nehmen wir bei-

spielsweise die drei Werte von

IC im Punkte s = — i und be-

zeichnen dieselben, ihren zuge-

hörigen Blättern entsprechend,

mit iL\, ic^j «fg. Läßt man nun £

den in der Figur angedeuteten geschlossenen Weg l^ durchlaufen,

der den Punkt s = 2 in positivem Sinne umkreist, aber keinen

weiteren Verzweigungspunkt umfaßt, so sieht man aus Figur 79, daß

ii\ in 1V2, IV2 in /c^, w^ in /r..

übergeht. Diese Vertauschung s^ wird in der Gruppentheorie durch

das Symbol (12) ausgedrückt:

s, = (12).

Ebenso entspricht dem anderen geschlossenen, den Punkt z = — '2,

aber keinen weiteren Verzweiguugspunkt umfassenden Weg l^ die

Substitution
22*

Fig. 81.
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s, = (13).

Endlich wird der Punkt ^ = oo in positivem Sinne umkreist, wenn 2

einen alle im Endliehen gelegenen Yerzweigungspunkte umfassenden

Weg durchläuft und zwar im entgegengesetzten Sinne wie bisher,

man vergleiche wieder Fig. 79. Dadurch entsteht die Substitution

83 = (132).

Die zu einer gegebenen Substitution s,- inverse Substitution s~^

wird erhalten, indem 3 die bezügliche Schleife in entgegengesetztem

Sinne durchläuft.

Denkt man sich diese Wege als dehnbare Fäden und schlägt

man in jeden Verzweigungs))unkt ein Stiftchen ein, über welches der

Faden nicht hinausgeschoben werden darf, so kann der dritte Weg
in den ersten und zweiten stetig deformiert werden, nur wird er in

entgegengesetztem Sinne beschrieben. Läßt man s also die drei Wege
der Reihe nach durchlaufen, so werden alle drei Werte von 11: zu den

Anfangswerten wieder zurückkehren, d. h. sie werden die identische

Substitution erfahren. Daher herrscht zwischen Sj, Sg, .s., die Relation:

^1^2 ^'3 "^ *•

Solehe Wege, wie die drei soeben betrachteten, heißen ScJäeifen

(lacet). Es ist klar, daß jeder geschlossene Weg, der durch den Punkt

^ = — i, aber durch keinen Verzweigungspunkt geht, auf eine Reihe

von solchen Schleifen, die ja auch zum Teil in negativem Sinne

durchlaufen werden müssen, zurückgeführt werden kann. Da man

nun einmal die jeder einzelnen Schleife entsprechende Substitution

von yr^, ir^, ir^ kennt, so kann man daraus die dem vorgelegten

Wege zugehörige Substitution bestimmen.

Das soeben betrachtete Schleifensystem ist aber nicht das einzige.

das vom Punkte z = — i aus angelegt werden kann. So hätte man

z. B. die beiden ersten Schleifen, wie in beistehender Figur, annehmen

können.
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Aufgabe 1. Man stelle die dein zweiten Schleifensystem, Fig. 82,

zugehörigen Substitutionen von n\, /r„, /r, auf und bestimme die

Relation, welche sie verknüpft.

Aufgabe 2. Man konstruiere die Iliemannsche Fläche für die

Funktion /c, wo

a) w -\ = 2,w '

b) w^-2it--s-\-l=0

ist und veranschauliche sie durch ein Modell.

§ 5. Ein Satz, betrefifend die konforme Abbildung im Großen.

Bisher haben wir uns im allgemeinen Falle bloß mit der kon-

formen Abbildung im Kleinen beschäftigt, indem wir zeigten, daß

unter gewissen Bedingungen die Umgebung eines Punktes Zq, deren

Ausdehnung also von vornherein nicht feststand, ein-eindeutig und

konform auf eine Umgebung eines Punktes ir^ bezogen wird. Jetzt

wollen wir ein Kriterium kennen lernen, wonach ein vorgelegter Be-

reich inkl. der Berandung ein-eindeutig und stetig, und im Innern

konform auf einen zweiten vorgegebenen Bereich abo-ebildet werden

kann. Dieses Kriterium sprechen wir in der folgenden Form aus.

Lehrsatz. Sei S ein durcJi eine heliehiyc einfache Kurve hemn-

deter Bereich der z-Eljene; f{z) eine Funktion von z, die im ahqe-

schlossenen Bereiche*) S eindeuti;/ und stetig, loid im Innern von S

an(di/tisch ist. Ferner möge f (z) denselben Wert in zivei verschiedenen

llandpnnlien von S niemals annehmen, so daß cdso der Band von S

auf eine einfache geschlossene Kurve der u'-Ehene ein-eindeutig und

stetig bezogen wird. Der durch letztere Kurve begrenzte Bereich heiße E.

Dann ivird durch die Gleichung

(1) n-=f{^)

eine ein-eindeutige stetige Abbildung des abgeschlossenen Bereiches S auf

den cd)geschlossenen Bereich E definiert, ivelche außerdem im Innern

dieser Bereiche ausncüunslos Vonform ist.

In dieser allgemeinen Form läßt sich das Kriterium am bequemsten

aussprechen und im f^dächtnisse behalten. Den Beweis wollen wir

jedoch nur so allgemein durchführen, wie es in der Folge die Au-

wenduno-en erfordern.

*) Man vergleiche S. 43, Anmerkung.
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Was zunächst den Rand von S anbetrifft, so genügt es voraus-

zusetzen, daß er regulär sei. Ferner wird stets in der Folge die Ab-

bildung dieses Randes ebenfalls regulär sein. Daß aber eine solche

Kurve einen einfach zusammenhängenden Bereich 2J abgrenzt, ist im

5. Kapitel ausführlich bewiesen worden. Damit haben wir uns also

zunächst den Bereich Z" geschaffen.

Sei nun TT^ein innerer Punkt von 2.', und man bilde den Ausdruck:

n- - W,

welchen man einmal als Funktion von ic, sodann aber vermöge (1)

als Funktion von s, f(z) — W, ansehe. Im ersten Falle wird man w
den Rand von 2J durchlaufen lassen. Dabei nimmt der Arcus dieser

Funktion

:

arc (tv — W),

um 2 71 zu.*) Läßt man zweitens s den Rand von S durchlaufen, so

wird

a.rc\f{z)-W]

ebenfalls um 27t zunehmen müssen. Hieraus erkennt man, daß die

Funktion f(s)—Weine einzige Nullstelle erster Ordnung in S hat,

vergl. Kap. 7, § 11.

Zieht man dagegen einen äußeren Punkt W von U in Betracht

und läßt man ^v den Rand von U wiederum durchlaufen, so kehrt

arc («f

—

W) zum Anfaugswerte wieder zurück, woraus man jetzt

sclüießt, daß die Funktion f(z) —W keine Nullstelle in S hat.

Hiermit haben wir gezeigt, a) daß jedem inneren Punkte von 2J

ein innerer Punkt von S, b) daß einem äußeren Punkte von ZI kein

innerer Punkt von >S', m. a. W. b') daß jedem inneren Punkte von >S

ein innerer oder Randpunkt von 2J entspricht. Es bleibt daher noch

übrig, diese letzte Möglichkeit zu beseitigen. Das geschieht, wie folgt.

Gesetzt, der Bildpunkt iCq eines inneren Punktes 2q von S läge auf

dem Rande von U. Da f{z) im Punkte 2q analytisch ist, so wird die

Umgebung von Sq nach § 2 auf die möglicherweise mehrfach über-

deckte Umgebung von tv^ bezogen. Darnach wird aber ein letzterer

Umgebung angehöriger äußerer Punkt von U einem inneren Punkte

von S zugeordnet, was eben gegen die bereits erhaltenen Ergebnisse

verstößt.

Die umkehrbare Eindeutigkeit der Abbildung von S auf U ver-

möge (1) steht nunmehr fest. Daß die Beziehung außerdem im Inneren

*) Nach Kap. 5, § 6 ist nämlich die Ordnung eines inneren Punktes von S
?ich + 1, hier also insbesondere =1.
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Ivonform ist, ergibt sich direkt aus jenem Satze von § 2. Wäre näm-

lich t"{z) = in einem inneren Punkte von S, so müßte das eben ein

ausgezeichneter Punkt sein, womit aber der umkehrbaren P]indeutig-

keit der Abbihlung Abbruch getan wäre. Es muß also jiur noch der

stetige Anschluß an den Rand festgestellt werden.

Wenn z sich einem Randpunkte ,?„ von >S' nähert, so folgt schon

aus der Stetigkeit von f{z), daß iv ebenfalls einem bestimmten Rand-

punkte von Z zustrebt. Fassen wir nun andererseits einen bestimmten

Randpunkt W von Z, sowie eine beliebige isolierte Punktraenge

[iv] = tt\, u-^, ... von ZI mit der einzigen Häufungsstelle W = lim iv^

ins Auge, so genügt es offenbar zu zeigen, daß die Bildmenge {^j =
2^, Z.2, . . . ebenfalls nur eine einzige, und zwar am Rande gelegene

Häufungsstelle Z hat.*) Der Beweis wird so geführt. Zunächst ist

klar, daß die Menge [z] keinen inneren Punkt von S zur Häufungs-

stelle haben kann. Allein die Annahme, daß es zwei verschiedene

Häufungsstellen Z und Z' am Rande gäbe, führt auch zu einem

Widerspruch. Denn wegen der Stetigkeit von f(/) am Rande von S
würden dann die Umgebungen von Z und Z' auf Punkte der Um-
gebungen von f\Z) und f\Z') =^ f(^Z) bezogen.

Enceiterunf/en des Satzes. Anstatt einen einfachen Rand von S
vorauszusetzen, genügt die Annahme, daß S ein endlicher, einfach zu-

sammenhängender Bereich sei, dessen Begrenzung sich in eine end-

liche Anzahl regulärer Kurven zerlegen läßt, vergl. beistehende Figur.

Es kommen dann gewissen Randpunkten

mehrere Randwerte zu, welch letztere, wie

vorhin, alle verschieden voneinander sein und

sich in ersichtlicher Weise so zusammen-

fassen lassen müssen, daß sie eine stetige

Folge bilden, damit der Rand auch hier

auf eine einfache geschlossene Kurve der „. ^,.,

^t•-Ebene bezogen wird. Die nähere Ausfüh-

rung bietet keine Schwierigkeit, da die Sätze von Kapitel 5, §§ 9, 10

ja die gehörige Erweiterung zulassen. Eine ähnliche Erweiterung

bezüglich des Bereichs Z hat ebenfalls statt.

Endlich gilt der Satz unter der Voraussetzung, daß der Bereich S

aus dem Aeußern statt aus dem Innern einer einfachen geschlossenen

Kurve besteht, wie sich dm-ch eine oreeitjnete lineare Transformation

*) Wir berufen uns nämlich auf eine andere äquivalente Fonuulierung des letzten

Satzes von Kap. 2, § 1, wobei eine beliebige isolierte Punktmenge {(j.-„, j/n)l

mit der einzigen Häufungsstelle ('o, b) an Stelle jener regulären Kurve tritt.
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der ^-Ebene sofort ergibt. Eine ähnliche Erweiterung, wie die so-

eben besprochen e, ist auch hier gestattet.*)

Anivendung auf die Ahbildung von § 4. Um noch den Nachweis

zu führen, daß der Bereich 1+ durch die Funktion

(2) z=a-^-?,iv

auf die positive Halbebene i+ eindeutig bezogen wird, wollen wir zu-

nächst ein Stück S von 1+ durch einen großen Kreisbogen F: \iv\=Ii,

abschneiden und zeigen, daß der Rand von S auf eine einfache Kurve

von i"*" abgebildet wird. Dazu genügt unter Heranziehung der Ent-

wicklungen von § 4 bloß festzustellen, daß das Abbild y von F aus

einer einfachen Kurve besteht, welche die reelle Achse der 5-Ebene

nur in den beiden Endpunkten von y trifft. In der Tat ist wegen (2)

arc z = arc w^ -f arc (1 — ^iv~^),

oder, wenn man z = re'*'' , w = Re^^' setzt:

o ^ , i.
3Ji-2 sin2#

OD = d ^ + arc tang „ ^f^zr^ ^^^ ° 1 — 3J2 2 cos 2$
Demgemäß ist

^ = 3 + t

wo 1^1 für alle Werte von B, welche eine bestimmte positive Zahl G
übertreffen, kleiner als o bleibt. Für solche Werte von R ist also sicher

Hieraus entnimmt man, daß y von jedem Halbstrahl cp = cp^, wo
Ö ^ 9^0 = ^> /• > in einem einzigen Punkte getroffen wird. Für

das Stück S von 1+ sind jetzt alle Bedingungen des vorstehenden

Satzes erfüllt, folglich wird dieses Gebiet auf einen Teil Z! von 1
+

ein-eindeutis bezogen.

Wir sind nunmehr im Stande, den in Aussicht genommenen Be-

weis zu liefern. Sei erstens ^^q ein beliebiger Punkt von I+. Nimmt
man dann R bloß groß genug, damit S den Punkt iCq umfaßt, so

liegt der Bildpunkt von iüq — wegen (2) gibt es ja hier überhaupt

*) Dabei darf der Rand sogar aus einer einzigen nicht geschlossenen Kurve
bestehen. In einem solchen Falle seien «, b zwei Funkte derselben. Durch die

Transformation .

läßt sich dann der Randbogen a, h auseinander trennen, derart, daß S in einen

neuen Bereich S' verwandelt Avird, welcher nebst seinem Rande nur einen Teil

der Ebene ausmacht. Auf S' ist aber die im Texte erwähnte Erweiterung an-

wendbar. Vermöge derselben Transformation kann man jene Erweiterung auch

bcOTÜnden.
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nur einen einzigen Bildpunkt, — in 2J, also in i+. Sei zweitens z^

ein beliebiger Punkt von i"*". Da zufolge (2)

I

^
I

=
I

w 1^ 1 1 J

ist, so kann man durch gehörige Wahl von R erreichen, daß jeder

Punkt von y um mehr als 2^ von ^ = absteht, so daß also der

entsprechende Bereich U den Punkt z^ sicher umfaßt. Hiernach liegt

wenigstens einer der drei Bildpunkte von z^ in 1+. Würde indessen

noch ein zweiter derselben dort liegen, so braucht man li nur groß

genug zu nehmen, damit S alle beide umfaßt. Darin ist aber ein

Widerspruch enthalten.

In derselben Weise läßt sich zeigen, daß auch die übrigen Ge-

biete I~, II +, usw. auf die betreifenden Halbebenen ein-eindeutig be-

zogen werden.

§ 6. Die Riemannsche Fläche für die Funktion w, wo iv'^— 4:ZV = 0.

Bisher lagen die Verzweigungspunkte stets auf der reellen Achse,

so daß es sich also empfahl, den Verzweigungsschnitt in diese Achse

zu legen. Betrachten wir jetzt ein Beispiel, wo dies nicht mehr zu-

trifft:

(1) iv^-4iü = z.

Stellt man hier eine ähnliche Überlegung bezüglich der zu 2 inversen

Funktion iv an, wie in § 4, so erhält man vor allem zur Bestimmung

der Ausuahmepaare die Gleichung:

Dies gibt:

W = 1 ] W = CO I
IV CO'

2ni

3J z = — ?>co] s = — 3a)-j

Über der ^-Ebene wird man nun vier Blätter ausbreiten. Es sei ge-

stattet, diese zunächst längs der reellen Achse aufzuschneiden. Da

X = u^ — Qu-v'^ -f v^ — 4«, y = 4/(^ v — 4»y^ — 4i;

ist, so entsprechen jener Achse y = die Kurven:

a) V = 0, b) h3 - u v^ -1 = 0.

Der Einfachheit der Formeln halber empfiehlt es sich, diese Achse

So weit wie möglich zu Verzweiffungsschuitten in den verschiedenen

Blättern zu verwenden. Es fragt sich noch, wie man die Verzweigungs-

schnitte in ihrem weiteren Verlauf am einfachsten anlegt. Bemerkeji

wir vorab, daß den Geraden
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w = cot und ir = a-t,

wo t alle reellen Werte durchläuft, die Gerade

5r = (o(t^— 4:t) bezw. '(^^-40

entspricht, so liegt es nahe, in der «f-Ebene so viel von diesen Geraden

aufzuzeichnen, wie zwischen dem Punkte tv = und der Kurve b) ent-

halten ist, und zugleich in der ^-Ebene jedes Blatt längs der Bild-

geraden aufzuschneiden. Auf diese Weise wird die «i; -Ebene in acht

Gebiete eingeteilt, welche den acht Halbblättern der ^-Fläche ent-

sprechen. Im Punkte iv = oo stoßen alle diese Gebiete zusammen,

und zwar weist ein jeder den Winkel ;r/4 dort auf. Die Halbblätter

lassen sich ihrerseits zu einer Riemannschen Fläche zusammenfassen,

deren Blätter so zusammenhängen, wie in Figur 84 des näheren an-

w-Ebene z-Ebene

Fig. 84

gegeben ist. Dabei fällt indessen dem Punkte = eine Ausnahmerolle

zu, die im Wesen der Sache gar nicht begründet ist, denn es tritt ja

keine Verzweigung in diesem Punkte ein. Das liegt nämlich an der

besonderen Wahl der Verzweigungsschnitte, welche deshalb so an-

gelegt wurden, damit sich ihre Abbildung leicht verfolgen ließe. Da

wir aber nunmehr im Besitze der fertigen Fläche sind, so können

wir die Verzweigungsschnitte verschieben und insbesondere die hier

vorkommende Spaltung des Verzweigungsschuittes dadurch beseitigen,

daß wir den Knotenpunkt längs der Geraden (0, —3«) stetig in den

Punkt ^ == — 3 tö rücken lassen. Das Ergebnis veranschaulicht Fig. 85.

Legt man ein von einem beliebigen Punkte ^y auslaufendes

Schleifensystem an, so kann man die zugehörigen Substitutionen von

tVi, . . . u\ direkt an der Riemannschen Fläche ablesen. Für das
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Fig. 85.

besondere in der Figur angedeutete Schleifensysteui fallen diese, wie

folgt, aus: y^3oj'

s,= (1234),

Der Leser wolle sich auch von

dieser Fläche ein Modell aus Papier

anfertigen.

Aufgabe 1. Man stelle die der Gleichung

u'^ -|- 3?r = £

zugehörige Riemannsche Fläche her.

Da diese Gleichung aus Gleichung (1), § 4 mittels der Trans-

formation ?r'= i tr, z = — iz hervorgeht, so erhält man schon eine

Riemannsche Fläche dafür, indem man die vorhin konstruierte Fläche

bloß um 90 Grad dreht. Im vorliegenden Falle möchte maii jedoch

der Übung halber den Verzweiguugsschnitt von vornherein anders an-

legen, indem man hierzu die reelle nebst so viel von der imaginären

Achse nimmt, wie zwischen den beiden Verzweiguugspunkten liegt.

Hinterher weise man dann, noch die Identität der beiden Flächen

durch Verschiebung des Yerzweigungsschnittes nach.

Aufgabe 2. An Aufgabe 2, a) von § 4 anknüpfend, stelle man

jetzt die Riemamischen Flächen für die Funktionen iv her, wo

, 72 = 2,3,...;+ 1

ist. Dabei entsprechen der reellen Achse der ^-Ebene n durch den

Punkt K = gehende Gerade, welche gleiche Winkel miteinander

bilden und woran sich übrigens die reelle Achse beteiligt, nebst dem

Einheitskreise \w\ = \. So entspringt eine Zerlegung der »-Ebene

in 4» Kreisbogendreiecke, welche, auf die Kugel projiziert, zu einer

besonders einfachen Gebietseinteilung dieser führen. Beschreibt man

ihr nämlich eine Doppelpyramide ein, deren beide Spitzen im Xord-

nnd Südpol liegen, während sich ihre übrigen Ecken im Äquator be-

finden, so braucht man nur ihre Flächen (bei gehöriger Orientierung der

Pyramide) vom Mittelpunkte der Kugel ans auf die Kugelfläche zu pro-

jizieren, um die in Rede stehende Gebietseinteilung zu erzielen. Yergl.

Klein, /Ä*osae(7er, diejenigen Paragraphen, wo vom „Dieder'' die Rede ist.
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n n " i* zd^
§ 7. Über die Abbildung eines Zweiges der Funktion iv = i -»—r

'

j 2 — 1

Wir wollen doch noch kurz andeuten, wie man zuweilen in kom-

plizierteren Fällen, wo die fertif^^e Riemannsche Fläche in ihrer Ge-

samtheit nicht leicht zu überblicken ist, zu Werke gehen kann, um
sich über den Verlauf eines Zweiges der Funktion Rechenschaft zu

geben und somit sich wenigstens einige Einsicht in die Zusammen-

setzung der Fläche zu verschaffen.

Betrachten wir vorab allgemein das Integral einer rationalen

Funktion

:

und setzen dabei

wo Cr (2) ein Polynom und <5 (s) nur verschwindende Residuen hat,

so liefern das erste und das letzte Glied rechter Hand eindeutige Bei-

träge zum Integral, während das zweite Glied Unendlich -Vieldeutigkeit

hervorruft. Wir wollen ein derartiges Beispiel näher behandeln, und

zwar sei*)

Hier ist

3 Iz — 1~ z—oi~ z — a^J

Andererseits hat die Gleichung

div z

dz z^ — 1

einen merkwürdigen Punkt erster Ordnung in = 0. Endlich verhält

sich jede Bestimmung von w im Punkte 2 = 00 eindeutig und ana-

lytisch. Demnach liegen die Verzweigungspnnkte von ic in 2=l,oj, co^.

Diese Punkte wollen wir nun mit 2 = durch Gerade verbinden imd

die Ebene dann längs letzterer Linien aufschneiden. In dem hiermit

erhaltenen Bereiche gruppieren sich die verschiedenen Bestimmungen

von w zu eindeutigen analytischen Funktionen. Untersuchen wir die

Abbildung desselben auf die tv-Ehene, welche einem Zweige (d. h.

einer Bestimmung) von tv entspricht.

*) Klein, Leipziger Vorlesung 1881—82.
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Indem wir z vom Punkte z = ausgehen und liings der positiven

reellen Achse gegen 1 hin rücken lassen, bewegt sich ir auf der nega-

tiven reellen Achse auf den Punkt ir = oo zu. Beschreibt z nun
einen kleinen Kreis um ^ = 1 , so rückt w längs einer Parallelen

zur imaginären Achse in die positive Ilalbebene und legt dabei eine

Strecke von der Länge 2:t 3 zurück. Wenn z jetzt seinen Weg
weiter fortsetzt und also längs der vorhin beschriebenen Strecke nach

dem Punkte ^ = wieder zurückkehrt, so rückt iv längs einer Paral-

lelen zur ursprünglichen Bahn und gelangt somit wieder an die ima-

ginäre Achse.

./s=ö"
-jt

Fig. 86.

Der Leser wird jetzt ohne Mühe die Abbildung der weitereu

?(• -Werte verfolgen können. Das Endresultat deutet beistehende Figur

an. Durch die Funktion u: wird daher nach den Entwicklungen von

§ 5 der in Rede stehende Bereich der ^-Ebene ein-eindeutig und kon-

form auf das aus den drei unendlichen Streifen der ?r-Ebene be-

stehende Gebiet bezogen.

Die anderen Zweige der Funktion hängen in einfacher Weise mit

djf^sem zusammen. Wenn nämlich z einen Verzweigungsschnitt über-

schreitet, so wächst dabei w um

±\co'27ii, /.• = 1,2,3.

Hieraus erkennt man, wie sich die Riemannsche Fläche zusammen-

setzt. Den Leser bitten wir darum, ein Modell des in der /r-Ebene er-



336 n, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flächen.

haltenen Gebiets in drei Exemplaren aus Papier zu schneiden und

diese Stücke dann so zusammenzufügen (vergl. § 4, Fig. 80), wie ins-

besondere durch die Abbildung der schlichten Umgebung des merk-

würdigen Punktes z = auf die zweiblättrige Umgebung von w =
verlangt wird. Hierdurch entsteht ein Teil einer Riemamischen Fläche,

welcher einen Yerzweigungspunkt erster Ordnung im Punkte ^ =
birgt, an weitere, in den Ecken des Randes befindliche derartige Ver-

zweigungspunkte heranreicht, und übrigens besonders geeignet ist, das

erste Glied der im Entstehen begriffenen Riemannschen Fläche für z,

als Funktion von tv betrachtet, zu bilden. Denkt man sich nämlich

diese Teilfläche in beliebig vielen Exemplaren hergestellt und gliedert

man diese dann sukzessive an die freien Ränder eines hierdurch fort-

während wachsenden Kerns, so bekommt man damit, wenn nicht eine

deutliche Vorstellung der vollständigen Fläche, so doch einen klaren

Einblick in die Art und Weise, wie sich diese Fläche zusammensetzt.

In diesem Falle bildet die Projektion der Verzweigungspunkte der

Fläche auf die schlichte Ebene zwar eine unendliche, aber keine

überall dichte Punktmenge.

Aufgabe. Man untersuche auf ähnliche Weise die Abbildung

eines Zweiges der Funktion ^

r dz

§ 8. Lineare Transformationen einer Riemannschen Fläche.

Aus einer gegebenen Riemannschen Fläche kann man durch li-

neare Transformation neue Flächen «-halten. So könnte man bei-

spielsweise die positiven Halbebenen der Fläche von § 4 auf das

Innere des mehrfach überdeckten Kreises \z\^2 abbilden, indem

man etwa

d. h.

. z= t
z -{- 2 z-}-2

^ . z — 2i ^.2i-\-z'

z -{- 2i ' 2i — z

setzt. Hierdurch kommen die Verzweigungspunkte in den Punkten

/== — 2, 2, 21 zu liegen. In den beiden ersten hängen je zwei,

im dritten aber alle drei Blattei- zusammen. Der Punkt oo ist jetzt

ein gewöhnlicher Punkt für jedes Blatt.

Andererseits kann mau auch die ii'-Ebene einer linearen Trans-

formation unterwerfen. Sei z. B.
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IV

SO entspringt die in der Figur angegebene Gebietseinteilung der w'-

Ebene.

Fig. 87.

Vermöge einer linearen Transformation einer Kiemannscben Fläcbe

kann man zuweilen eine zu konstruierende Fläche auf eine bereits

bekannte zurückführen. Nehmen wir etwa:

aiv^- -\-h(c -\- c = z, a =t= 0-

Diese Gleichung läßt sich auf die Form bringen:

«(«' — af = z — ß,

wo
h ^ 4«c — h-

2 rt ' " 4 a

ist. Setzt man noch

iv = yä {iv — cc), z' = z — ß,

so erhält man die Gleichung

w = z

,

^^

Fig. 88.
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deren Riemaünsche Fläche bereits iu § 2 untersucht ist. Das Resultat

ist in Figur 88 angedeutet. Dabei hängen die beiden Blätter der

^-Fläche in den Verzweigungspunkten z = ß, oo zusammen. Den Yer-

zweigungsschnitt haben wir in die der reellen Achse parallele Gerade

gelegt.

Aufgabe. Man zeige, daß die Gleichung

an-'^ -f ?>?r^ + c/c -{ d = z, a =|= 0,

mittels ganzer linearer Transformationen von iv und z auf die in § 4

behandelte Form:
iv^ — 3«' = z

gebracht werden kann.

In ähnlicher Weise kann man die Riemannsche Fläche für die

Funktion arc tan z aus derjenigen für log z ableiten. Da nämlich

w = arc tan z ^ — log
2

ist, so braucht mau nur in der Gleichung

iv' = log /

, 2 ?t' , i-\- z

zu setzen und die hierdurch bewirkte Transformation der f(/- Ebene,

sowie der /- Fläche zu verfolgen.

Neue Entstehungsu-eise für die Fläche des Logaritlinms*) Eine

mögliebe Definition der Funktion e*" resp. ein unendlicher Prozeß,

wodurch diese Funktion geliefert wird, ist, wie folgt:

lim(l + f)",
« = 1,2,....

Daß die Variabele

in einem beliebigen endlichen Bereiche S der ?(;-Ebene gleichmäßig

konvergiert, ist nicht schwer zu erkennen.**) Erforschen wir die

durch die Gleichung

*) Klein, Leipziger Vorlesung 1881/«2.

**) Man könnte etwa 6„ («') in der Form anschreiben:

'.^")-'+-+(-i)f-:+('-::-)('-i)'^+^-
und dann zeigen, daß sich diese Funktion dem Grenzwerte

l + «' + ^ + ^ + ---

gleichmäßig nähert.
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(lefinieite Abbilduuo- vou *S. Durch Einführmio; von
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n-' = 1 +
geht diese Gleichung in

IC " =

ül)er, wofür die Ab])ildung bereits in § 2 untersucht ist. Wenn wir

also jetzt zur ursprünglichen Yariabelen ir zurückkehren, so erhalten

wir die in Fig. 89 angedeutete Abbildung. Die in Anwendung ge-

brachte lineare Transformation bewirkt nämlich zunächst eine Dehnuno-

der ?r'- Ebene: n\-=nir', worauf dann eine Parallelverschi ebuncr:

Fig. 89.

ic = u\ — 71 folgt. In der transformierten Figur trifft der obere Rand

des an die reelle Achse stoßenden schraffierten Bereiches die ima-

ginäre Achse im Punkte

in tan — •

n

Bei wachsendem n strebt dieser Punkt dem Punkte :ii zu. Hieraus

erkennt man, daß die schraffierten und die nicht schraffierten Gebiete,

welche den Bereich S durchsetzen, Parallelstreifen von der Breite tt

immer noch mehr zustreben. Andererseits vermehrt sich dabei un-

begrenzt die Anzahl der Blätter der .^-Fläche, welche übrigens alle in

den Punkten z = 0, oo im Zyklus zusammenhängen. Das Abbild

von S erweist sich hiermit als ein Bereich — dieser Fläche, welcher

sich bei wachsendem n einem Grenzbereiche Z" gleichmäßig nähert.

O sgood, Funktioneutlieorie. II. 23
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Da nun S von vornherein beliebig groß genommen werden durfte,

vorausgesetzt nur, daß es sich nicht ins Unendliche erstreckt, so er-

hält man in der Grenze die Abbildimg der Parallelstreifen der ic-

Ebene auf die unendlich vielblättrige ^-Fläche, wie sie uns schon von

§ 1 her bekannt ist. Wie man sieht, liegen in der Annäherungs-

abbildung s„(«) = 2 die Punkte der /r-Ebene, welche alle zum selben

Werte ^ führen, auf einem Kreise mit dem Mittelpunkte tr = — n

und zwar bilden sie die Ecken eines regulären w-Ecks. In der Grenz-

figur gehen dann diese Punkte in Punkte über, welche um ganz-

zahlige Vielfache von 27ti auseinander liegen.

Analoges für arc cos z und arc sin z. Anknüpfend an die Gebiets-

einteilung für Funktionen des Doppelpyramidentypus, § 6, Aufgabe 2:

""' + 4^-^>

wollen wir die «''-Ebene zunächst einer ParallelVerschiebung unter-

werfen, wodurch der Punkt ?r'= 1 in den Nullpunkt übergeführt

wird, um die Ebene alsdann um den Nullpunkt durch den Winkel

— nl2 zu drehen und zugleich eine Dehnung von diesem Punkte aus

mit dem Ähnlichkeitsverhältnisse n vorzunehmen. Das drückt sich

alles durch die Formeln aus:

.
r ' ^\ , . ,

iw
ir = — m [tv — 1), tu = 1 H •

Hierdurch erhält man einerseits vermöge des Grenzübergangs n = oo:

lim [(l -f *^)" + (l + v)~"] = ^" + ^~'" = ^ "^^^ ''' = -^'

wobei noch z = z'/2 eingeführt ist. Andererseits stellt sich in der

[ .' "f
2 fr 3^r

\ I

i i

Grenze eine Einteilung der «f- Ebene in Parallelstreifen ein, wie in

beistehender Figur angezeigt ist, während die Blätter der 0-Fläche
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iu den Puuktea *= 1, — 1 zu zweien, im riinktc : -- >. ;ill<s;iiiit

zusammenhängen.

Da endlich sin /r = cos hv—^ j
ist, so erhält man die konform»!

Abbilduui>- für diese Funktion vermöge einer Parallelverschiebuiu»- der

^r-Ebeue.

Aufgabe. Man transformiere die Doppelpyramidengebietseinteilung

der /r-Ebene so, daß die beiden Pole bezw. in den Punkten /v = 71 i

— 1/ i zu liegen kommen, und verfüge alsdann über zwei der weiteren

Ecken so, daß beim Grenzübergange « = oo einmal cos«-, zweitens

sin ir herauskommt.

Direkte Bcluindlung von sin n\ Wir können die durch die Funktion

sin w = 2

definierte Abbildung auch auf rechnerischem Wege sofort bestimmen.

Aus
sin(u + vi) = sin u cos vi -\- cos u sin vi

= sin H '
\- cos u

folgt:
X = sin 11 ch V,

und hieraus ferner:

ch-y sh-v '

An der Hand dieser Formeln ist es leicht, die Abbildung des

Halbstreifens _. _

zu verfolgen. Die Gerade «; = y^ > wird hierdurch in eine Halb-

ellipse der oberen Halbebene mit den Brennpunkten ^ = 1, — 1 ver-

wandelt, während die Gerade n = Hq in die obere Hälfte eines Hyperbel-

astes mit den gleichen Brennpunkten übergeht. Durch diese beiden

Scharen konfokaler Ellipsen und Hyperbeln wird somit die positive

Hälfte der ^-Ebene ein-eindeutig und konform auf jenen Halbstreifen

bezogen.

In ähnlicher Weise wird auch die negative Hälfte der Ebene

auf die negative Hälfte des Streifens abgebildet. Und nun (.-ntspricht

jedem anstoßenden Halbstreifen ein oberes oder ein unteres Halbblatt,

welches der im Entstehen begriffenen Riemannschen Fläche längs des

gehörigen Teils der reellen Achse anzugliedern ist. Die Punkte

<f = («+i):;r erweisen sich dabei als ausgezeichnete Punkte (§ -),

denen die Punkte z = 1, — 1 als Verzweigungspunkte erster Ordnung

zugeordnet sind.

23*

e
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§ 9. Ein Satz, betreffend eine ausgedehnte Klasse mehrdeutiger

Funktionen.

Im Anschlüsse an die Entwicklungen von Kap. ö, § 10, Ende

kann man folgenden Satz aussprechen.

Satz. Jedem inneren Punkte eines einfach zusammenhängenden

Bereichs T mögen mehrere Werte f(z) zugeordnet werden. Im Falle

die Anzahl der Werte nicld endlich ist, soll sie jedoch abzahlbar sein.

Diese Werte sollen ferner so beschaffen sein, daß jedem inneren Punlie

Zq von T eine Umgebung \z — Zq\ <Ch entspricht, in irelcJier sich der

ganze Vorrat der Funldionswerte zu einer lieihe eindeutiger analytischer

Funktionen zusammenfassen läßt. Dann können besagte Werte auch

im Großen, cdso im ganzen Bereiche T, zu eindeutigen Funktionen

f\{^)} hi^)i • • zusammengefaßt iverden, deren jede sich in T analytisch

verhält und deren Gesamtheit übrigens die Werte f{z) gerade erschöpfen.

Sei T' ein einfach zusammenhängender, von einer einfachen re-

gulären Kurve begrenzter Bereich, welcher nebst seinem Rande ganz

innerhalb T liegt. Dann zeigt man nach dem geAvöhnlichen Ver-

fahren, daß es eine feste positive Zahl h gibt, welche gleichmäßig für

alle Punkte z^ von T' eine Umgebung z — z^^ <h bestimmt, in

welcher sich der ganze Vorrat der Funktionswerte zu einer Reihe

eindeutiger analytischer Funktionen zusammenfassen läßt.

Im Bereiche T' wollen wir jetzt nach dem Satze von Kap. 5,

§ 10 die Kette von Bereichen S^, S.2, . . ., 5.\ = T' konstruieren, wo-

bei der größte Durchmesser des jeweils hinzutretenden Bereichs 6 kleiner

als h ausfallen möge. Dann gilt der Satz, um dessen Beweis es sich

handelt, sicher für S^. Gilt er femer für Sf., so gilt er auch für ^S'^.^^.

In der Tat sei Zq ein Punkt der gemeinsamen Begrenzung von S^.

und dem den Übergang von Sj. zu Ä^ + i
vermittelnden Bereich 6.

Dann lassen sich die Werte von f{z) im Bereiche \z — z^ <lt zu

daselbst eindeutigen analytischen Funktionen zusammenfassen, welche

nun einerseits resp. mit den bereits in S,. vorhandenen Funktionen

übereinstimmen, andererseits aber diese über besagten Bereich 6 hin

analytisch fortsetzen.

Hiermit ist der Satz zunächst für den Bereich T' dargetau. Da
aber T nach dem Zusätze von Kap. 5, § 10 in eine Reihe von Bereichen

T^, T,, ... je von der Beschaffenheit des Bereiches T' entwickelt

werden kann, so ist der Beweis vollständig geliefert.
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§ 10. Die Riemannsche Flüche für eine allgemeine rationale

Funktion.

Wir haben eine Reihe von Riemannschen Flächen konstruiert,

wobei es sich meist um die Umkehrung einer eindeutigen Funktion

gehandelt hat. Betrachten wir nun noch den allgemeinen Fall einer

rationalen Funktion. Sei

wo 9?(«) und i\w) teilerfremde Polynome sind. Vorläufig möge der

Grad m von (p{iv) größer als derjenige n von il){iv) sein. Einem be-

liebigen Werte von z werden dann im allgemeinen m verschiedene

W^erte von iv entsprechen, welche durch die algebraische Gleichung

(p{iv) — sxi)(iv) =
bestimmt werden. Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn gleich-

zeitig auch der zweiten Gleichung:

A [cp{a-) - zxpiiq] = cp'ur) - zt'iif) = 0,

Genüge geleistet wird. Dazu ist notwendig, daß

cp tl;

i cp' tp'

sei. Diese Bedingung reicht aber auch hin, sofern der betreffende

Wert von tr die Funktion -i'iic) nicht zum Verschwinden bringt.

Nun decken sich diese Werte von iv andererseits gerade mit den-

jenigen Werten, wofür
dz i\)Cp — 1/j'qp

die -U»*

verschwindet, darum geben sie ausgezeichnete Punkte der /r-Ebene

ab. Die zugehörigen Punkte der ^--Ebene, l^, . . ., S^, zeichnen wir

(pip' — cp' ^l)
=

deshalb auf und verbinden sie durch eine einfache Kurve 6, welche

wir noch nach dem Punkte ^ = cc fortsetzen. Jedem Punkte z,

welcher uiu- mit keinem Punkte |- zusammenfällt, werden dann m
verschiedene Werte von ic entsprechen, welche sich in der Umgebung
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eines beliebigen Punktes ^^ =j= t,- zu m in ^^ analytischen Funktionen

vereinigen lassen, derart, daß die den Punkten dieser UmgebuDg
durch (1) zugeordneten AVerte gerade erschöpft werden.

Über der ^-Ebene sollen jetzt tn Blätter ausgebreitet und je längs

der Kurve 6 aufgeschnitten werden. Dann werden wir zeigen, daß

diese Blätter längs der verschiedenen Strecken von 6 so zusammen-

gefügt werden können, daß eine Riemannsche Fläche zu Stande kommt,
auf welcher die der Funktion 2 = E (?r) entsprechende Umkehr-
funktion H- = f(z) eindeutig verläuft. In der Tat sei T der Bereich,

welcher entsteht, wenn man die Ebene längs 6 aufschneidet. Dann
lassen sich die den Punkten von T durch (1) zugeordneten m Werte
nach dem Satze von § 9 zu m in T eindeutigen analytischen Funk-

tionen zusammenfassen und somit auf jenen iii aufgeschnittenen Blättern

eindeutig und stetig ausbreiten.

Es bleibt nur noch übrig, die m Blätter längs der verschiedenen

Strecken von 6 zusammenzufügen. Behufs dessen wollen wir diese

Blätter numerieren: i, ii, . . ., was ja auf m\ verschiedene Weisen

geschehen kann, und zugleich auch die beiden Ufer des Schnittes (S

als das positive und das negative unterscheiden. Fassen wir dann

die erste Strecke von 6: (|^, Ig) ins Auge und betrachten wir die

dem positiven Ufer von i entsj^rechenden Funktionswerte. Diese

stimmen mit den dem negativen Ufer desselben resp. eines zweiten

Blattes entsprechenden Funktionswerten überein. Man kann nämlich

die genannte Strecke mit einem einfach zusammenhängenden Bereiche T
umgeben*), welcher keine weiteren Punkte von 6 umfaßt, und dann

die den Punkten von J gehörigen Werte lu nach dem Satze des

vorhergehenden Paragraphen zu m in 2^ analytischen Funktionen zu-

sammenfassen. Hiermit ist die Verbindung zwischen allen Blättern

für diese Strecke von (S hergestellt. Wiederholt man den Prozeß an

jeder weiteren Strecke von 6, so erhält man schließlich die in Aus-

sicht genommene Riemannsche Fläche. Was die Punkte eines Ver-

zweigungsschnitts anbetrifft, so zählt man sie alle zu ein und dem-

selben der beiden zusammenstoßenden Blätter, — zu welchem ist ja

gleichgültig.

Wir haben vorausgesetzt, daß m > n sei. Der Fall m ^ n läßt

sich durch eine lineare Transformation von tr auf den soeben be-

sprochenen zurückführen.

*) Die hierzu nötige Arithmetisierung findet sich in Kapitel 5.
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Aufgabe. Man zeige, daß der Punkt ir = 'yj ein ausgezeichneter

l'uukt ist, wenn n < m — 1 • oder n > /// -f 1 ist.

Wie lautet die Bedingung, wenn n = ni ist?

V? 1 1 . Die Rieniannsche Fläche für eine allgemeine algebraische

Funktion.

Die spezielle Klasse algebraischer Funktionen, die wir im voiher-

gehenden Paragraphen behandelt haben, zeichnet sich dadurch aus,

daß die Existenz und analytische Eigenschaft der mehrdeutigen Funk-

tion, deren Riemannsche Fläche konstruiert werden sollte, mittels des

Theorems von Kap. 6, § 7 in einfachster Weise erschlossen werden

konnte. Hat man einmal die entsprechenden Sätze für die allgemeine

algebraische Funktion erworben, so kann man auch hier dieselben

Methoden zur Herstellung der Fläche benutzen.

Sei

(1) G{:iv,z) = A'»""" + -4i(^)«r"'-i + • • • 4- A^s) =

eine beliebige irreduzibele algebraische Gleichung, d.h. das Polynom G
soll sich nicht in das Produkt zweier anderer Polynome spalten lassen.

Einem beliebigen Werte von z entsprechen dann im aligemeinen )n

verschiedene Werte von iv. Eine Ausnahme tritt nur für eine end-

liche Anzahl von Punkten ein, die wir in der ^-Ebene aufzeichnen

und fürs erste von der Betrachtung ausschließen wollen. Das ^in 1

nämlich

:

a) die Punkte 2 = ti, . . ., ^^.j wofür die Gleichung G{fc, §,.) = l>

eine mehrfache Wurzel hat, d. h. die Werte von z, wofür die Dis-

krimiuante der Gleichung (1) verschwindet. Die Punkte ^ sind da-

durch charakterisiert, daß gleichzeitig den beiden Gleichungen:

wo G^{iv, z) = f G{w, z) j cu- ist, genügt werden kann:

b) die Punkte ^ =
»/i,

... r/„ wofür A^iz) verschwindet.

Jedem Punkte z^, welcher nur mit keinem Punkte von ai, b)

zusammenfällt, werden nun m getrennte Werte von ir entsprechen.

Wir wollen zeigen, daß jedem dieser Werte eine bestimmte Um-

gebung des Punktes ^^ "ii^ ei»^ ^^ dieser Umgebung eindeutige ana-

lytische Funktion derart zugeordnet werden kiinnen, daß die Funktion

im Punkte z^ den betreffenden Wert von ir annimmt und, gleich ?r

gesetzt, das Polynom G^^ic, z) in jedem Punkte der Umgebung zum

Verschwinden brinsrt. Die m Fimktionen zusammengenomnie'n werden
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dann offenbar das den Punkten der betreffenden Umgebung durch (1)

zugeordnete Wertesystem gerade erschöpfen.

In der Tat sei

G(u-, z) = P{u, V, X, y) + iQiii, v, x, ij),

wo also P, Q reelle Polynome in u, v, x, y sind; und sei ferner iv^ ein

beliebiger der dem Punkte Zq durch (1) zugeordneten Werte. Dann ist

<?(«^o. ^o) = ^("o. Uy ^0^ ^o) + ^Q(}io, %, ''o> ^o) = <^;

dagegen ist

G^,o(^'o. ^o) = -P«(«o^ ''o. ^'o; ^o) + «'<?«0'o^ «'o^ ^0^ !/o) + 0.

Nach Kap, 2, § 5 werden sich nun die beiden Gleichungen

(2) F{ii,v,j:,y) = 0, Q{u, v, x, y) =-

in der Nähe des Punktes [u^, v^, x^, y^) in eindeutiger Weise nach

t(, V auflösen lassen:

H = (p{x,y), v^ip{x,y),

wenn nur die Jacobische Determinante

nicht Yerschwindet. Wegen der Cauchy-Kiemannschen Differential-

gleichungen ist aber

folglich ist

und da ist also alles in Ordnung.

Durch die hiermit erhaltene eindeutige stetige Funktion

H -L vi = (p(x, y) + i^{x, y)

werden daher alle Werte von iv , die in der Nähe des Punktes (Cq

liegen und der Gleichung (1) genügen^ gerade erschöpft. Es bleibt

nur noch übrig, den analytischen Charakter dieser Funktion zu kon-

statieren. Das geschieht nun, indem man durch Differentiation der

Gleichungen (2) direkt nachweist, daß

cu cv cu cv

ex c y^ c y ex
ist.

Von hier ab gilt das Raisonnement des vorhergehenden Para-

graphen, nur muß die Kui-ve 6 jetzt durch alle Ic + l Punkte beider

Klassen a), b) gehen. Diese Punkte, nebst dem Punkte z = cx), um-

fassen alle VerzweigungsiDunkte und Pole der Funktion u\ Im all-

gemeinen werden aber nur ein Teil der Blätter in einem bestimmten
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dieser Punkte verzweigt seio oder einen Pol dur Funktion aufweisen;

ja, es kann sogar vorkommen, daß in einigen der Punkte weder Ver-

zweigungen noch Pole auftreten.

Aufgabe. Sei
(Jj,

a^, ..., a,J ein Punkt des durch die algebraische

Gleichung

G(tv, Zi,...,^j =
bestimmten Ortes, wofür

G^{h,a„ ...,aj^0
ist. Man zeige, daß diejenigen Punkte der Nachbarschaft von

(/>, «1, ..., a,,,), wofür G verschwindet, zu einer in der Nähe von

'

^'i > '} '-'m)
eindeutigen stetigen Funktion

Anlaß geben, und daß außerdem

ctv 1 dio

ex, ~ i cy,

ist, wo Zf = Xf + ii/i und l = 1, . .
. , m.

§ 12. Von dem Verhalten einer mehrdeutigen Funktion in einem

Verzweigungspunkte.

In der Umgebung T eines Punktes z = a sei eine mehrdeutige

Funktion f(z) gegeben. Hebt man den Punkt a aus T fort und be-

zeichnet man den hierdurch entstandenen Bereich mit T", so möge

f\z) in T~ die Bedingungen des Satzes von § erfüllen. Jetzt breite

man n bezw. unendlich viele Blätter über T~ aus und schneide diese

alle längs einer den Punkt a mit dem Rande von T verbindenden

Kurve L auf. Dann lassen sich die verschiedenen Bestimmungen von

f(z) zu in den letztgenamiten Bereichen eindeutigen analytischea Funk-

tionen zusammenfassen. Und nun kann man wieder gerade so, wie

in den bereits besprochenen Fällen die an L stoßenden Ränder dieser

Bereiche zusammenfügen, derart, daß ein oder mehrere Stücke Rie-

mannscher Flächen zu Stande kommen, auf denen die bezügliche Be-

stimmung von f(z) eindeutig verläuft. Wie man sieht, stellt sich ein

oder mehrere Verzweigungspunkte ein. Dabei sind die beiden extremen

Fälle die, a) daß jeder Verzweigungspunkt von der 0-ten Ordnung ist,

d. h. die Blätter verlaufen alle schlicht; b) daß alle Blätter in einem

einzigen Zyklus zusammenhängen.

Wir wollen jetzt bloß diejenigen Bestimmungen /j (z) von fiz)

herausgreifen, welche den n Blättern eines einzigen Zyklus endlicher

Ordnung entsprechen. Durch die Transformation
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(1) s-a = t"

wird dann die Umgebung des Verzweigungspunktes auf die schlichte

Umgebung der Stelle ^ = ein-eindeutig und stetig und, vom Punkte

z = a selbst abgesehen, auch konform abgebildet. Dabei wird /j (5') in

eine Funktion (p{i) übergeführt, welche in der Umgebung der Stelle

^ = 0, höchstens mit Ausnahme dieses Punktes selbst, eindeutig und

analytisch ist. Auf das Verhalten von (f{t^ im Punkte t = lassen

sich mithin die Sätze von Kap. 7, § 6 in Anwendung bringen. Dem-

nach hat man drei Fälle zu unterscheiden.

a) q)it) bleibt endlich im bewußten Bereiche. Dann nähert sich

cpif) einem GrenzAverte h, wenn t gegen konvergiert. Die Funk-

tion /"i(^)
bleibt also ebenfalls endlich und nähert sich dem Grenz-

werte*) h;

lim t\ (z) = h.

Läßt f{z) die Bestimmung b im Punkte z = a zu und verabredet man

überdies, daß gerade diese Bestimmung den Bestimmungen f^ {z) zugesellt

werden soll, so heißt i\{z) im Punkte z =- a stetig.

b) Es ist

9)(0) = 00.

Dann wird auch f^iz) unendlich, wie der Punkt z auch immer an den

Verzweigungspunkt z == a heranrücken möge. Die Funktion f^ (V) hat

also jetzt einen Vol im Verzweigungspunkte z ^= a.

c) In jedem anderen Falle hat 9: it) eine wesentliche singulare

Stelle im Punkte ^ = 0. Dementsprechend kommt auch i\{z) jedem

vorgegebenen Werte in jeder Umgebung des Verzweigungspunktes z^a
beliebig nahe. Die Funktion i\{z) hat jetzt eine tcesentUche singulare

Stelle in diesem Punkte.

Der Entwicklung der Funktion (p(t) in eine Laurentsche Reihe

entsprechend erhält mau nun für f\(z) in jedem der drei Fälle eine

Darstellung von der Gestalt:

f[i^)=^c,(z-ayf".
k = t/i

Hierbei ist im Falle a) m ^ 0. Ist f\{z) außerdem im Punkte a stetig

und verschwindet f.^(z) dort: Cq = • = C',„_i = 0, c;„ =f= t); so hat f^(z)

im Verzweigungspunkte eine Wurzel m-ter Ordnung. Allgemein nimmt

*) Genau genommen handelt es sich hier um eine Erweiterung des Begriffs

eines Grenzwertes. Diese liegt jedoch so klar zu Tage, so daß wir uns wohl da-

bei nicht weiter aufzuhalten brauchen.
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f\{z] den Wert
/i

(f') = ^o '^' ""^^ '^"' wenn r, = • • • = c,„_j = 0,

.,„ + ist.

'

,

'"'

In ähnlicher Weise definiert man die Ordnung eines Poles. Sei

))i == — /t, ft > 0. Dann gilt der Verzweigungspunkt a als ein IV
^i-tcr Ordnung. — Im Falle einer wesentlichen singulären Stelle gil)t

es endlich eine unbegrenzte Anzahl nicht verschwindender Koeffi-

zienten mit negativem Index, m = — oo.

Die Entwicklungen dieses Paragraphen bleiben alle noch bestehen,

wenn der Verzweigungspunkt im Punkte s = oo liegt, sofern mau an

Stelle von (1) die Transformation

(2) , = t-'>

treten läßt und dementsprechend durchweg $ — a durch Ijz ersetzt.

Fiinldionen auf einer rjegehciicii Bifmatnischen Fläche. Integrale.

Das Besiduum. In den bisherigen Entwicklungen sind wir von einer

mehrdeutigen Funktion ausgegangen und haben dann eine Riemannsche

Fläche für sie konstruiert. Sehen wir dagegen die ßiemannsche Fläche

als gegeben an und erteilen wir ihren Punkten je einen bestimmten

Wert*), so entsteht eine Funktion F(z) auf der F'läche. Wir wollen

voraussetzen, daß F(z) sich in den gewöhnlichen Punkten der Fläche

im allgemeinen analytisch verhält. Insbesondere sei ^ = a ein Ver-

zweigungspunkt {n — l)-ter Ordnung, in dessen Umgebung -F(^) sonst

ausnahmslos analytisch ist. Dann überträgt sich die vorhergehende

Untersuchung betreffend das Verhalten der Funktion f\ (z) im Ver-

zweigungspunkte 2 = a ohne weiteres auf den vorliegenden Fall. J^ur

in einer Hinsicht ist ein Unterschied zu verzeichnen. Die Funktion

jP(^) kann nämlich, da die Riemannsche Fläche nicht für sie kon-

struiert wurde, in verschiedenen Blättern identisch gleiche Werte ha-

ben. Sei beispielsweise die Fläche für

1

u- = i"^-, a = 0,

gegeben. Dann kann F(i) insbesondere eine der Funktionen sein:

/ Sz

Definition. Ist f\(.~) eindeutig auf der Fläche in der Umgebung

des Verzweigungspunktes 2 = a und nimmt fi{2) überdies in ver-

schiedenen Blättern niemals identisch gleiche ^Verte an. so heißt f\'~^

*) Es empfiehlt sich zuweilen, auch mehrdeutii;-»' Funktimu'n J' ,' aul U'i

Fläche in Betracht zu ziehen.
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im Verzweiguugspunkte a mit der Fläche yleiclwerzivelgt. Zwei Funk-

tionen heißen in einem Verzweigungspunkte miteinander gleiclwerziveigt,

A\^enn jede derselben auf der für die andere konstruierte Riemannsche

Fläche in der Umgebung besagten Punktes eindeutig ist.

Das Itesidni(»i läßt sich in einem Verzweiguugspunkte genau so

definieren, wie früher im Falle eines gewöhnlichen Punktes, indem

man eine einfache reguläre, auf der Riemaunschen Fläche creschlossene,

keine weitere Singularität enthaltende Kurve C um a legt und dann

das Integral: ^

jF{2)dz

in positiver Richtung über dieselbe hinerstreckt. Der Reihenentwickhing

k = m

entsprechend, hat das Residuum den Wert

a

falls m ^ — n ist, sonst hat es den Wert 0. Im Punkte 2 = oo tritt

an Stelle dieser Formeln:

dz = — nc„

C

Das Residuum von F (z) im Verzweigungspunkte z -= a und das-

jenige der durch die Transformation (1) bezw. (2) aus F{z) entstan-

denen Funktion 9: (t) im Punkte t =- haben den gleichen Wert.

Endlich sei noch bemerkt, daß die Ordnung einer Wurzel resp. eines

Poles von F{z) in z = a auch im gegenwärtigen Falle durch das Resi-

dum von F'(z)/F(z) gegeben wird.

Erstreckt man das Integral

O {z)=fF{z)dz

über einen beliebigen Integrationsweg hin, so erhält man eine Funk-

tion, welche sowohl ein- als auch mehrdeutig auf der Fläche sein

kann. Im Kleinen verhält sich jedoch 0{z) analytisch in jedem

Punkte, in welchem F(z) analytisch ist. Hat F{z) in einem gewöhn-

lichen Punkte der Fläche einen Pol w-ter Ordnung, so hat ^ {z) dort

einen Pol (m— l)-ter Ordnung nebst einer logarithmischeu Singula-

rität; leiztere fällt nur dann fort, wenn das Residuum von F(z) im

betreffenden Punkte verschwindet. Dagegen weist 0{z) in einem Ver-
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zweigungspuiikte, welcher ein Pol ni-ier Ordnung (ni'^n) für den

lutegranden ist, nur einen Pol (m —nj-ter Ordnung auf, wozu sioh

noch im allgemeinen eine logarithmische Singularität gesellt. Im übrigen

l)leibt CP (/) endlich in eiuem Verzweigungspunkte, wenn F(z) dort

einen Pol A'on niedi'iger als der j?-teD (Jrdnunu hat.

Im Punkte ^ = co entspricht ferner einem Pole ni-iev Ord-

nung des Integranden ein Pol (>« + w)-ter Ordnung des Integrals. Soll

das Integral hier endlich bleiben, so muß der Integrand mindestens

eine Wurzel {n -f- l)-ter Ordnung haben. Das Verschwinden des Re-

siduums ist wieder notwendig und hinreichend dafür, daß ^(^) in der

Umgebung des Verzweigungspunktes eindeutig auf der Fläche bleibe.

Aufgabe. Man zeige, daß das elliptische Integral

überall endlich und stetio- auf der Riemauuscheu Fläche für die Funktion

«•=-/(r^^2)(i-A-v),

nicht aber eindeutig auf dieser Fläche ist.

§ 13. Fortsetzung: Parameterdarstellung in einem Verzweigungs-

punkte. Abbildung.

Den Transformationen (1), (2) des vorhergehenden Paragraphen

entsprechend läßt eine mehrdeutige Funktion fiz) von der vorhin an-

genommenen Beschaffenheit, — sei es die Funktion, wofür die Fläche

konstruiert wurde, sei es bloß eine Funktion auf einer gegebenen

Fläche — in einem Verzweigungspunkte (ji —l)-tev Ordnung die Para-

meterdarstellung zu

:

(1)
^-a = t",

^

u- = (p{t),\

wo 93 (t) in der Umgebung des Punktes / = 0, höchstens von diesem

Punkte selbst abgesehen, eindeutig und analytisch ist. Hierbei muß,

im Falle a = oc ist, I/2 an Stelle von £ — n treten. Bleibt f(z) im

Verzweigungspunkte endlich, so ergibt sich:

(2)

'-'=='"'
I

wobei ^ (t) im Punkte t = analytisch und von XuU verschieden ist,

während die natürliche Zahl p angibt, wie oft f(/) den Wert h im
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Verzweignngspimkte annimmt. Im Falle eines Poles 2)-tev Ordnung-

tritt hier 1/ic an Stelle von iv — h. So läßt sich die Darstellung-

wohl am leichtesten im Kopfe behalten. Will man aber damit rechneu,

so empfiehlt es sich, der zweiten Gleichung die Form zu geben:

u- = t-P4'(t).

Jeder Wert von t iu der Umgebung von / = führt zu einem

einzigen Wertepaare (tv, z), welches der Funktion f{z) angehört. Die

Umkehrung gilt nur unter folgenden Einschränkungen.

Satz. Ist die Fimldion f{z) in einem VersiccigungsjmnJde end-

licher Ordnung mit der Biemannschen Fläche gleichverziveigt und hat

f{z) dort höchstens einen Pol , so entspricht jedem Wertepaar (tv, z),

welches der Umgebung des VerziceigungspunJctes angehört, mir ein ein-

ziger Pimlt t der Umgehung von t = 0.

Der Beweis verläuft so. Wäre der Satz falsch, so könnte man
eine unendliche Menge von Punkten t^^jt^,... mit lim ^^ = finden,

wofür gleichzeitig die Relationen:
'""

tv, -h^tftp (t;) ) ' w,-h = {co, t,)P

t

(ca, t;)

bestehen. Hierbei bedeutet oj. eine von 1 verschiedene n-te Eiuheits-

Avurzel. Nun überzeugt man sich leicht, daß es eine unendliche Teil-

menge dieser Menge geben muß, wofür alle co- ein und denselben

Wert 03 haben. Wenn man also die Funktion

tPi'{t') - (c3tyxl;(Gjt)

bildet, so ist klar, daß diese identisch verschwinden muß. Denn sie

verhält sich ja analytisch im Punkte t = und verschwindet unend-

lich oft in der Nähe dieses Punktes. Hieraus folgt aber, daß die

Funktion f(z) in den beiden Blättern, welche t und at entsprechen,

identisch gleiche Werte hat, was gegen die Voraussetzung verstößt,

daß f(z) mit der Fläche gleichverzweigt sei.

Zusatz. Die Funhtion f{z) läßt fernerhin die Darstellung zu:

(3) 10 — h = {z— a)'' tU^ — a)")

_^ /

resp. tu = {z— ö) " i^ ( (^ — a)

'

wo i\)
(f) sich im Fmikte t = analytisch verhält und dort nicht ver-

schwindet. Dabei brauchen die Zahlen p und n nicht teilerfremd zu

sein. Im PunJcte z = oc wird z — a durch 1/z ersetzt.

Wir werfen noch die Frage auf: Welches ist die allgemeinste

Parameterdarstelluns

:
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(4) z — a = i (t), IV — h = (o (t),

von der hier betrachteten Beschaffenheit? Dabei sollen ja die l'unk-

tionen xix), ^"^(0 ^'^ Punkte t = t^, analytisch sein. Wie man sofort

erkennt, wird hierdurch die Umgebung des Punktes ^ = auf die Um-
gebung von T = Tq ein-eindeutig und, höchstens mit Ausnahme des

Punktepaares # = 0, t = t^, konform abgebildet. Da die Beziehung

aber selbst hier stetig ist, so muß sie auch konform sein. Hieraus

ergibt sich, daß x eine im Punkte ^ = analytische Funktion von i

ist, und umgekehrt. Insbesondere ist

Diese Bedingungen sind sowohl notwendig als hinreichend.

Ahbildnnrj in einem VerzweigimgspunJde. In einem Verzweigungs-

punkte (« — l)-ter Ordnung, s = a, sei ({z) mit der Riemannschen

Fläche gleichverzweigt. Ist f{z) dort stetig und nimmt f{z) den

Wert f{ri) jj-mal an, oder hat fiß) dort einen Pol ^;-ter Ordnung, so

ergibt sich aus den vorhergehenden Entwicklungen, daß die «-blätt-

rige Nachbarschaft von * = a vermöge der Gleichung

( O) IV = f{z)

auf die Umgebung eines Verzweigungspunktes (jp — l)-ter Ordnung

in der «y-Ebene: tv = h=f(a) resp. iv = oo ein-eindeutig und, vom

Punktepaare
(Jj,

a) allein abgesehen, konform abgebildet wird. In der

Tat ist hier der Punkt ^ = ein ausgezeichneter Punkt für beide

Funktionen (2), sofern p > 1 ist. Durch die zweite derselben wird

also die schlichte Umgebung dieses Punktes auf die Umgebung eines

Verzweigungspunktes Q;— l)-ter Ordnung in ir = b bezogen, vergl.

§ 2, woraus die Richtigkeit des Satzes leicht zu erkennen ist. Wir

können das Ergebnis auch in folgender Form aussprechen: Die Glei-

chung (5) läßt sich nach auflösen, und zivar ist

n

wo '^[w) sich im PunJde iv = h analytisch verhält und doH nicht ver-

schwindet

Im übrigen entspringt aus der Darstellung (3), daß einem un-

endlich kleinen von 2 == a ausgehenden Vektor zis ein ebensolcher

von w = h ausgehender Vektor ^w entspricht, wofür

lun —'—

j: = o \dzf

endlich und von Null verschieden ist. Hierin liejxt die Begründung
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folgenden Satzes: Stoßen zwei Kurven C^, C^ im Verswcigungspunliti

z = a unter dem Winkel a zusammen, so schließen ihre Bildhirven im

Punkte w = h einen Winkel ß = a^'" miteinander ein. Dabei wird so-

wohl ß als a in der Riemannschen Fläche gemessen und darf daher

den Wert 2n überschreiten. In der Tat unterscheiden sich die als

verschieden aufzufassenden Bestimmungen von u um ganzzahlige Viel-

fache, nicht von 2-k, sondern vielmehr von 2n7i. — Bezeichnet man ferner

mit /Is, zlS die Längen ztveier einander entsprechender von z = a res}),

w = l) ausgehender unendlich kleiner Bogen und sieht man Js als von

der ersten Ordnung unendlich klein an, so ivird ziS unendlich klein von

der p/n-ten Ordnung. Meist empfiehlt es sich indessen, im Anschluß

an die Parameterdarstellung (2), den Bogen ^6 der entsprechenden

Kurve in der ^Ebene als unendlich klein von der ersten Ordnung zu

nehmen. Dann haben zJs und zi S beide ganzzahlige Ordnungen,

nämlich n resp. p.

§ 14. Über algebraische Funktionen.

In Kap. 7 haben wir die Merkmale einer rationalen Funktion

kennen lernen, wonach sich nämlich eine Fu^nktion als rational er-

weist, wenn sie eindeutig ist und keine anderen Singularitäten in der

erweiterten Ebene als nur Pole hat. Wir wollen jetzt ein ent-

sprechendes Merkmal für eine algebraische Funktion aufsuchen. Ein

solches wird durch folgenden Satz geliefert.

1. Satz. Eine endlich vieldeutige Funktion

tv = f{z),

welche keine anderen Singularitäten in der eriveiterten Ebene als nur

Pole und Verztveigungspunkte hat, genügt einer algebraischen Gleichung:

(1) G{tv, z) = 0,

u'O G ein Polynom in iv und z bedeutet.

Den Voraussetzungen des Satzes gemäß soll einem beliebigen

Punkte z = Zq der erweiterten Ebene eine gewisse Umgebung ent-

sprechen, in welcher die verschiedenen Bestimmungen von f{z) sich

zu einer endlichen Reihe von Funktionen zusammenfassen lassen,

deren jede sich in Zq analytisch verhält oder dort höchstens einen

Pol oder einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung aufweist. Im

letzteren Falle genügen außerdem diejenigen Bestimmungen von f(z),

welche dort im Zyklus zusammenhängen, den am Eingänge des § 12

ausgesprochenen Forderungen und können daher durch die Formel:
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(> - .-o) " i'{(ß- 2,)""), xp(0) + 0,

wo /i eiue ganze Zahl und il'(t) sich im Punkte t = analytisch ver-

hält, ausgedrückt werden; das Auftreten einer wesentlichen Singu-

larität in einem Verzweigungspunkte soll nämlich ausgeschlossen sein.

Wie man sieht, sind die Ausnahmestellen, welche hier in Betracht

kommen, nur isolierte Punkte der erweiterten Ebene, und da diese

doch als eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit aufzufassen ist, so können

jene Stellen nur in endlicher Anzahl vorhanden sein; sie mögen mit

tj, ... 1,^ bezeichnet werden. Hieraus folgt aber auch, daß die An-

zahl der Funktionswerte in allen übrigen Punkten durchweg die näm-

liche sein muß. Um dies einzusehen, lege man um einen jeden der

Ausnahmepunkte einen kleinen Kreis und entferne das Innere des-

selben von der Ebene. Hierauf werde der dadurch entstandene Be-

reich durch Querschnitte in einen einfach zusammenhängenden ver-

wandelt. Und nun erfüllt f(z) im letzteren Bereiche die Bedingungen

des Satzes von § 9. Wir bemerken noch, daß die Forderung der

Eudlichvieldeutigkeit nicht entbehrlich ist, wie das Beispiel des ellip-

tischen Integrals (§ 12, Ende):

/
^'

I^-|<1,
y(i — 2-)(i — k^z^)

zeigt. In der Tat wird diese Funktion allen anderen Forderungen

des Satzes gerecht, nur ist sie unendlich vieldeutig.

AVenden wir uns jetzt zum Beweise des Satzes hin. Die n Be-

stimmungen von f(z) in einem gewöhnlichen Punkte s mögen mit

i^\ = fi(V, , ««=/"«(*)

bezeichnet werden. Hieraus wollen wir folgende n symmetrische

Funktionen zusammensetzen

:

<3Di(^) = n\ + ••• + «•„,

Dieselben sind zunächst in jedem Punkte z =|= S,. eindeutig erldärt und

verhalten sich dort ül^erdies analytisch. Man darf sich nämlich die

n Bestimmungen von f{z) in der Umgebung eines solchen Punktes

so umnumeriert denken, daß die mit gleichem Iudex behafteten Bt-

stimmungen je eine in dem in Rede stehenden Bereiche analytische

Osgood, Funktionentheorie. II. 24
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Funktion ausmachen. Wenn wir nun außerdem noch den Nachweis

erbringen, daß g:)^{2) in den Punkten 2 = h,^ höchstens einen Pol hat,

so ist damit dargetan, daß q)^{3) eine rationale Funktion von z ist.

Zu dem Behufe fasse man die Ordnungen (n^ — 1), . . ., («_^ — 1)

der in ^^ = a befindlichen Verzweigungspunkte ins Auge und be-

zeichne man mit v das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner

von Hl, . . ., n,. Führt man jetzt eine neue Variabele t mittels der

Gleichun g
z — a = V

ein, so läßt sich eine jede der Funktionen ic- = f-{s) in der Form:

IV^ - /;. («) = tPj
ij (0 resp. IV, = t-Pj xj (0

darstellen, wo j^j eine natürliche Zahl und Xj (i) eiiie im Punkte ^ =
analytische, dort nicht verschwindende Funktion von t ist. Dabei

denken wir uns folgende Festsetzung bezüglich der Verteilung der

Indizes getroffen. Wir schneiden eine geeignet beschränkte Kreis-

scheibe z — a <^h längs des Radius

z-a = Xli, O^A^l,
auf und fassen die den Punkten des also entstandenen Bereichs T
entsprechenden Bestimmungen von fiz) zu n in T analytischen Funk-

tionen zusammen, denen wir dann unter Umnumerierung derselben

die Indizes 1 , . .
.

, n zuweisen. Im übrigen sollen den Punkten des

Schnittes solche Werte erteilt werden, daß f^iz) am oberen Rande

desselben stetig bleibt. Dementsprechend geht die Funktion (fi^iz) in

eine Funktion von t über, welche ebenfalls die Gestalt annimmt:

^k{^)-\-i'l(f) resp. q>,{z) = t-''m.

Dabei darf t auf den Bereich*)

< 1
f < h^ ' , ^ arc ^ < 2n;v

beschränkt werden.

Wenn wir nunmehr den Punkt z dem Grenzwerte z = a zu-

streben lassen, so wird i, im soeben genannten Bereiche bleibend,

zugleich an den Punkt # = heranrücken. Infolgedessen wird (p^ {z)

entweder endlich bleiben oder aber unendlich werden. Hiermit ist

nach Kap. 7, § 6 die Richtigkeit der obigen Behauptung dargetan.

Jetzt bleibt nur noch übrig, das Produkt

{iv — /; {z))\a- — /2 (^')) • • • («f - fjß))

zu bilden und in die Gestalt

*) Es läßt sich ja leicht zeigen, daß die in Rede stehende Funktion von t

allein von f abhängt, doch hat man diese Tatsache zum Beweise nicht nötig.
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G{iv, z)

umzusetzen, wo i'{z) das kleinste gemeinsame Vielfache der Ncihkm-

von (p,,{z), und G{h-,z) ein Polynom in //•, z bedeuten. Alsdann er-

kennt mau, daß sich die Bestimmungen der vorgelegten Funktion f{z)

mit den Wurzeln dieses Polynoms gerade decken. Hiermit ist der

Satz bewiesen.

2. Satz. Wird ir=f{z) durch eine id(jehrnische Gleichunfi:

G(w,z) =
definiert, so besteht eine notwendige und hinreichende Bedingung für die

Irrednzihilität von G darin, daß die Bionannsche Fläche für f{z) nicht

zerfällt. Dabei wird vom trivialen Falle abgesehen, daß G eine Potenz

eines irreduzihelen Polynoms ist.

Daß die Bedingung hinreicht, überzeugt man sich sofort. Denn

wenn G{iv,z) = G^{w,z)- G^{ii-,z) wäre, so würde sich ja die Ge-

samtfläche aus deujenigen Flächen zusammensetzen, welche zu den

einzelnen Faktoren G^ und Go gehören.

Sie ist aber auch notwendig. Würde nämlich die Riemannsche

Fläche zerfallen, so fasse mau irgend einen zusammenhängenden Teil 2,^

derselben ins Auge und bezeichne man die dazu tjehörii^en Bestim-

mungen der Funktion f{z) mit w^, . . ., n\. Nach dem 1. Satze ge-

nügen dann diese Bestimmungen für sich einer algebraischen Gleichung

Fi^w, z) = 0,

welche überdies nur vom Grade l in w ist. Hiernach verschwindet

das irreduzibele Polynom G(iv, z) für alle Werte von w und z, welche

in der Umgebung einer nicht speziellisierten Stelle (fr^, z^^) liegen

und zugleich das nach dem ersten Teile des 2. Satzes irreduzibele Poly-

nom F{ii- , z) zum Verschwinden bringen. Das geht aber nicht an.*j

3. Satz. Seien

Giiv, ^) =
eine irreduzibele algebraische Gleichung, tv = f{z) die hierdurch definiert)-

Funhtion, und 3 die zugehörige Riemannsche Fläche. Sei ferner

W= q){z)

eine Funlition von z, welche auf 3 eindeutig ist und keine anderen

*) Der hier angewandte Satz der Algebra lautet, wie folgt: „Verschwindet

ein Polynom G{w, z) für alle in der Umgebung
;
ic — u\ <ih, \

z — ig ' «< ä

einer Stelle (iv^, z^) gelegenen Punkte («•, z), wofür ein irreduzibeles Pohnom
<&(if, z) verschwindet, so ist G(ic, z) durch ^(«', Z) teilbar." Man vgl. da«

Kapitel über Funktionen mehrerer Variabelen.

•24*
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Singularitäten als Pole dort hat. Dann läßt sich W als rationale

Fimlition von iv und z darstellen:

Zunächst ist klar, daß die Funktion (p(^) nur eine endliche An-

zahl von Polen auf © haben kann. Denn © ist ja im wesentlichen

eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit, Avährend andererseits Pole iso-

liert auftreten. Wenn man also von einer endlichen Anzahl von

Punkten der Ebene absieht, so nimmt /"(^) in jedem anderen Punkte n

getrennte Wei'te ii\, . . ., «^•„ an, während sich zugleich die verschie-

denen Bestimmungen von (p{z): TTj, . . ., TF^ alle dort analytisch ver-

halten. Dabei können insbesondere die Größen W^, . . . W^^ teilweise

oder ganz zusammenfallen.

An die Lagrangosche Interpolationsformel anknüpfend bilden

wir jetzt die Funktionen:

0(X) = (A - u;) . . . (A - ^o,

0(k) l.-^-- + • • + —5^1 = ß(A),

wo Ü(A) das Polynom bedeutet, worauf sich die linke Seite letzterer

Gleichung reduziert. Dann zeigt eine ähnliche Überlegung, wie die

vorhin beim Beweise des ersten Satzes angestellte, daß die Koeffi-

zienten von A in 5i(A), sowie in <1>(X) rationale Funktionen von 2 sind.

Setzt man nunmehr A = u\, so kommt:

wo 0' die Ableitung von Q bedeutet. Hiermit ist der Satz bewiesen.

1. Zusatz. Hat die ohicje Fmiktion W= (p{z) im allgemeinen

verschiedene Werte in den n Blättern, — dazu genügt ja offenbar, daß

(piß) auch nur für einen einzigen Punkt z = Zq getrennte Werte hat, —
so Jcann man umgekehrt w als rationale Funktion von W und z dar-

stellen:

tv = mw,z).

2. Zusatz. Ist cp{z) mit der Fläche © gleichverzweigt, so gilt

derselbe Schluß; und umgekehrt.

3. Zusatz. Die Funktion ^V= g)(z) genügt einer irreduzibelen

algebraischen Gleichung

:

F{W,z)==0

vom, Gerade m, wo m ein Teiler von n ist.
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§ lö. Abbildung eines Rechtecks auf einen Kreis..

Zum Schluß wollen wir noch die konforme xVlihihlunir eines

Rechtecks auf eine Halbebene und somit auf einen Kreis bcliiindeln.

Erstere Abbildung wird vermöge des elliptischen Integrals:

bewerkstelligt, wie wir jetzt des näheren ausführen wollen. Nach

dem Satze von § 9 kann man nämlich den Punkten der positiven

Halbebene eine solche Bestimmung der Funktion

(2) •)/(l_^2^(l_A;V)

zuordnen, daß eine in diesem Bereiche eindeutige analytische Funktion

entsteht. Infolgedessen wird durch die Formel (1) eine daselbst ein-

deutige analytische Funktion w von 2 definiert, welche sich überdies

am Rande einer stetigen Folge von Randwerten stetig anschließt.

Untersuchen wir vorab, wie diese Randwerte verteilt sind.

Im Randpunkte ^ = soll der Lntegrand den Wert 1 haben.

Wir lassen z nun von diesem Punkte ausgehen und die positive reelle

Achse beschreiben. Während 2 von bis 1 geht, bleibt der lnte-

grand reell und positiv, daher wächst ir beständig und erlaugt im

Punkte ^ = 1 den Wert

K=
/V ^^^

Von hier ab wird der lntegrand rein imaginär, der Randwert W wird

durch die Formel gesreben:

(3) W= K + / f— ^~~
— j yix-' — iYi k^x^'

wobei es sich nur noch um die Bestimmung des Vorzeichens handelt.

Zu dem Behufe fassen wir zuvörderst das Integral (1) als eine Funk-

tion auf der zu (2) gehörigen Riemannschen Fläche auf und be-

trachten insbesondere diejenige Bestimmung desselben, welche sich

den soeben erhaltenen Randwerten anschließt. Diese verhält sich e'w-

deutig und analytisch auf der Fläche in der Nähe des Verzweigungs-

punktes ^=1, nimmt dort den Wert K einmal an, und gehört im

übrigen zur Fläche in dieser Nachbarschaft. Sie bildet mithin diesen

Bereich auf die schlichte Umorebunt; der Stelle (C = K konform aV).
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Infolgedessen wird diejenige Halbebene, welche der Gegenstand dieser

Untersnchung ist, in der Nähe von s = 1 auf einen rechtwinkligen,

in der oberen Halbebeue belegenen Teil der Uncigebung von «• = K

rig. 92.

abgebildet, wie in beistehender Figur angedeutet ist. Demgemäß

rückt W in die obere Halbebene, wenn z die Strecke 1 < a; < 1/Ä; be-

tritt, womit sich denn ergibt, daß das obere Vorzeichen in (3) gilt:

-T

W=K+i f—=r ^^ 1<ä;<1/ä-.
J y(x^ — i)(i — k^x^) — —
1

Hieraus entspringt, daß besagte Strecke der ^--Ebene ein-eindeutig und

stetig auf eine geradlinige, den Punkt ir = K mit tv = K -{- K'i ver-

bindende Strecke der 2(,'- Ebene bezogen wird, wo

K'= r ^" —
J y{x^ — l){l — 'k^x^)

1

Wir lassen z nun, immer noch auf der reellen Achse bleibend,

weiter rücken. Dabei wird der Integrand wieder reell, der Rand-

wert W wird jetzt durch die Formel

:

.r

1 I:

\/{x^ — 1) (k^x^ — 1)

gegeben. Einer der vorhin angestellten Überlegung völlig analogen

zufolge gilt hier das untere Vorzeichen. Demgemäß rückt der Punkt w
beständicr nach links, wenn x unendlich wird, und nähert sich dabei

dem Grenzwerte

K+K'i- f'-=£^=^=-K'i,
1/k

denn durch Einführung der neuen Integrationsvariabelen

1

kx
kommt:

00 1

r dx r dt ^ j.

J y'{x^--i){k^x''^ "J y(I^t^{i^'kH')
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Des weitereu lassen wir s zum zweiten Male vom liandpunkte

s = ausgehen und diesmal die negative reelle Achse durchlaufen.

Alsdann besehreibt tc einen Weg, welcher das symmetrische Bild

des soeben erhaltenen Weges in Bezug auf die rein imaginäre Achse

der ?r-Ebene ist. Als Endresultat erhält man somit ein Bechteck der

»-Ebene, dessen Punkte den Punkten der reellen Achse der erweiter-

ten r-Ebene ein-eindeutig zugeordnet sind. Unter Benutzung der

Entwicklungen von § 5 läßt sich nunmehr zeigen, daß die inneren

Punkte desselben ein-eindeutig und konfoim

auf die obere Halbebene bezogen werden,
""" ^'

während die Abbildung am Rande auch im

allgemeinen stetiof ist. Dabei wird man von

dem umstände Gebrauch machen, daß sich die

verschiedenen Bestimmungen der Funktion (1)

zu im Punkte ^ = oo eindeutigen analytischen

Funktionen zusammenfassen lassen. Greift

man also diejenige dieser Bestimmungen heraus, welche dort den

Wert K' i annimmt, so wird hierdurch insbesondere ein großer Halb-

kreis der positiven 5-Ebene: \z'=R, ?/ > 0, auf ein kleines Halboval

des Rechtecks ein-eindeutig und stetig bezogen. Dementsprechend wird

nach dem Theorem von § 5 der abgeschlossene Bereich z ^ -R, 2/ ^
auf denjenigen Teil des Rechtecks abgebildet, der außerhalb des Ovals

liegt. Von hier aus gewinnt man ohne Schwierigkeit das oben aus-

gesprochene Resultat.

Durch eine lineare Transformation läßt sich die Halbebene auf

mannigfache Weise in einen Kreis überführen, womit denn auch die

Abbildung des obigen Quadrats auf den Kreis geleistet ist.*j

Wir werfen noch die Frage auf, ob wir durch geeignete Wahl

des Parameters k auch jedes beliebige Rechteck erhalten können.

Dabei kommt es offenbar bloß auf die Gestalt des Rechtecks, also auf

das Verhältnis der Seitenlängen, 2KK', an, denn über seine Größe

kann man ja zu jeder Zeit mittels einer Ahnlichkeitstransformation

*) Man kann jetzt weiter gehen und durch sukzessives Anhängen anstoßen-

der Rechtecke einerseits und Halbebeneu andererseits beweisen, daß die der

Gleichung (1) entsprechende vollständige Riemannsche Fläche aus einer unend-

lich vielblättrigen Überdeckung der ^--Ebene mit Verzweigungspunkten erster

Ordnung in den Punkten 2 = + 1 ,
+llk besteht, — im Punkte : = 00 ver-

laufen alle Blätter schlicht, — während die »-Ebene gerade einmal glatt be-

deckt wird. Doch wollen wir eine genauere Besprechung dieser Sache auf ein

späteres Kapitel hinausschieben.
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verfügen. In der Tat ist ohne weiteres klar, daß K stetig Ton k

abhängt, und zwar nimmt K zugleich mit /. zu, während

lim K = ^ , lim K = oo
k = 0+ "

k = 1-

ist. Andererseits ist

/ Yix^ — 1) (1 — k^x^)

wo
A:2 + //2 = 1

ist, wie sich aus der Transformation:

1 K- 1

,, _ f"
clx _ /* dt

J Yix^ — 1) (1 — k^x^) ~J y{l — t^){l'-k'H^)
'

yi—k'H''

unmittelbar ergibt. Darum hängt auch IC stetig von Je ab, ändert

sich fernerhin monoton abnehmend mit Je, und weist schließlich in

den Endpunkten des Intervalls < Z; < 1 das Verhalten auf:

lim K' = -yo ,
lim K' = -^ •

k = 0+ k= 1-

Aus dieser Überlegung geht hervor, daß das in Kede stehende

Verhältnis 2K K' eine positive stetige monoton zunehmende Funktion

von k ist, wofür
,. 2K ^ ,. 2K
hm ^j^ = U, lim -TT7 = oo
;-=o+ ^ /. = i-

^

ist. Demgemäß nimmt 2K/K' jeden positiven Wert für einen und

nur für einen Wert von /,' im Intervalle < Z; < 1 an.

Aufcyabe. Man zeitje, daß ein Dreieck der ^r- Ebene mit den

Winkeln aTi, ßxc mittels des Integrals:

auf die positive ^- Ebene konform bezogen wird.

§ 16. Über algebraische Kurven.

Zwischen der Funktionentheorie und der Theorie der algebraischen

Kurven herrschen enge Beziehungen, wovon wir jetzt einige zur Sprache

bringen wollen. Beginnen wir mit den singulären Punkten. Vorgelegt

sei die Gleichung:

(1) fiiv, z) = 0,
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WO /'(?r, z) ein irreduzibeles Polynom bedeutet, — doch genügt für

die meisten Entwicklungen schon die Voraussetzung, daß /' nur keine

mehrfachen Faktoren enthält Indem wir z als unabhängige Variabele

auffassen, erhalten wir vor allem einen Verzweiguugspunkt der über die

^-Ebene ausgebreiteten lliemanuschen Fläche, falls der Punkt (wq, Zq)

den Bedingungen entspricht:

(^) /•=o, L=0, /,=H0.

In der Tat läßt sich dann (1) zunächst nach z auflösen:

z=^(p{zc),

wobei dann

dz^ ^ _ fw

(ho f[

ist. Infolgedessen verschwindet (p'{iVq), und iCq erweist sich hiermit

als ein merkwürdiger Punkt (§ 2).

Wenden wir uns jetzt zu der ebenen C„, die der Gleichung (1)

entspricht, so hat diese Kurve eine im Punkte (/tp, Zq) zur Ordinaten-

achse parallele Tangente. Im allgemeinen wird (iVq, Zq) kein singulärer

Punkt von (7„ sein, nur dann, wenn außer /"^(^f^, -^q) noch /"(„lU'o,. ^o)

verschwindet, wird

p: =0,

so daß also ein Wendepunkt vorliegt. Demgemäß können wir folgendes

vorläufiges Resultat aus.sprechen.

1. Satz. Diejenigen einfachen PimJde einer C„, in uelchen eine

zur Ordinntenachse parallel laufende Gerade die C\ berührt, geben zu

Verzu-eigungspunlden in der z-Fläche Anlaß, und zwar fülirt ein ge-

uöJinlicher Punld von C„ zu einem Verziveigungsxmnld erster, ein Wende-

pmikt zu einem höherer Ordnung.

Demgemäß entspricht auch einem einfachen Punkte der 6'„, in

tvelchem die Tangente der Äbszissenachse parcdlel läuft, ein merk-

iviirdiger Punkt der z-Fläche.

Ziehen wir jetzt die einfachsten mehrfachen Punkte von (\^ in

Betracht. Sei beispielsweise

(3) w'- = ^2 + z\

Hier hat die C\ einen Doppelpunkt mit getrennten Tangenten im An-

fangspunkte. Dem entspricht jedoch keine Verzweigung der Riemann-

schen Fläche. In der Tat lassen sich die beiden Bestimmungen von w
in der Umgebung von z = zu zwei eindeutigen, sich dort analvtisch

verhaltenden Funktionen:
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iL\ = zyi-\- z, u\ = — zy\ + z

zusammenfassen, wo

^ + 4-^'-i^^ +
Hätten wir dagegen als Cg die Kurve

(4) WZ - iv^ -z^ = Q

genommen, deren beide durch den Anfang gehende Zweige die Ko-

ordinatenachsen dort berühren, so hätte sich ein Verzweigungspunkt

mit einsrestellt. Indem wir nämlich die Transformation

(5) iv = —
, also IV = iv' z

ausüben, erhalten wir hierdurch als Repräsentantin des einen Zweiges

von (4) in der Nähe des Anfangs — der andere wird ja aus dieser

Nachbarschaft entfernt — die Kurve:

(6) iv-z-u-'^z = ().

Löst man jetzt (6) nach tv auf, so kommt:

w''= (p{z), <p'(^) = 1-

Demnach wird der eine Zweig von (4) durch die Formel gegeben:

IV = Z(p(z) = ^{z),

wobei also

i/;(0) = t^.'(0) = 0, ^"(0) +
ist.

Wegen der Symmetrie von (4) in iv und z liegen auch die durch

die Gleichung:

z = i> (w)

gelieferten Punkte auf der C.^. Hierbei entspricht dem merkwürdigen

Punkte erster Ordnung tv = ein einfacher Verzweigungspunkt in

z = 0, womit denn alle drei Bestimmungen von tv erhalten sind.

Diese Beispiele sind nun auch für den allgemeinen Fall maß-

gebend. Das Resultat wollen wir ohne Beweis angeben:

2. Satz. Einem mehrfachen Punkte {iVq, z^) h-ter Ordnung von C„

mit lauter getrennten Tangenten entsprechen im allgemeinen k Ziveige,

ivelche analytisch durch die k Gleichungen:

^Vi=(pM, i = l,...k,

dargestellt tverden, ivobei fpiiz) sich im Punkte Zq analytisch verhält und

(p. (zq) =t= ist. Die Biemannsche Fläche hat dann in der Umgehung

von z = Zq k schlicldc Blätter, ivelche diesen k Zweigen entsprechen.

Insbesondere kann jedoch ein Ziveig von C„ im Punkte {iVq, Zq) pa-

rallel zur Ordinatenachse verlaufen. Er ivird dann durch die Gleichung
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z = ^(?r)

danjistdlt , ivo (p einen merlai-ürdigen Funlt in w = iVf^ hat. Einem

solchen Ziceiffe entspricht also ein Verziveigungspunld der z -Flüche.

Andererseits kann der PunM z = z^ ein merlmürdiffer Punlf für ciiir»

Zueig sein: ic = ^i(^), ^i'(~o) = ^•

In allen bisher besprochenen Fällen kann die Verzweigung der

Riemannschen Fläche durch eine Kollineation der (?r, ^) -Ebene auf-

gehoben werden. Dies trifft aber bei höheren Singularitäten nicht

mehr zu; z. B.

u- = z\

Analytische Behaiidlung eines Ziveiges. Haben wir im vorher-

gehenden einen Zweig einer algebraischen Kurve als etwas von der

Geometrie her Bekanntes angesehen, so können wir denselben jetzt

von der Analysis aus definieren und zugleich den gehörigen Existenz-

beweis dafür liefern. Nach § 13 lassen sich nämlich sämtliche Punkte-

paare (zv,z), welche in der Umgebung einer Stelle (iCqjZq) von (1)

liegen und zugleich (1) befriedigen, durch ein oder mehrere Gleichungs-

paare:

( 7 I n- — tVQ = t'cpit), z — Sq = t''ilj(t)

darstellen, wo (p(t), i^it) sich im Punkte ^ = analytisch verhalten

und q)(0), ip{0) nicht verschwinden. Ein Zweig der C„ besteht dann

aus solchen Punkten (?r, z). welche ein und demselben Gleichungspaare

angehören.

Das Ergebnis von § 13 ergänzt auch in willkommener Weise das

Newton sehe Verfahren zur Aufstellung der Entwicklung eines Zweiges

der C„ in einem singuläreu Punkte.*) Dieses Verfahren dient bekannt-

lich sowohl zur Auffindung der Form der Entwicklung, als zur wirk-

lichen Ermittlung der Exponenten, sowie der Koeffizienten. In Er-

mangelung der Entwicklungen von § 13 muß man dabei noch zum

Nachweis bringen, daß die solchergestalt erhaltenen Reihen in der

Tat konvergieren und der Gleichung (1) genügen. Dieser letzte Be-

weis ist gerade nicht einfach, und der ist es eben, den wir durch den

Satz von § 13 vermeiden.

Im Anschluß an die Parameterdarstellung können wir fernerhin

die Anzahl der Schnittpunkte definieren, welche eine zweite Kurve

(p (?<-, z) =
mit der C„ in einem bestimmten Punkte (^Wq, Zq) hat. Dazu tragen

Vergl. Clebsch-Liudemann. Geometrie. Bd. 1, i. Abteil. II.
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wir die Werte von iv und z aus (7) in cp{iv,s) ein. Die Ordnung

des Nullpunktes der hieraus entspringenden Funktion von t gibt dann

die Anzahl der Schnittpunkte mit diesem Zweige an.

Mit den Entwicklungen dieses Kapitels haben wir zugleich die

analytischen Grundlagen für die Behandlung desjenigen Teils der analy-

tischen Geometrie gewonnen, welcher sich auf die Schnittpunktsätze für

algebraische Kurven und auf die Integrale rationaler Funktionen von

if, z auf einem vorgegebenen algebraischen Gebilde:

t\a; z) =

beziehen. Will man diesen Gegenstand weiter, verfolgen, so möge

hiermit auf die vorzüglichen Einleitungen von Appell et Goursat,

TJieorie des foadious nlgchriqites et de leiirs int<'(jndes und Picard,

Traue d'cmalyse, Bd. 2, sowie Neumann, Ahelsche Intefjrale hinge-

wiesen werden.

§ 17. Die Riemannsche Fläclie für Raumkurven.

Durch die Gleichungen:

(1) U\ =fMy ^Vn=fM,

möge eine Kurve im Kaume von n -\- 1 Dimensionen definiert werden.

Dabei werden wir uns f^{z), . . . f^(z) zunächst als algebraische Funk-

tionen denken, so daß also eine algebraische Raumkurve vorliegt.*)

Indem wir sämtliche singulare Punkte |^, . . |j dieser Funktionen in

der erweiterten Ebene auftragen, verbinden wir dieselben durch eine

einfache nicht geschlossene Kurve (S und schneiden die Ebene längs

letzterer auf. Dadurch entsteht ein einfach zusammenhängender Be-

reich T, in welchem sich sämtliche Bestimmungen der Funktionen f. (z),

dem Satze von § 9 gemäß, zu analytischen Funktionen zusammen-

fassen lassen. Wir breiten jetzt einige Blätter über der ^^-Ebene aus,

schneiden sie alle längs 6 auf, und erteilen dem ersten derselben nach

Willkür eine Bestimmung einer jeden der obigen Funktionen. Be-

trachten wir nun die Werte dieser Bestimmungen am positiven Ufer

*) Segre definiert eine algebraische Raumkurve durch die Gleichungen:

Z;= Bj {it, , f)

,

« = 1 , . . . n

,

wo i?i, . . . i?„ rationale Funktionen der Parameter u, v sind, welch letztere

dann einer algebraischen Gleichung

:

/(if, V) = 0,

unterworfen werden. Demnach wird die Riemannsche Fläche der Raumkurve

einfach durch die der letzten Gleichung zugehörige Riemannsche Fläche gegeben.
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der ersten Strecke (|i, So) von (S, so kann es vorkommen, daß jede der

Bestimmungen den gleichen Wert am negativen Ufer aufweist. In

dem Falle fügen wir diese beiden Ufer zusammen und heben somit

diesen Schnitt aus dem ersten Blatte fort. Tritft eine derartige Über-

einstimmung dagegen nicht zu, so werde ein zweites Blatt läng.s be-

sagten Ufers an das erste angehängt, indem wir den Punkten desselben

solche Bestimmungen der Funktionen t\{z) zuordnen, welche sich längs

des betreffenden Ufers an die dem ersten Blatte zugehörigen Bestim-

mungen stetig anschließen.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens entsteht also eine im all-

gemeinen mehrblättrige Fläche, welche zunächst längs der Strecke

(li, ^2^ schließt. Wir gehen jetzt zur Strecke (t^, ^gj über und ver-

fahren hier wieder gerade so, wie vorhin bei der ersten Strecke. So

gewinnen wir eine Fläche, welche längs der zweiten Strecke schließt,

sie braucht indessen jetzt nicht mehr längs der ersten zu schließen.

Hierauf ziehen wnr noch eine an (1,, I3) hinanreichende Strecke, längs

deren die Fläche noch nicht schließt, in Betracht, sofern eine solche

noch vorhanden ist, und wiederholen an ihr den vorstehenden Prozeß.

Indem wir so fortfahren, werden wir schließlich, da die Anzahl aller

möglichen Kombinationen von Bestimmungen der Funktionen (1) doch

nur endlich ist. bei einer Fläche anlangen, welche längs der ganzen

Kurve ß schließt. Die Blätterzahl derselben gibt die Ordnung der

Raumkurve an.

Ziveite Methode. Wir können diese Fläche noch auf eine andere

Weise herstellen. Sei z^ ein Punkt, in welchem jede der Funktionen (1)

lauter getrennte Werte annimmt, und man bestimme die )i Zahlen a^ «„

so, daß

W=aJ,{z)^..- + aJJz)

für die verschiedenen möglichen Kombinationen willkürlich angenom-

mener Bestimmungen der Funktionen fj{/) im Punkte Zq .stets un-

gleiche Werte erhält.*) Dann hängt die Funktion W algebraisch

von z ab, und man überzeugt sich leicht, daß sie dieselbe Riemann-

sche Fläche liefert, wie wir sie vorhin erhalten haben.

Diese zweite Methode, die Riemannsche Fläche herzustellen, ist

selbst dann anwendbar, wenn die Funktionen (Fj unendlich vieldeutig

sind. Wir werden nämlich im folgenden Kapitel zeigen, daß die An-

zahl der Be.stimmungen einer mehrdeutigen Funktion in einem Punkte

*) Wegen der Möglichkeit einer solchen .Annahme vergleiche man Weber,
Algebra, Bd. 1, 2. Aufl., S. 43.
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stets abzählbar ist. Demnach läßt sich der Web er sehe Hilfssatz noch

auf diesem Fall ausdehnen.

Man beachte wohl, daß der vollständige Schnitt zweier irreduzi-

beler algebraischer Flächen zu einer Raümkurve führen kann, deren

Riemannsche Fläche zerfällt, und welche deshalb als mehrere getrennte

Raumkurven aufgefaßt wird. Näheres hierüber findet sich in Kap. 9, § 5.

§ 18. Betreffend die Arithmetisierung Riemannscher Flächen.

Wir haben die Riemannschen Flächen als geometrische Dinge

eingeführt. Zum Schlüsse wollen wir noch in Kürze angeben,

wie sich dieser Begriff arithmetisieren läßt. Es handelt sich dabei

offenbar um eine Menge, deren Elemente arithmetisch gegeben sein

und in ein-eindeutiger Beziehung zu den Punkten der Fläche stehen

sollen. Nun wurde ein Punkt der Fläche durch seine Lage, also durch

den zugehörigen Wert von z allein noch nicht bestimmt, ihm kam

außerdem noch die Blattangehörigkeit als ein wesentliches Merkmal

zu. Dem werden wir arithmetisch dadurch gerecht werden, daß wir

Wertepaare (2, n) als Elemente einer unendlichen Menge nehmen,

welche das arithmetische Bild der Flächen liefern soll. Dabei ent-

spricht n der Nummer des Blattes, während die Gesamtheit der zu

einem bestimmten Werte von n gehörigen Punkte 2 einen Bereich T
der Zahlenebene nebst einem Teile seines Randes ausfüllen. Fängt

man also die Konstruktion einer Riemannschen Fläche in einem ge-

gebenen Falle nach irgend einem der vorhin besprochenen Verfahren

von vorne an, so wird man jetzt bei jedem Schritte eine geeignete

Menge von Wertepaaren (^, n) an Stelle des geometrischen Blattes-

treten lassen. Hierdurch wird die Fläche arithmetisiert. So er-

scheinen die Punkte eines Verzweigungsschnittes auch formell getrennt,

da ihnen ja verschiedene Wertepaare (2, n) und [2, n) zugeordnet

werden. Unter einer einfachen regulären Kurve auf der Fläche hat man

eine Menge lauter getrennter Punkte (2, n) zu verstehen, wobei die

entsprechende Menge von Punkten 2 eine reguläre Kurve bildet, welche

sich indessen auch überschneiden kann.

Was zuletit noch eine Funktion w = f{z) auf der Fläche an-

betrifft, so wird man ihr eine Menge von Wertetripeln («•, z, n) zu

Grunde legen, wo w den dem Punkte (z, n) der jetzt arithmetisch

definierten Riemannschen Fläche zuzuordnenden Wert bedeutet. Die

Funktion selbst besteht dann aus der Menge dieser Tripel bezw. aus
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deu Werten iv, wie in Kap. 1, § 1 und § 10 des näheren auseinander-

gesetzt wurde. Ein Zweig der Funktion definiert sich ferner als eine

Menge von Tripeln {iv, z, n), wobei die Werte des zweiten Arguments

einen Bereich T gerade ausfüllen, während die Werte w eine in T
analytische Funktion liefern. Dabei wird n im allgemeinen verschie-

dene Werte annehmen, und zwar werden diese eindeutig von z ab-

hängen.



Neuntes Kapitel.

Aualjüsche Fortsetznug.

§ 1. Begriff der analytischen Fortsetzung.

Bisher wurden die Funktionen f{s), mit denen wir uns beschäftigt

haben, in einem vorgegebenen Bereiche betrachtet. Auf den Sätzen über

Funktionen, welche in dem in Betracht kommenden Bereiche eindeutig

sind und sich dort außerdem analytisch verhalten, wurde die ganze kom-

plexe Funktionentheorie, soweit wir sie zur Zeit entwickelt haben, auf-

gebaut. Indem wir jetzt in dieser Entwicklung weiter gehen, stellen

wir die Frage, ob der ursprüngliche Bereich T nicht erweitert werden

kann, — ob es also, genauer gesagt, nicht einen T umfassenden Be-

reich % nebst einer in % analytischen Funktion gibt, welch letztere

in allen dem Bereich T angehörigen Punkten von % mit f{z) über-

einstimmt. Hierdurch werden wir zum Begriff der analytischen Fort-

setzung geführt, welchen wir jetzt des näheren auseiaandersetzen

wollen.

In einem Bereiche T, dessen Begrenzung zum Teil oder ganz aus

einer Kurve C besteht, sei also eine Funktion f{z) analytisch. An die

andere Seite von C möge ein zweiter Be-

reich T stoßen, welcher vorläufig keinen

Punkt mit T gemein haben soll. T, T,

und die Punkte von C (exkl. der beiden

Endpunkte) bilden dann zusammengenom-

men einen Bereich ^. Kann mau nun den

j,.g g^
Punkten von T, C solche Werte f{z), W
zuordnen, daß die Funktion f^s) hierdurch

zu einer in 2^ analytischen Funktion ergänzt wird, so läßt sich f{2) über T
hinaus analytisch fortsetzen. Die den Punkten von T, C hiernach ent-

sprechende Funktion heißt die analytische Fortsetzimf) von f{z) für den

Bereich T. Es kann offenbar keine zweite analytische Fortsetzung von

f'{z) über C hinaus in T geben, welche mit der obigen nicht identisch
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wäre, vergl. Kap. 7, § 7. Im übrigen nennt man auch zwei Funktionen

/u), (p{i^) analytische Fortsetzungen voneinander, wenn ihre Definitions-

l>ereiche übereinander greifen und die Funktionen zugleich in einem

gemeinsamen Teile derselben miteinander übereinstimmen. Endlich

dehnt man die vorstehenden Definitionen in ersichtlicher Weise auf

den Fall aus, daß die in Betracht kommenden Bereiche mehrblättrig sind.

Anahftische Fortsetzung Jümja einer Kurve. Sei f{z) in einem

Punkte Zq analytisch und verbinde man Zq mit einem zweiten Punkte Z
vermittelst der Kurve L. Dann sagt man: die Funktion f{z) läßt

sich längs L (oder über L) bis in den Punkt Z analytisch fortsetzen,

wenn L durch eine endliche Anzahl einblättriger, einfach zusammen-

hängender Bereiche T^, 1\, . . . T^, wie in der Figur angedeutet ist,

derart überdeckt werden kann, daß sich f{z) von T^ in T^, sodann

weiter in T,, hierauf noch in Tg, usw. bis hin zu T^^ analytisch fort-

Fig. 95.

setzen läßt. Bezeichnen wir mit ^j. denjenigen Bereich, welcher sich

aus T-, Tj.^j und ihren gemeinsamen Randpunkten zusammensetzt, so

soll auch ^^ einblättrig ausfallen. Hierbei wollen wir indessen von

solchen Randpunkten absehen, welche auch Randpunkte von ll^ liefern

würden; m. a. W. soll %^, gerade so wie T., aus lauter iimeren Punkten

bestehen. Dagegen können zwei Bereiche T-, J
j (j =^ i + 1) über-

einander greifen, ja die Kurve L darf sich sogar überschneiden. In

diesem Falle wird man sich den aus den Bereichen T^, . . . T„ ge-

bildeten Streifen als eine mehrblättrige Riemannsche Fläche vorstellen.

Endlich darf L durch den Punkt oo gehen, wobei dann einer der

Bereiche T- alle Punkte umfassen wird, welche außerhalb eines ge-

nügend großen Kreises um den Nullpunkt liegen.

Bei dem soeben auseinandergesetzten Verfahren kommt es offen-

bar auf die genaue Lage der Kurve L nicht an, jede andere in der

Nähe von L verlaufende und die Bereiche T- in gleicher Reihenfolge

durchsetzende Kurve L' führt zur selben analytischen Funktion im

Osgood, Funktionentheorie. II. 25
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Punkte Z. Wesentlich ist dabei nur, daß U sich so in Bogen C^;/, ^'/+i),

wobei z'^ = Zq, z'^_^^ = Z ist, zerlegen läßt, daß {s!, z'.^^ in %^ liegt.

Darum kommt man schon mit regulären Kurven oder gar mit Polygon-

zügen aus, darf sich jedoch andererseits, falls es sich empfehlen sollte,

allgemeiner Jordanscher Kurven bedienen.

Seien f{z), (p(z) zwei Funktionen, welche sich in den ein- oder

mehrblättrigen Bereichen T, T analytisch verhalten. Kann man dann

einen Punkt Zq von T mit einem Punkte Z von T durch eine Kurve L
verbinden, derart, daß f[z) sich längs L analytisch fortsetzen läßt

und dabei außerdem die letzte analytische Fortsetzung in der Nähe

von Z mit (p(yZ) übereinstimmt, so heißt cp{z) selbst eine analytische

Fortsetzung von f{z). Sind endlich (f{z), rp{z) beide analytische Fort-

setzungen von f{z), so sind (p{z), rp(z) offenbar auch analytische

Fortsetzungen voneinander.

Wir wollen noch folgender Tatsache Erwähnung tun. Vor-

gelegt sei eine Funktion F{z), die sich in einem Bereiche T analy-

tisch verhält, sowie auch eine zweite Funktion f(z), die zunächst bloß

in der Umgebung eines inneren Punktes Zq von T betrachtet wird,

woselbst sie mit F(z) übereinstimmt. Dann läßt sich f(z) über eine

beliebige in T belegene Kurve analytisch fortsetzen, und zwar fällt

jede der also erhaltenen analytischen Fortsetzungen mit F(z) zusammen.

Analytische Fortsetzung durch nhereinandergreifende Kreise. Ein be-

sonderes System von Bereichen T-, %^ wird durch übereinandergreifende

Kreise geliefert. Den Ausgangsbereich T^ bildet hier der größte Kreis

Fig. 96.

um Zq als Mittelpunkt, in welchem eine Funktion definiert werden

kann, welche sich in diesem Bereiche analytisch verhalten und in der

Nähe von Zq mit f{z) übereinstimmen soll. Insbesondere erhält man

diesen Kreis dadurch, daß man f{z) nach dem Taylor sehen Lehrsatze
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im Punkte z = ^(j entwickelt und dann den wahren Kouvergf-nzkreis

der Reihe bestimmt. Liegt L zufällig ganz in diesem Kreise, so ist

die gewünschte analytische Fortsetzung hiermit bereits gewonnen. Sonst

sei ^1 derjenige Schnittpunkt von L mit dem Rande von 1\^ wofür

sich der Bogen (^?q, t,^, vom Endpunkte t,^ abgesehen, ganz innerhalb

Tq befindet. Als z-^ nehme man dann einen beliebig nahe bei ^, be-

legenen Punkt dieses Bogens und beschreibe einen Kreis K^ um z^

als Mittelpunkt, dessen Radius man jetzt in ähnlicher Weise bestimme,

wie vorhin bei T^. Es soll nämlich K^ der größte derartige Kreis

sein, in welchem sich eine Funktion analytisch verhalten kann, welche

in der Nähe von z^ mit der bereits erhaltenen Funktion überein-

stimmen soll. Dieser Kreis erweist sich wiederum als der wahre

Konvergenzkreis der Taylorschen Entwicklung für die erste Funktion

im Punkte z = z^. Wie man sieht, muß er einerseits mindestens bis

an den Rand des Kreises J'^ hinanreichen, während er andererseits T,,

nebst seinem Rande unmöglich im Innern enthalten kann. Dei- Be-

reich jTj besteht nunmehr aus denjenigen inneren Punkten von K^,

welche Tq nicht angehören.

Durch sukzessive Wiederholung dieses Verfahrens gelangt ujan

also schließlich zum Punkte Z, sofern sich f(z) überhaupt längs L
bis in den Punkt Z analytisch fortsetzen läßt. Im anderen Falle gibt

es offenbar einen Punkt z von L, derart, daß f(z) von Zq aus längs L
in jede Umgebung von z analytisch fortgesetzt werden kann, ohne

jedoch J jemals zu erreichen.

Bezüglich der Wahl der weiteren Punkte ^'. (i > 0) fügen wir

noch folgende Bemerkung hinzu. Sei R. der Radius von K^. Daun

genügt es, ^.^^ so zu nehmen, daß dieser Punkt auf L liegt imd

übrigens aE.<\ z-^.^ — ^, 1
< ^; ausfällt, wo U < a < 1 von vorn-

herein willkürlich gewählt, sodann aber festgehalten wird.

§ 2. Sätze über analytische Fortsetzung.

Theorem A). Sei f(z) in einem inneren oder EatidpunJcte eines

einfach zusammenhängenden Bereiches T analytisch. Kann man f{z) in

jeden PiinM von T analytisch fortsetzen, und zicar längs jedes beliebigen

in T hefmdlichen Weges, so bilden die also erhcdtenen Funktionsnerte

eine in T analytische Funltion.

Wir wollen den Satz zunächst für einen endlichen derartigen Be-

reich beweisen, welcher von einer einfachen regulären Kurve begrenzt

ist. Dies gelingt uns, indem wir hier genau ebenso zu Werke gehen.
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wie im Kapitel 4, § 3 beim Beweise des Satzes B), und das Theorem

also vorab für einen Bereich 6 begründen, in dessen einem Eckpunkte

fiz) sich analytisch verhalten soll. Zu dem Zwecke setzen wir f(^z)

über den a. a. 0. benutzten Weg- L analytisch fort. Hiermit gewinnen

wir eine in 6 eindeutige Funktion, welche sich, wie man leicht er-

kennt, daselbst analytisch verhält und auch in der Nähe der betref-

fenden Ecke mit f(ß) übereinstimmt. Auf Grrund des Satzes von Kap. 5,

§ 10 ergibt sich nun der Beweis für den in Aussicht genommenen

besonderen Fall.

Um den Beweis jetzt allgemein zu führen, nehmen wir auf den

Zusatz von Kap. 5, § 10 Bezug, indem wir vor allem bemerken, daß

man denselben ohne Mühe auf den Fall ausdehnen kann, daß der Rand

von T den Punkt oo enthält. Ist aber der Beweis erst so weit ge-

diehen, so erledigt man den Fall, daß T den Punkt oo im Innern

enthält, vermöge der linearen Transformation

1

z — a'

wo a einen Kandpunkt von T bedeutet.

Denken wir uns also den Bereich T, der Einfachheit halber, als

endlich, so läßt sich T, kraft jenes Zusatzes, in eine unendliche Reihe

einfach zusammenhängender, ineinander eingeschachtelter, je von einer

einfachen regulären geschlossenen Kurve berandeter Bereiche entwickeln,

für deren jeden das Theorem ja bereits feststeht. Dadurch wird eine

Funktion schrittweise über dem ganzen Bereich T ausgebreitet, welche

allen Forderungen des Theorems genügt.

Hiermit sind alle Fälle erledigt, wobei T in der erweiterten Ebene

überhaupt einen Randpunkt hat. Trifft dies indessen nicht zu, so kon-

statiert man zunächst, daß /"(<?) eine ganze Funktion ist, welche dann

im Punkte oo endlich bleibt und sich somit als eine Konstante er-

weist. Das Ergebnis wollen wir noch in folgende Worte zusammen-

fassen.

Zusatz. Verhält sicli.fiß) in einem bestimmten Punkte analytisch

und läßt sich f(s) über jeden beliebigen Weg der eriveiterten Ebene ana-

lytisch fortsetzen, so ist f(z) eine Konstante.

Das vorstehende Theorem läßt sich auch folgendermaßen for-

mulieren.

Theorem A'). Ist f(z) im Punlie Zq analytisch und kann man

f{z) längs eines bestimmten, von Zq ausgehenden und nach Zq wieder

zurückkehrenden einfachen Weges L analytisch fortsetzen; stimmt ferner
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ilic letzte Foitsctzimy in der Nähe von Zq mit der urspriinfjliehen Funk-

tion nicht überein, so muß es in dem von L abf/egrenzten Gebiete min-

destens einen PunJd Z und einen Zq mit Z verbindenden Wef/ 'ii geben,

derart, daß f{z) längs i^ von Zq bis in Z nicht analytisch, fortgesetzt

werden kann.

Wir AvoUen noch einen weitereu Satz erwähnen, welcher in der

Theorie der periodischen und der automorphen Funktionen, sowie

auch sonst vielfache Verwendung findet.

Satz. Sind T, T zwei Bereiche, welche längs einer regidären Kurve C
aneinanderstoßen, und sind f(z), f (z) zivei Funktionen, welche sich in

T resp. T analytisch verlialtcn und außerdem in den Punkten von C
gleiche liandtcerte W annelimen, so bildet f {z) nebst W eine analytische

Fortsetzung von f{z).

In der Tat bilden die Werte von f(^z) und f(z) nebst den Rand-

werten W eine im zusammengesetzten Bereiche stetige, in allen nicht

zu C gehörigen Punkten dieses Bereiches analytische Funktion. Nach

dem 10. Satze von Kap. 7, § 6 muß sich letztere also auch in den Punkten

von C analytisch verhalten, w. z. b. w. — Die Bedingung ist offenbar

auch notwendig.

Weitere Sätze über analytische Fortsetzung finden sich im Kapitel

über das logarithmische Potential.

Aufgabe 1. Sei f{z) eine im Punkte z^^ eines einfach zusammen-

hängenden Bereiches S analytische Funktion, welche längs eines ge-

eigneten Weges in jeden Punkt von S analytisch fortgesetzt werden

kann. Man zeige durch Beispiele, daß es dann nicht stets eine in S

eindeutige analytische Funktion gibt, welche in der Nähe von z^ mit

f{z) übereinstimmt.

Aufgabe 2. Eine im Punkte ^^ analytische Funktion f{z) sei

längs zweier Wege L^, ig "^on z^ bis in Z analytisch fortsetzbar, wo-

bei man denn zu zwei analytischen Fortsetzungen (p(z), rp{z) in der

Nähe von Z geführt wird. Der Weg L^ wird nun stetig in Z._, ver-

schoben, und es wird dabei vorausgesetzt, daß sich f{z) auch für jede

mittlere Lage L desselben von z^ in Z über L analytisch fortsetzen

lasse. Man zeige, daß (p{z) und xl.'(z) dann in der Nähe von Z mit-

einander übereinstimmen.

Aufgabe 3. Ist /(^r) eine im Punkte z = Zq analytische Funktion,

deren verschiedene analytische Fortsetzungen selbst in der erweiterten

Ebene keine anderen Singularitäten als nur Pole haben, so bildet der

Inbegriff dieser Fortsetzungen eine rationale Funktion von z.
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§ 3. Endgültige Definition einer monogenen analytischen Funktion.

Wir gingen in Kap. 6, § 5 von folgender Definition aus: Eine

Funktion f{z) verhält sich in einem Bereiche T analytisch, wenn f{z)

in jedem Punkte dieses Bereiches eindeutig erklärt ist und überdies

eine stetige Ableitung besitzt. Im vorletzten Paragraphen haben wir

dann die Frage aufgeworfen, ob ein umfassenderer Bereich nicht an

Stelle von T treten könne, wodurch wir zum Begriff der analytischen

Fortsetzung geführt wurden. Dieses Prinzips hat sich Weierstraß*)

bedient, um die Definition einer monogenen analytischen Funktion mit

besonderer Rücksicht auf den Verlauf der Funktion im Großen ein-

zuführen.

Im Innern eines von einer einfachen regulären Kurve begrenzten

Bereiches T sei eine Funktion f{s) analytisch. Man setze f(z) über T
hinaus analytisch fort, sofern das möglich ist. Hierdurch werden den

Punkten z eines erweiterten Bereiches der ^-Ebene Funktionswerte zu-

geordnet. Jetzt nehme man eine neue analytische Fortsetzung vor,

wenn das angeht, und wiederhole noch den Schritt beliebig oft resp.

so weit, bis man einen bestimmten Abschluß dadurch erreicht hat,

daß jede weitere analytische Fortsetzung mit einer bereits vorhandenen

übereinstimmt. Das Endresultat besteht nun darin, daß jedem Punkte

eines bestimmten Bereiches, der insbesondere die ganze erweiterte

^ -Ebene umfassen kann, ein oder mehrere Funktionswerte zugeordnet

sind, dergestalt, daß eine Funktion iv = f'{z) von folgender Beschaffen-

heit zu Stande kommt.

a) Ist (/<o, ^q) ein beliebiges der Funktion f{z) angehöriges Werte-

paar, so gibt es in der Umgebung der Stelle z = Zq solche weitere

Wertepaare (tt), z), daß

*) Den Gedanken, die analytische Fortsetzung als Mittel zu gebrauchen,

um neues Gebiet zu gewinnen, in welchem die Funktion, ohne aufzuhören, ana-

lytisch zu sein, definiert werden kann, verdankt man Riemann; man vergleiche

die Abhandlung über Abelsche Funktionen, Journ. für Ilath., Bd. 54 (1857),

Ü. 102 = Werke, 1. Aufl., S. 82, 2. Aufl., S. 89; sowie Werke, 1. Aufl., S. 413, 2. Aufl.,

S. 440. Weierstraß, der schon vor Riemann diese Methode ersonnen hatte,

benutzte dieselbe, um dem BegriS" der analytischen Funktion, wie wir im Texte

des näheren ausführen, eine genauere Fassung zu geben, sowie um das Prinzip

der Permanenz einer Funktionalgleichung in strenger Weise zu Tjegründen; cf.

"Weierstraß, s.Z. nicht veröffentlichte Abhandlung aus dem Jahre 1842, Werke,

Bd. 1 (1894), S. 83. Die späteren Abckücke der Weierstraßschen Abhandlung
über die analytischen Fakultäten (1856) enthalten Material betr. analytische Fort-

setzung, welches im ursprünglichen Artikel nicht vorhanden war. — Näheres hier-

über in der Encykl. der math. Wiss. 11 B 1, Nr. 13.
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ra = f (2)

eine im Punkte s ^ Sq analytische Funktion von z wird.

b) Sind (iTQ.i'o) und (n\, ^i) zwei beliebige, der Funktion f(2)

angehörige Wertepaare, und sind

lü = fo(V), ra = fi(^')

zwei denselben nach a) zugehörige Funktionen, so ist ii(2) eine ana-

lytische Fortetzung von fo(^).

c) Sei L ein beliebiger Weg, längs dessen sich die in a) genannte

Funktion f(^^) analytisch fortsetzen läßt. Dann stimmt jede der dabei

auftretenden analytischen Fortsetzungen von f (4?) mit einer Bestimmung

der Funktion f(i) überein.

d) Die einem bestimmten Werte von z zugeordneten Funktions-

werte sollen im allgemeinen voneinander verschieden sein. Genauer

gesagt: ist (wq, Sq) ein beliebiges der Funktion w = f(z) angehöriges

Wertepaar und ist m = i(z) eine demselben nach a) entsprechende Funk-

tion, so soll es nicht möglich sein, aus den übrigen zu jener Funktion

gehörigen Wertepaaren diese Funktion nochmals herzustellen.*) In der

Tat sollen gleiche Funktionswerte höchstens dann zugelassen werden,

wenn die entsprechende ebene Kurve einen mehrfachen Punkt erhält.

Eine Funktion, welche den vorstehenden Bedingungen Genüge

leistet, heißt nach Weierstraß eine monogene anaJytisclie Funktion.

Sie wird fernerhin zu einem monogenen analytischen Gebilde dadurch

erweitert, daß man zu den bisher betrachteten Wertepaaren {iv, z)

noch in jedem Pole z ^ n ein weiteres Element (00, a), sowie in

jedem Verzweigungspunkte endlicher Ordnung z = «, in welchem f{z)

endlich bleibt oder einen Pol hat, ein Wertepaar (&, o) resp. {po, a)

hinzunimmt; insbesondere kann a der Punkt 00 sein. Das hat nament-

lich zur Folge, daß dann umgekehi-t die Gesamtheit der solchergestalt

gewonnenen Wertepaare (?r, z) ein zweites inverses monogenes ana-

lytisches Gebilde {z, ic) liefern.

Es ist evident, daß zwei monogene analytische Funktionen, welche

in der Umgebung einer Stelle (iCf^, Zq) miteinander übereinstimmen,

überhaupt zusammenfallen müssen.

*) Hiermit bleibt dahingestellt, ob ein Wertepaar (ji-^, Zq), welches einem

rp'?hrfachen Punkte der entsprechenden ebenen Kurve (vergl. Kap. 8, § 16) zu-

geordnet ist, bei der Definition der Funktion f\z) ein- oder mehrfach auftreten

soll. So wird beispielsweise in der Theorie der algebraischen Kurven, bei der

Kurve »*^ z^ -{- z^, das Wertepaar (0, 0) doppelt gezählt, d. h. die entsprechende

Funktion ir = f(z) -svird auch für .? = als zweideutig erklärt. Für die Zwecke

der Funktionentheorie braucht indessen eine solche Vereinbarung nicht notwendig

getroffen zu werden.
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Unter einem Element einer analytischen Funktion f{z) (auch

Funhtionselement genannt) versteht man irgend eine der Funktionen

f (s). Allgemeiner sei z = a ein Yerzweigungspunkt endlicher Ord-

nung oder ein Pol von f{z), so daß sich also in der Umgebung
desselben gewisse Bestimmungen von f(z) zur ein- oder mehrdeutigen

Funktion

<p(^) = 2 c,(^ -«)*-'«

k = m

zusammenfassen lassen. Dabei soll außerdem m endlich sein. Dann

heißt auch (p{z) ein Element von f{z). In allen Fällen kann man ein

Element nach den Formeln von Kap. 8, § 13 parametrisch darstellen.

Einen Zwei(j einer analytischen Funktion w = f{z) bildet jede

Menge der Funktion angehöriger Wertepaare {iv, z) von folgender

Beschaffenheit: a) die dem zweiten Argument z entsprechenden Punkte

der ^-Ebene füllen einen einblättrigen Bereich T gerade einmal ans;

b) die Gesamtheit jener Wertepaare bildet eine in T analytische

Funktion. — Ist z^ ein Randpunkt von T, in welchem jener Zweig

keine analytische Fortsetzung über T hinaus gestattet, so heißt z^

ein siwjulärer Tunld von f{z) oder präziser ein singulärer Punkt für

diesen Zweig, denn ein anderer Zweig kann sich ja in Zq analytisch

verhalten. Man denke etwa an das Beispiel (Kap. 8, § 4):

w^ — ?>H- = z.

Hier hat die Funktion ?r = f{z) im Punkte Zq ^ 2 einen Verzweigungs-

punkt erster Ordnung, während sich die übrige Bestimmung der

Funktion dort analytisch verhält. Nimmt man also als Bereich T die

obere Halbebene, so haben diejenigen Zweige, welche dem 1. und

3. Blatte der Riemannschen Fläche entsprechen, eine Singularität in

^Q = 2, der andere Zweig aber nicht. Am Rande des wahren Kon-

vergeuzkreises einer Potenzreihe liegt offenbar mindestens ein singu-

lärer Punkt der Funktion.

Sei f(^z) im Punkte z ^ a analytisch, und sei ferner L eine von

a ausgehende reguläre Kurve. Kann man dann f{z) längs L in jede

Umgebung eines seiner Punkte z = c analytisch fortsetzen, ohne in-

dessen c jemals zu erreichen, so bildet c eine singulare Stelle der

Funktion. Denn man kann einen an c stoßenden Bogen von L mit

einem solchen Bereich T umgeben, welchem ein einen sino-ulären

Punkt in c aufweisender Zweig von f(z) entspricht. Es kann aber

auch singulare Punkte geben, welche auf diese Weise nicht zu er-

reichen sind. Man denke etwa an den in Kap. 5, § 2, unter B),
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S. 120, betrachteten Bereich T. Daß es eine in denisell)en analytische

Funktion gibt, welche jeden Randpunkt von T zur Singularität hat,

geht aus einem später zu beweisenden Satze von Weierstraß hervor,

Kap. 11, § 13. Da liefert nun der Punkt A den gewünschten Beleg.

Die singulären Punkte einer analytischen Funktion können, wie

soeben erwähnt, sowohl isoliert auftreten als auch eine ganze Kurve

ausfüllen. Im letzteren Falle heißt jene Kurve eine naüirliche Grenze

der Funktion, da sich letztere nicht über dieselbe hinaus analytisch

fortsetzen läßt. Durch die elliptischen Modulfunktionen ist man zu-

erst auf das Auftreten natürlicher Grenzen aufmerksam geworden.

Wir werden in § 5 eine einfache Potenzreihe mitteilen, welche eine

Funktion definiert, die im Innern des Einheitskreises analytisch ist,

während sie in der Umgebung eines willkürlichen Randpunktes des-

selben beliebig große Werte annimmt, so daß also dieser Kreis eine

natürliche Grenze für die Funktion bildet. Der übrige Teil der Ebene

heißt ein lacunärer Raum (espace lacunaire). Dieser Ausdruck wird

hauptsächlich auf solche eindeutige analytische Funktionen angewandt,

welche nicht in alle Bereiche der Ebene analytisch fortgesetzt Averden

können.

Um auf den Begriff der natürlichen Grenze noch näher einzu-

gehen, so achte man wohl auf den Unterschied zwischen diesen Kurven

und den Verzweigungsschnitten. Während letztere doch unter gewissen

Einschränkungen willkürlich sjezogene Linien sind, über welche hin-

aus die Funktion vor der Hand keine analytische Fortsetzung er-

fahren soll, bilden erstere dagegen in der inneren Beschafi'enheit der

Funktion begründete Hindernisse, über welche hinaus überhaupt keine

analytische Fortsetzung möglich ist.*) Im übrigen dürfen auch Pole

in der Umgebuncf einer natürlichen Grenze auftreten, wie bei den

elliptischen Modulfunktionen wirklich der Fall ist. Allgemein sei T
der zu einem bestimmten Zweige einer analytischen Funktion gehörige

Bereich, und {P} eine Menge von Randpunkteu des T, welche Singu-

laritäten dieses Zweiges sind. Ist [F] perfekt und zusammenhängend,

d.h. besteht {P} aus einem einzigen Randstück, welches mehr als

einen Punkt hat, vergl. Kap. 5, § 7, S. 142, so bildet {P} eine natür-

liche Grenze für diesen Zweig.

Wir haben die Definition des analytischen Verhaltens einer Funk-

tion f{ß) a) in einem vorgegebenen Bereiche, b) in einem Punkte an

*) Die für beiderlei Kurven gemeinsame französische Bezeichnung coupure

ist nicht dazu aui^etan. den wesentlichen unterschied derselben hervorzuheben.
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die Spitze unserer Entwicklungen gestellt (Kap. 6, § 5). Dabei wurde

vor allem verlangt, daß f{z) in jedem Punkte des betreffenden Be-

reichs eindeutig sei. Wenn man dagegen schlechtweg von einer ein-

deutigen analytischen Funktion f{z) spricht, so meint man damit, daß

die monogene analytische Funktion fiß) eindeutig sei. Die Punkte

der Ebene, in denen dieselbe erklärt ist, bilden ihren Definitioushereich

.

Im Falle einer mehrdeutigen monogenen analytischen Funktion be

steht der Definitioushereich aus der zugehörigen Riemannschen Fläche,

vergleiche § 4.

Der Begriff der monogenen analytischen Funktion deckt sich

keineswegs mit demjenigen eines einheitlichen analytischen Ausdrucks.

So definiert beispielsweise die Formel

lim • =!'• '^K'-
„ = x 1 + /' l 0, 1^1 > 1,

im Innern des Einheitskreises ein Element der monogenen analytischen

Funktion f{z) = 1, während sie außerhalb desselben ein Element der

Funktion (p{ß) = abgibt. Weierstraß hat sogar gezeigt, daß

Stücke von n beliebigen Funktionen durch ein und dieselbe Formel

dargestellt werden können. Seien nämlich S^, Äg, ... S^^ endliche

getrennt liegende, durch reguläre Kurven berandete Bereiche der z-

Ebene, und seien ferner /^f^), . . . f„{z) resp. in denselben analytische

Funktionen, welche außerdem stetige Randwerte annehmen. Indem

wir an Hermites Bemerkung über die Cauchysche Integralformel

(Kap. 7, § 4, Ende) anknüpfen, schreiben wir die Formel hin:

A^)-^/^' +- + -^/'f^ z
c\

Die hierdurch definierte Funktion f(z) stimmt innerhalb des Bereiches

>S'^, mit fl{s) (Ä; = 1, 2, . . . n) überein und verschwindet außerhalb

der Bereiche S.

Im Anschluß an die Entwicklungen von Kap. 8, § 17 definiert

man jetzt ohne Mühe das monogene analytische Funktionensystem

(f\{z), f^iz), . fr(ß))- Es ist dies derjenige Spezialfall des monogenen

analytischen Grebildes n-iex Stufe im Gebiete von n + r Veränder-

lichen, wofür n = 1 ist; man vergleiche hierüber das Kapitel über

analytische Funktionen mehrerer Veränderlichen im zweiten Bande.

Im folgenden Paragraphen wollen wir uns mit einer eingehenden

Begründung des Hauptsatzes dieses Paragraphen beschäftigen, daß

nämlich eine im Kleinen gegebene analytische Funktion zu einer mono-

genen analytischen Funktion führt, u'ie sie durch die vorhin formulierten

Eigenschaften a) ... d) festgelegt ivird.
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§ 4. Nähere Begründung des Hauptsatzes von § 3.

Im voraufgeheuden Paragraphen haben wir ein Verfahren ge-

schildert, wonach der Definitionsbereich einer vorgelegten analytischen

Funktion möglichst erweitert wird, und von hier aus sind wir dann

zum Begriff der monogenen analytischen Funktion gelangt. Es han-

delt sieh jetzt darum, ein systematisches Vorgehen anzugeben, um
jenes Resultat zu gewinnen. Wir wollen die Fragestellung in fol-

gendem Satze formulieren.

Theorem. Sei f(/) im Piinlie z = a analytisch. Dann kann

man dieser Fimldion eine ahzählhare Menge von Funktionen:

n-=fM, « = 0, 1, 2, ...,

von folgender Beschaffenheit zuordnen:

a) Die Funktion f„{^) verhält sich analytisch in einem Kreise T,,

itm den Punkt «„, n = 0, 1, ..., und zwar soll T^ stets gleich dem

Innern des wahren Konvergenzkreises der Taylorsehen Reihenenttvicklung

für f„{z) im Punkte a„ genommen iverden. In der Nähe von a^ = a

soll außerdem /ö(^) mit der vorgelegten Funktion f{z) iihereinstimmen.

b) Jede Funktion f„{z) läßt sich aus jeder anderen dieser Funk-

tionen durch analytische Fortsetzung aUeiten.

c) Sei L ein beliebiger Weg, längs dessen f{z) sich analytisch

fortsetzen läßt. Dann kann diese analytische Fortsetzung vermöge einer

endlicJien Anzcdd der FunMionen fjz) geleistet iverden.

Hinsichtlich des Inhalts dieses Theorems bemerken wir vor allem

folgendes. Sei z' ein beliebiger Punkt, der in einem der Bereiche 1]^

liegt. Dann gibt es nur eine abzählbare Menore von Bereichen T.,

welche z' umfassen, und somit auch eine abzählbare Menge von

Funktionen f,,(z), welche in der Nähe von z' voneinander verschieden

sind. Die entsprechenden Funktionswerte w„= f,^^' ) wollen wir nun

dem Punkte / zuordnen, wodurch wir eine allen Bedingungen a) . . . d)

von § 3 genügende monogene analytische Funktion erhalten.

Zum Beweise des Theorems gehen wir vom Kreise T^ aus und

numerieren zunächst die rationalen Punkte dieses Bereiches, inkl. a:

Uq = a, ä^, «2, ....

Jedem dieser Punkte ä„ ordnen wir dann vermöge der Taylorscheu

Reihenentwicklung für f{z) in ä„ eine Funktion f „{<:) nebst einem

Bereiche T„, nämlich dem wahren Konvergenzkreise der Reihen-

entwicklung zu. Die so gewonnenen Funktionen f„(^z) genügen Be-

dingungen a), b) des Satzes.
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Hierauf fasse mau alle rationalen Punkte der Ebene ins Auge,

welche in einem der soeben erhaltenen Bereiche T ^^ liegen, und nu-

meriere diejenigen davon, welche mit einem früheren Punkte ä„

nicht zusammenfallen. So erhält man eine Reihe weiterer Punkte:

nebst den zugehörigen Funktionen fi„[z) und Bereichen ^i „• Für

die Gesamtheit der bisher gewonnenen Funktionen f„{s), f\ „(^) sind

Bedingungen a), b) erfüllt.*)

Indem wir das Verfahren wiederholen, müssen wir jetzt möglicher-

weise eine Modifikation deshalb eintreten lassen, da ein Bereich T.

einen Punkt ä,,^ oder äj ,„ umfassen könnte, ohne daß dabei die zugehörige

Funktion fi^„{d) mit f,,Xz) resp. f^ ^{z) übereinstimmte.**) In diesem

Falle muß besagter Punkt zum zweiten Male gerechnet werden. Um
dieser Sachlage gerecht zu werden, wollen wir nun in folgender Weise

zu Werke gehen. W^ir ziehen zunächst bloß den ersten Bereich T^
^

in Betracht, indem wir die in demselben befindlichen rationalen Punkte

in zwei Teile zerlegen, und zwar erstens in solche, welche bereits

unter den ä„ oder ä^ ^^
aufgetreten sind und auch dabei zugleich auf

dieselben Funktionen f„{2) resp. f^ ^ (z) führen. Diese Punkte brauchen

wir nicht weiter zu berücksichtigen. Dagegen liefern die übrigen

rationalen Punkte von T^ ^, sofern noch welche vorhanden sind, eine

abzählbare Menge von Funktionen f (ß) nebst Bereichen T , welche

beibehalten werden sollen. Sodann gehen wir zu T^ ^ und stellen hier

eine ähnliche Überlegung an, wobei jetzt außer den früheren Punkten

ä^, ci^
j^
noch die soeben erhaltenen Punkte nebst ihren Funktionen

und Bereichen in Betracht gezogen werden. Wiederholt man dieses

Verfahren an jedem weiteren Bereiche T^ 3, T ^^
^, . . ., so gelangt man

schließlich zu einer abzählbaren Menge abzählbarer Mengen neuer

Punkte nebst den dazu gehörigen Funktionen und Bereichen, welche

*) Man überzeugt sich leicht geometrisch, daß keinem der Punkte «^ „

zwei verschiedene Funktionen entsprechen können, sowie daß die mit einem
früheren Punkte ä^^ zusammenfallenden Punkte wirklich fortgelassen werden
durften. Auf einen strengen Beweis dafür kann man indessen verzichten , in-

dem man schon an dieser Stelle den Beweis so führt, wie später hinsichtlich der

im weiteren Laufe der Entwicklungen eintretenden Möglichkeiten ohnehin von

Nöten ist.

**) Man kann zwar zeigen, daß der genannte Punkt nur ein ä^ „^ sein kann.

Das ist indessen hier nicht von Wichtigkeit, da bei den späteren Wiederholungen
der Überlegung jeder vorhergehende Punkt doch möglicherweise in Betracht

kommen kann.
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wir noch letzten Endes umnumerieren und dur<'li di»- fixli/cs ('2, ii),

n = 1,2,. . . kennzeichnen wollen:

^2,1 7 ^*2,2 i ^'2,3 ; • • •

f2,l(^), f2,d^), f2,3(^)7 •••

f T T^ 2,1 f
-^ 2,2 7

-'- 2,.T • • •
•

Der hiermit ausführlich geschilderte Prozeß wird immer wieder-

holt. Daraus entspringt eine zweifach unendliche Folge von Punkten

«,,^„ nebst den zugehörigen Funktionen f,„^„(ß) und Bereichen T„, „,

welche wir nunmehr zu einer einfach unendlichen Folge r/,,. f„(s), 7',,

definitiv umnumerieren. Diese letzte Folge genügt offenbar Bedingungen

a) und b), sie genügt aber auch c), wie jetzt nachgewiesen wer-

den soll.

Sei also L ein beliebiger Weg, längs dessen die Ausgangs-

fanktion f^s) analytisch fortgesetzt werden kann, und man fasse eine

geeignete Folge von Kreisen Tq, K^, Tu, . . ., wie sie am Ende von

§ 1 des näheren augegeben sind, ins Auge. Ist der Mittelpunkt ^^ von

K^ dabei ein rationaler Punkt, so ist er bereits unter den Punkten ä,,

und somit auch unter den «„ enthalten. Sonst kann man aber jeden-

falls einen rationalen Punkt a^ von T^^ ausfindig machen, der so nahe

bei z^ liegt, daß der entsprechende Bereich T„^ den Bogen {z^, z.^)

von L umfaßt. Hiermit haben wir also in f^ (z) eine erste analytische

Fortsetzung der gewünschten Art gewonnen. Gehen wir jetzt zum

Punkte Z.2, so läßt sich die soeben angestellte Überlegung hier wieder-

holen, der zufolge sich dann ein zweiter Pnnkt «„ nebst der zu-

gehörigen Funktion /"„ (z) \ind dem Bereiche T,, einstellt. Indem wir

so fortfahren, gelangen wir schließlich zum Endpunkte von L.

Aus den voraufgehendeu Entwicklungen erkennt man die Richtig-

keit folgenden Satzes.

Satz. Die verschiedenen, einem lestimmten Punkte z = z ent-

sprechenden Funldionsiverte, welche man aus einem vorgelegten Element

durch analytische Fmisetzung abzuleiten vermag, bilden stets eine ab-

zahlbare Menge.

§ 5. Über einige spezielle monogene analytische Funktionen.

In den rationalen, sowie in den Exponential- und den trigono-

metrischen Funktionen haben wir bereits Beispiele von eindeutigen

monogenen analytischen Funktionen, deren singulare Punkte entweder

in endlicher Anzahl vorhanden sind oder doch nur aus einer Punkt-
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menge mit einer einzigen Häufungsstelle (nämlich dem Punkte = 0^)

bestellen. Dagegen liefern der Logarithmus und die inversen trigono-

metrischen Funktionen unendlich vieldeutige, die algebraischen Funk-

tionen endlich vieldeutige monogene analytische Funktionen.

a) Alfjehraisclie Funldionen. Die Richtigkeit letzterer Behauptung

bezüglich der algebraischen Funktionen geht schon daraus hervor, daß

eine irreduzibele algebraische Gleichung:

fitv, £) = 0,

eine Funktion to von z definiert, deren Riemannsche Fläche aus einem

einzigen Stücke besteht; vergl. Kap. 8, §§ 11, 14. Demgemäß läßt

sich eine beliebige Bestimmung von w in jede andere Bestimmung

stetig über die Fläche hin fortsetzen, und diese stetige Fortsetzung

gibt ohne weiteres zu einer analytischen Fortsetzung Anlaß, wo-

durch das dem ersten Wertepaar {iVf^, z^ entsprechende Element in

ein beliebiges dem zweiten Wertepaare {ii\^ z^) zugehöriges über-

geführt wird. Im übrigen ist es nicht schwer, den arithmetischen

Charakter dieser Überlegung noch schärfer hervortreten zu lassen, in-

dem wir folgenden Satz vorausschicken.

Satz. Sei

(1) /•(«<'•, ^) =

pÄne irreduzibele algeJyraische Gleichung, tcochirch iv als mehrdeutige

FunMion von z definiert wird. Dann gibt es eine endliche Anzahl von

FunMionsdementen, ivelche diese Funktion vollständig darstellen.

Behufs des Beweises knüpfen wir an die Entwicklungen von

Kap. 8, § 13 an, wonach sich alle der Gleichung (1) entsprechenden

Wertepaare {zv, z), deren z in der Nähe einer beliebigen Stelle Zq

liegt, zu Funktionselementen

zusammengefaßt werden können. Dabei soll der Definitionsbereich

sowohl von f^(^) als von q>i(z) aus einem Kreise um Zq bestehen, und

zwar soll das eben der wahre Konvergenzkreis der betrefiFenden Reihe

sein. Im Falle Zq = oc tritt ja 1/z an Stelle von z— z^. Nach Kap. 8,

§ 11 werden Elemente vom Typus q)i{z) nur in endlicher Anzahl vor-

handen sein. Die entsprechenden Punkte ^^ mögen mit a^, u^, . . . a^

bezeichnet werden. Vor allem wollen wir nun die genannten Ele-

mente, sowie alle übrigen, zu den Punkten a^, . . . a^. gehörigen, nebst

den dem Punkte z = 00 entsprechenden Elementen herausgreifen. Sei
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Kj (/ = 0,... /.) der kleinste unter den dem Punkte a^ zugehörijL(en

Konvergenzkreisen, und ebenso K^ der größte, dem Punkte ^ = oc' ent-

sprechende Kreis. Erstere /.• -|- 1 Kreisflächen nebst dem Äußern von

K^ sollen jetzt aus der Ebene fortgehoben werden, wodurch ein end-

licher, von mehreren Kreisbogen resp. Vollkreisen begrenzter Bereich S
entsteht. Für die inneren und Randpunkte von S haben dann die Defi-

nitionsbereiche der verschiedenen Elemente f^(^) offenbar eine positive

untere (irenze, so daß man also in S eine endliche Anzahl von Punkten

/i(,, . . . ßi
derart wählen kann, daß die dazu gehörigen Elemente ]-(z)

die auf S entfallenden Bestimmungen von iv vollständig erschöpfen.

Hiermit ist der Satz bewiesen. Die Frage, ob die endliche An-

zahl vorliegender Funktionselemente auch wirklich alle analytische

Fortsetzungen voneinander sind, erledigt sich jetzt in evidenter Weise.

Wäre dem nämlich nicht so, so würde man schon aus einem Teile

davon eine monogene analytische Funktion zusammensetzen können,

welche zugleich der Gleichung (1) und einer zweiten algebraischen

Gleichung niedereren Grades, fi{u; ^) = 0, Genüge leistet. Infolgedessen

müßte das Polynom f{^w,z) durch das Polynom f^{tv, z) teilbar sein.

b) Die aUgemeine Potenz. Man braucht den Bereich der elemen-

taren Funktionen noch nicht zu verlassen, um ein Beispiel einer ex-

pliziten analytischen Formel zu erhalten, welche nicht eine, sondern

mehrere monogene analytische Funktionen definiert. Die allgemeine

Potenz wurde nämlich durch die Formel erklärt:

a' == e'--

,

c = log«,

unter log a eine beliebige Bestimmung dieser Größe verstanden. Dar-

nach ist a^ eine unendlich vieldeutige Funktion von z, deren ver-

schiedene Bestimmungen sich zu solchen eindeutigen Funktionen zu-

sammenfassen lassen, welche sich je in der ganzen endlichen Ebene

analytisch verhalten und darum ganze transzendente Funktionen bilden:

Die allgemeine Potenz besteht also nicht etwa wie log z aus einer mehr-

deutigen monogenen analytischen Funktion, sondern vielmehr aus un-

endlich vielen eindeutigen monogenen analytischen Funktionen.

IJher Elimination. Im Kleinen gilt der Satz, daß eine analytische

Funktion einer analytischen Funktion wieder eine analytische Funk-

tion ist, Kap. G, § 5. Untersuchen wir jetzt, ob ein entsprechender

Satz im Großen besteht. Sei beispielsweise

f{w) =ytv, IV = e\
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Hier ist iv in der ganzen endlichen ^--Ebene eine von Null yerschiedene

eindeutige analytische Funktion von 2. Ferner kommen den beiden

Bestimmungen von f(ßf), als Funktion von z betrachtet:

in dem nämlichen Bereiche die Eigenschaften a), c), d) von § 3, nicht

aber b) zu. Denn jene Bestimmungen werden ja durch die beiden

eindeutigen monogenen analytischen Funktionen

e- ,
— e^

gerade erschöpft.

Hieraus erkennt man, daß die Elimination von s' aus zwei vor-

gelegten Gleichungen:

w = (p{z'), z'=il){z),

wo (piß'), i>(z) monogene analytische Funktionen sind, nicht not-

wendig zu einer einzigen monogenen Funktion führt, vielmehr kann

^[ß'i.^y] ^^^ mehreren solchen bestehen resp. Stücke davon abgeben.

Demselben Vorkommnis sind wir bereits einmal begegnet, Kap. 8, §17.

Da nahmen wir nämlich von dem Umstände Kenntnis, daß der volle

Schnitt zweier algebraischen Flächen, etwa

x^+ y'^ = a^', %f^z^ = a^,

möglicherweise mehrere Raumkurven liefern kann, namentlich hier:

C\: z = x, y =ya^ — x^]

C.,: z = — x, y = ]/(2^— x'^

.

Aufoabe. Welche von den folgenden Formeln stellen mehrere

monogene analytische Funktionen vor?

löge', log sin ^^j log]/i, ]/log^, ]/sin^,

yi — cos^, yz^.

c) Eine Funktion mit einer natürlichen Grenze. Wir wollen jetzt

eine Funktion kennen lernen, welche sich im Einheitskreise eindeutig

und analytisch verhält, ohne jedoch eine analytische Fortsetzung dar-

über hinaus zu gestatten. Sie wird durch folgende Reihe definiert:

In der Tat konvergiert diese Reihe für alle Werte von z, wofür |^!< 1

ist, während sie für z =1 divergiei't. Ferner findet man:

lim H{x) = 00,

wobei x auf der reellen Strecke (0, 1) liegen soll. Denn
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H{x) > x^'- + a;^' H 1- x"'-

für :ille Werte von u. Dieses Polynom übersteigt aber bei grliöriger

Walil von II lind e jede vorgegebene positive Größe G, sobald

1 — f < j' < 1 genommen wird.

Wir können nun noch weiter zeigen, daß

lim H{z) = oo

wird, wenn z längs eines beliebigen Radius, welcher nur einen Winkel

2p%lq mit der jjositiven reellen Achse bildet, an den Kand des Ein-

heitskreises hinanrückt. Sei also

z = re-^p^'t'i^ r < 1,

und bezeichne man mit m die kleinste natürliche Zahl, wofür m\

durch
(i

teilbar wird. Dann wird für die in Betracht kommenden

Werte von z

« = 1 n = 7«

Hierin ist der Beweis unserer Behauptung enthalten, und es ist auch

zugleich damit dargetan, daß eine analytische Fortsetzung von II(s)

über den Einheitskreis hinaus nicht angeht. Dieser Kreis bildet mit-

hin eine natürliche Grenze für die Funktion.*)

Die zu w=H{z) inverse Funktion

z = L (iv)

hat die Eigentümlichkeit, daß durchweg

ist. Soviel wir sehen können, dürfte indessen L(iv) mehrdeutig sein.

Wir wollen darum noch ein weiteres Beispiel anführen, wobei sowohl

die direkte als auch die inverse Funktion eindeutig ist, ohne jedoch

linear zu sein.

d) Die Funktion Q(z). Betrachten wir die durch folgende Reihe

definierte Funktion Q[^z):

*"i Es wäre indessen ein Irrtum zu glauben, daß H{z) unendlich wird, wenn
2 einem beliebigen Punkte des Randes zustrebt. In dem Falle würde nämlich

die Funktion H^{Z} ^\ Hiz) den Wert am Rande annehmen, während sie im
Innern des Kreises höchstens eine endliche Anzahl von Polen z^, . . . Zf. hat.

Hiemach könnte man mittels des Ausdrucks

(z— z, )"' {z— zj"-- . . . (z — z^fk H, (z)

eine Funktion herstellen, die sich im Innern des Kreises analytisch verhält und

am Rande den Wert annimmt. Aus der Cauchyschen lutegralformel folgt aber

dann das identische Verschwinden von H^ (z).

Osgood, Funktionentheorie. II. 26
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-wl + 2

Q{z)==z + ŷ(n! + l)(w! + 2)
n = 2

Die Reihe konvergiert offenbar gleichmäßig für alle Werte von s,

wofür 1^1 ^1 ist, womit sich Q{ß) in diesem abgeschlossenen Bereiche

als stetig erweist. Im Innern des Kreises verhält sich Qiß) außerdem

analytisch. Indessen läßt sich Q{z) nicht über den Kreis hinaus ana-

lytisch fortsetzen, denn sonst müßte dasselbe auch für

71 = 2

gelten. Ferner ist

Q{z)^Q{z), \z\<l, \z\£l,

sofern nur z ^ z ist. In der Tat ist

z-z' iH (n! + !)(«! + 2)
'

folsiich ist

z — z
n =2 '

_^^ 2"

Fig. 97.

Demnach wird der Rand des -Einheitskreises in eine einfache reguläre

geschlossene Kurve der ?t" -Ebene übergeführt, deren Inneres dem Innern

jenes Kreises ein-eiudeutig entspricht, vergl. Kap. 8, § 5.

Anwendung. Mit Hilfe der Funktion Q{z) kann man häufig ein

Beispiel konstruieren, wodurch eine aufgeworfene Frage entschieden

wird. So deuten beispielsweise die algebraischen Kurvenscharen

f{ii; ^•, ß) =
darauf hin, daß überhaupt jede solche Schar, wo /" nur analytisch

von den drei Argumenten abhängt, zu einer Umhüllungskurve führen

muß. Setzt man indessen die Schar

w — Q{z) — a =
an, so sieht man, daß hier von einer Umhüllungskurve, selbst von

einer ausgearteten, nicht die Rede sein kann.
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Aufgabe 1. Mail konstruiere die Riemannsche Fläche für die

Funktion

iog«a^)-iog^(i^^),

und zeige, daß dieselbe unendlieli vielblättrig ist, ohne jedoch einen

Verzweigungspuukt zu besitzen.

Aufgabe 2. Eine bekannte Zerlegung einer Funktion f(.z) in

(inen geraden und einen ungeraden Teil besteht darin, daß man

f{z) = 4- [f{z) + /•(- z~)-\ + -\ [f{z) - /•(- z)]

setzt. Welchen Bedingungen muß eine monogene analytische Funk-

tion f{z) genügen, damit dieser Zerlegung allgemeine Gültigkeit zu-

komme?

§ G. Von der Permanenz einer Funktionalgleichung; analytische

Fortsetzung vermöge derselben.

Theorem. Es sei

(1) G{tv„... IVJ
ein Polynom in u\, . . . ii\^, dessen Kocfftnenten analytische FunJdionen

von z mit gemeinsamer Riemannscher Fläche S im Sinne von Kap. 8,

§ 17 sind. Ist man dann im Besitze von n Fmiktionen:

(2) w. = f.{z), i = l,...n,

^reiche sich alle in einem, Pmikte von <S analytisch verhalten und in der

ümyehung desselben das Polynom zum, Verschwinden bringen:

(3) G(u\,... iv^) = 0,

so leistet auch jedes System gleichzeitiger analytischer Fortsetzungen der

Funktionen (2) id)er einen auf o heliebig verlaufenden Weg L hin der

Funliionalgleichung (3) Genüge.

In der Tat verhält sich G, als Funktion von z betrachtet, in

jedem Punkte von L analytisch und verschwindet außerdem identisch

in jener Umgebung. Denken wir uns L also zunächst als eine ein-

fache Kurve, so läßt sich L mit einem Streifen umgeben, in welchem

sich G analytisch verhält und überdies identisch verschwindet. Im
Falle sich L dagegen überschneidet, so wird man L in eine endliche

Anzahl einfacher Bogen zerlegen und jeden derselben dann mit einem

Streifen umgeben, worin sich G analytisch verhält. Daraus erkennt

man, daß G der Reihe nach in jedem derselben ver.sehwindet. Hit-r-

mit ist der Beweis erbracht.
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Die Difiereiitialgleichungen sind Funktionalgleichungen, welche

ein wichtiges Beispiel für die Anwendung des Theorems bilden. Neh-

men wir etwa eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit

rationalen Koeffizienten

:

(4) '^+p(z)f^-\-q(z)>c = 0,

indem wir vorab folgenden Existenzsatz für die Lösung derselben an-

geben: Sei s = Zq ein gewöhnliclior Punkt für die Koeffizienten piß),

qi/), und sei ferner K der größte Kreis um z^^, in welchem sich

piß)} üi^) t)eide analytisch verhalten. Dann gibt es zwei linear un-

abhängige Lösungen von (4), lu^ und lü,*)? deren beide sich in K
analytisch verlialten. Des weiteren läßt sich jede beliebige Lösung tu,

welche sich in Zq oder auch iü irgend einem anderen Punkte von K
analytisch verhält, in der Form:

tu = C1ID1 + C2ID2,

ausdrücken, wo Cj, C, Konstante sind. Der Satz gilt selbst dann noch,

wenn p{z), q(z) zwei beliebige, in einem einfach zusammenhängenden

Bereiche K analytische Funktionen sind.

Es möge nun ic = f[z) eine Lösung von (4) sein, wobei die

Funktion /'(^) zunächst bloß in einem beschränkten Bereiche betrachtet

wird, in welchem sie sich analytisch verhält. Dann besagt das Theorem,

indem man

G{u\, u\, «3) = n\-]rp{z)iv^ + q{z)u-^

setzt, daß auch jede analytische Fortsetzung von f{z) längs eines

Weges, der nur durch keinen Pol von p{z), q{z) hindurchgeht, der

Differentialgleichung (4) genügt. Demgemäß liefert die monogene

analytische Funktion, welche aus dem obigen Funktionselement f{z)

hervorgeht, in ihrem Gesamtverlaufe eine Lösung von (4).**)

Um noch eine zweite Anwendung des Theorems zu erwähnen, so

seien il\ = f^ (z) und iv^ = f^ (z) zwei linear unabhängige Lösungen

von (4), welche in einem bestimmten Bereiche der ^-Ebene durch

explizite Formeln, z. B. durch Potenzreihen gegeben werden, und sei

*) D. li. zwischen tUj und tv„ besteht keine identische Relation von der Form

:

« lüj 4- ß w,, = ,

wo a, ß Konstante sind.

**) Dabei muß man jedoch in besonderen Fällen von gewissen Polen der

Koeffizienten p{z)^ q{z) absehen, in welchen die in Rede stehende analytische

Funktion trotzdem keine Singularität aufweist.
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IV = f(z) eine Lösung, Avolcho in einem getrennt liegenden Gebiete

betrachtet wird. Indem wir ir in den erstgenannten Bereich analy-

tisch fortsetzen, läßt sich ir dort in der Form

(5) w = q n\ + c, M-^

darstellen. Und nun behauptet das Theorem, daU alle sinmltancn ana-

lytischen Fortsetzungen der soeben in jenem Bereiche betrachteten

Bestimmungen von iv, ii\, tr.^ fortdauernd der Funktionalgleichung (5)

Genüge leisten.

Analytische Fortsetzung vermöge einer Funktionalgleichung.

a) Die Gamma -Funktion. Es ist zuweilen möglich, eine ana-

lytische Fortsetzuno- vermöo-e einer Funktionalgleichuncr zu konsta-

tieren. Nehmen wir beispielsAveise die Definition der Gammafunktion

durch das bestimmte Integral (vergl. ein späteres Kapitel im zweiten

Bande): 0=

r{z)=ft'-'e-'dt,
u

wo über die positive reelle Achse integriert wird. Das Integral kon-

vergiert nur so lauge dl (ß) > ist. Andererseits findet man für

solche Werte von z durch teilweise Integration:

r{z + i) = zr{z).

Hier hat aber die linker Hand stehende Funktion eine Bedeutung für

alle Werte von z, wofür nur 9i (.0) > — 1 ist. Definiert man daher

die F-Funktion für den Bereich --l<9i(^)<0, z=^0, durch die

Gleichung

so erhält man dadurch eine analytische Fortsetzung der durch das

Integral vorgestellten Funktion. Durch fortgesetzte Wiederholung

dieses Verfahrens findet man, daß die Funktion sich schließlich über

die ganze Ebene mit Ausnahme der Punkte ^^ = 0, — 1, — 2, . . . ana-

lytisch fortsetzen läßt, wonach sie sich denn als eine eindeutige Funk-

tion erweist, welche im Endlichen keine anderen Singularitäten als

Pole besitzt und im Punkte z = oc eine wesentliche Singularität hat.

b ) Die eUiptischen Funldionen. Betrachten wir jetzt das reelle

elliptische Integral

(6) u = f ^
^^

,
0<Ä<1,



392 II, 9. Analytische Fortsetzung.

wobei X auf das Intervall — 1 ^ a; ^ 1 beschräukt werde. Die Um-
kehrfunktion,

X = SU Uj

erweist sich auch als eindeutig, sofern man u vor der Hand auf das

Intervall —K^u <,K beschränkt, wo
1

ist. Daran schließen sich noch die Aveiteren positiven Funktionen:

yi — X' = cn n
,

yi — J^^ x^ = dn n,

welche ebenfalls im genannten Intervalle eindeutig sind. Endlich folgt

aus
du 1

d^ y{l-x^){l — k^x'-)'

daß
dx d sn u ,3— = — ,— = cn u an u
du du

ist.

Wir wollen jetzt die Gleichung ansetzen:

(7) / _ ^^ = r ^^
I r "^y

-^ ' J y(l-2^(l-Jc'z^) Jy{l-x'}{l-k^x') JVJi-y'){i-k'rfy

Avobei wir x und y als unabhängige Variabelen ansehen, welche im

übrigen vorläufig auf den Bereich:

- sn y ^ ^ S sn Y

,

- sn y ^ i/ ^ sn y ,

beschränkt werden mögen, damit Gleichung (7) stets nach z auflösbar

sei. Hierdurch wird z zunächst als eindeutige Funktion von x und y
festgelegt. Und nun ist es eine Haupteigenschaft des elliptischen Inte-

grals (6), daß diese Abhängigkeit eben eine algebraische ist. Euler

hat nämlich gezeigt, daß

(8) ^
=

rrit^V
ist.*)

*j Die Riclitigkeit dieser Formel ergibt sich sofort, indem man eine zur

Behandlung der Funktion legi' =/ — '^'on Burkhardt (Analytische Funktionen,

1

§ 56); vergl. unten, Kap. 12, § 1, benutzte Methode auf den vorliegenden Fall über-

trägt und sonach im letzten Integral von (7), geschrieben in der Form:

I
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Aus dieser Relation erhält mai) eiue entsprecheude für die in-

versen Funktionen, indem man

einträgt

:

X = sn u, y = sn v, z = sn {u + v)

, . s sn ?f cn V dn tJ + sn V cu « dn u
sn(if + v)= ^^-4 ^»^ ^ 1— k- sn* u sn- v

Dies ist eben das sogenannte Additionstheorem für sn u. Setzt mau
hier noch v = w, so kommt:

d sn w
, 2 sn M ,

—
,f^\ c\ 2 sn w cn it an it du
(9) sn z H = - , ^,—7 = TT-" i— •

Wir wollen nunmehr unser Augenmerk auf den analytischen Cha-

rakter der hier in Betracht o-ezogenen Funktionen richten. Da finden

wir vor allem, daß sich das Integral (6), als Funktion eines komplexen

Arguments x aufgefaßt, — wir wollen ja die obigen Buchstaben x,y,UyV

auch für komplexe Werte beibehalten, — in der Umgebung der Stelle

x = analytisch verhält, während seine Ableitung dort nicht ver-

schwindet, so daß also die inverse Funktion x = sn u ebenfalls dort

analytisch ist. Es soll jetzt bewiesen werden, daß sn ?t eine ein-

deutige monogene analytische Funktion ist, der keine anderen Singu-

laritäten als Pole in der ganzen endlichen Ebene zukommen. In der

Tat sei B, der Radius des größten Kreises um u = 0, in welchem

y
r dt^

die Integrationsvariabele t durch t ersetzt, wo

X |/(1 — O (1 — r- 1^) -\-ty{l — x'-){l— k^ x')

1—r-xH^

ist. Hierdurch geht das lutegral in

z

dt

Jvö^(1 - r^ (1 - k^t^

über, wo e durch die Formel (8) gegeben ist. Schreibt man noch das mittlere

lutegral von (7) in der Form:

so lassen sich die beiden Integrale zu einem einzigen zusammenziehen, womit

sich dann die Formel (7) ergibt.
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sn u sich analytisch verhält. (Daß sii k keine ganze Funktion ist,

wird später gezeigt.) Dann wird durcli die rechte Seite von Formel (9)

eine Funktion f(ii) definiert, welche im genannten Kreise, höehstens

von Polen abgesehen, eindeutig und analytisch ist. Durcli Fintragen

einer neuen Variabelen »'= '2h kommt:

Hier steht rechter Hand eine Funktion, welche im erweiterten Kreise

|m'|<2jR, höchstens von Polen abgesehen, eindeutig und analytisch

ist. Infolgedessen gestattet die Funktion sn /( eine analytische Fort-

setzung über den ursj)rüuglichen Kreis \u\<iR hinaus, und zwar weist

sie im Kreise |m| <2it! höchstens Pole auf. Dureh fortgesetzte Wieder-

holung dieses Verfahrens ergibt sich die Richtigkeit der obigen

Behauptung.

Um noch nachträglich zu konstatieren, daß Pole auch wirklich

vorhanden sind, genügt es, das Integral (G) über die positive imagi-

näre Achse zu führen, woraus erhellt, daß sn n im Punkte

'J y^i+ö(r

unendlich wird.

Die Funktionen cn n, dn ii besitzen analoge algebraische Additions-

theoreme, welche vorläufig ebenfalls nur für beschränkte reelle Werte

von u und v bewiesen werden.*) Setzt man hierin it = v, so kommt:

, 1— 2 sn- M + k^ sn * u

1— k- sn-* n '

^ ,-, 1 — 2k sn- u 4- k- an' u
dn 2;f = -— =^--. •

1— k" sn* u

Hier stehen rechter Hand eindeutige Funktionen, welche sich in der

ganzen endlichen Ebene, höchstens mit Ausnahme von Polen, analy-

tisch verhalten. Andererseits stimmen die analytischen Funktionen

cn 2 II, dn 2u längs eines Stückes der reellen Achse resp. mit diesen

Funktionen überein. Daher sind sie überhaupt mit denselben identisch.

Jetzt können wir noch beweisen, daß das Additionstheorem für

sn H allgemein gilt, was auch immer für komplexe Werte u, v haben

mögen, sofern nur die in Betracht kommenden Funktionen alle eine

Bedeutung haben. Es ist eine gute Ültung für den Leser, diesen Be-

*) Vergleiche etwa 8fhUi milch, Kodijh'ikUioh der höheren Analysis^ ßd. 2,

S. 399, 400. Die Formeln ergeben sich durch direktes Ausrechneu von |/l — z-

und "j/l — A"-^- als Funktionen von .i-, // vermöge [S).
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weis (lurchzudciikcii. W ir wollen uns indes hier (.leshalb nicht weiter

(himit beschäftigen, weil der Hatz ja ohne weiteres aus der Venill-

u-emeinerung des Prinzips der Erlialtung einer Funktionalgleiehnng

auf Funktionen mehrerer Veränderlichen hervorgeht.

Über die Perioden von snu. Endlich konstatieren wir, daü sn n

die Perioden 47v, 2 K' i /Ailäßfc, wo
1 1

_ /* dx j" — /* '^^
K.

'){i-ir-x^
ü

und /,- + fc'^ = 1 ist. Zu dem Zwecke w'erde nämlich das Integral

k^z")

zuerst über eine flache Schleife um die Punkte —1, 1, Fig. 98 a, ge-

führt, worauf sich dann diese Schleife der Strecke (— 1, 1) der reellen

-^ S'O
,

^>
"Z-I

Fig. 98 a.

Fig. 98 b.

Achse immer noch mehr anschmiegen soll. Dabei springt in die

Augen, daß der Gesamtzuwachs des Integrals gerade 4/v beträgt.

Nachdem nun 2, vom Punkte 2 = ausgehend, diesen Weg einmal

beschrieben hat, soll 2 hinfort in der Umgebung der Stelle z = ver-

bleiben. Hiermit erhält das Inte^rral den Wert

4K-\-
J w-

dz

wobei der letzterem Integrale entsprechende Integrationsweg aus der

genannten Umgebung nicht hinaustritt. Daraus geht hervor, daß die

Funktionalgleiehnng

sn (?( -f 4 K) = sn ii

zunächst wenigstens in der Umgebung der Stelle h = <> gilt. Wegen

des Prinzips der Permanenz einer Funktionalgleichung muß sie aber

deshalb allgemein bestehen.
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lu ähnlicher Weise wird man ^ jetzt über eleu in Fig. 98b au-

gedeuteten Weg führen. Dadurch erfährt das Integral den Zuwachs

dy . . r drj

\j y(i + y') (1 -f^y") '^JW
= 2K'i.

+ 2/^)(l4-&^2/^)
— 00

Um letztere Gleichung zu konstatieren, wird man am einfachsten, wie

folgt, vorgehen. Nach dem Cauchyschen Integralsatze läßt sich der

betreffende Integrationsweg in eine die positive reelle Achse um-

fassende Schleife stetig deformieren, ohne daß der Wert des Integrals

sich dabei ändert. Knüpft man >pun an die Entwicklungen von

Kap. 8, § 15 an, indem man dieser Schleife gestattet, sich jener Achse

immer noch enger anzuschmiegen, so ergibt sich sofort die gewünschte

Auswertung des Integrals. Hieraus folgt gerade so, wie im soeben

besprochenen Falle, daß

sn (m + 2 K' i) = sn M

.

Hiernach erweist sich sn ii als doppeltperiodisch mit den Pe-

rioden 4:K und 2K'i. Daß jede weitere Periode Sl sich linear und

ganzzahlig aus diesen zusammensetzt:

i^ = 4wZ+ 2mK'i,

wird im folgenden Kapitel gezeigt.



Dritter Abschnitt.

AiiweiKlimsfen der Theorie. Das loijarithmisclie Potential.
f^'

Zehntes Kapitel.

Periodische Funktionen.

§ 1. Primitive Perioden.

In diesem Kapitel beschränken wir uns auf eindeutige analytische

Funktionen, die in der ganzen endlichen Ebene keine anderen Singu-

laritäten als Pole haben. Eine solche Funktion heißt periodisch,

wenn sie einer Funktionalgleichung von der Form:

/(^ + «)=/•(.-) '

ffenügt. Dabei ist « eine von verschiedene Konstante, und die

Gleichung gilt für alle Werte von z, vt-ofür beide Funktionen defi-

niert sind.*) co heißt eine Periode. Es erhellt sofort, daß auch

nco, (w = ±1, d: 2, . . .), sowie ferner, unter o^, Og zwei beliebige

Perioden verstanden, die Größe ni^a^ + m^co^, {»i^, ni^ = ± 1; ± 2, . .

.),

eine Periode ist. Im besonderen kann es vorkommen, daß ein Bruch-

teil von (o bezw. die Größe a^ca^ -\- a^c3.,, wo wenigens einer der

Koeffizienten a^, a.-, keine ganze Zahl ist, eine Periode ist. Dem-

*) Allgemein sei f{zj eine beliebige monogene analytische Funktion von

folgender Bescbatienheit: in der Umgebung einer bestimmten Stelle : = z^ fällt

eine besondere Bestimmung von /'('/) mit einer zweiten Bestimmung dieser

Funktion in der Umgebung der Stelle Zf,-\- m zusammen

:

f{z + io) = /•(--).

Svjtzt man dann f(z) längs eines von z,^ ausgehenden Wege.s analytisch fort, so

läßt sich ersichtlich jene zweite Bestimmung der Funktion längs desjenigen Weges

fortsetzen, welcher aus dem ersten Wege durch die Parallelverschiebuug: /= .- + w

hervorgeht. Hieraus erkennt man, daß sich der ganze Detinitionsbereich von

f{z) mit demjenigen von f{z -f (o) gerade deckt, sowie daß die beiden mono-

genen analytischen Funktionen f(z) und f{^z-\- mi ausnahmslos durch obige Funk-

tionalgleichung miteinander verknüpft sind, /u heißt dann periodisch.
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entsprechend drängt sich vor allem die Frage auf, ob eine solche

Periode dem absoluten Betrage nach beliebig klein zu werden ver-

möge. Hierauf gibt folgender Satz Antwort.

Hilfssatz. Ist f{z) eine periodische FiinTition, die nicht Noß auf

eine Konstante ausartet, und zeiclmet man edle ihre Perioden als Panlde

der Ebene auf, so haben dieselben keine im Endlichen belegene Häufumjs-

stelle. *)

Denn sonst müßten sich diese Punkte auch in der Nähe der

Stelle ^ = häufen, da die Differenz zweier in der Nähe der Häufuugs-

stelle gelegener Perioden wieder eine Periode ist. Wäre dem nun so,

so sei 2 = Zq ein Punkt, in welchem f{z) sich analytisch verhält.

Dann gibt es in jeder Nähe dieses Punktes einen Punkt z = Zq ^ co

,

in welchem f'{z) den Wert f{z^ annimmt, und daher verschwindet

die Funktion fiz) — ({^q) in jeder Umgebung von Zq noch in einem

zweiten von z^ verschiedenen Punkte. Demgemäß kann f{z) nur eine

Konstante sein, was eben gegen die Voraussetzungen verstößt.

Jetzt nehme man eine beliebige Periode, lege durch den dieselbe

darstellenden Punkt der Ebene eine Gerade und bezeichne mit w eine

der beiden auf derselben befindlichen, dem Punkte ^ = am nächsten

gelegenen Perioden. Dann wird eine beliebige, mit demselben bezw.

mit dem entgegengesetzten Arcus behaftete Periode ß ein ganz-

zahliges Vielfaches v(m o sein, ü = nc3. Denn sonst könnte man ß
in der Form schreiben: ß = na -\- aa, wo n eine ganze Zahl und

die reelle Größe u zwischen und 1 liegt, und daher müßte aco eine

Periode sein. Das widerspricht aber der Voraussetzung bezüglich oj,

und hiermit erweist sich die Behauptung als richtig.

Die Größe co heißt nach Weierstraß eine primitive Periode,

d. h. eine Periode, welche so beschaffen ist, daß jede andere Periode

mit demselben oder dem entgegengesetzten Arcus sich als ein ganz-

zahliges Vielfaches derselben ausdrücken läßt. Hat f{z) keine anderen

Perioden als nm* na, so heißt f{z) einfach pferiodisch. Sonst sei w
eine weitere Periode. Da arc m =j= arc o resp. arc oj -f tt ist, so bilden

die beiden Strecken (0, co), (0, ö3) zwei Seiten eines Parallelogramms.

Innerhalb und auf dem liande desselben können sich dem vorstehen-

den Satze zufolge nur eine endliche Anzahl von Perioden befinden;

im übrigen liegt nur die eine Periode a auf der Seite (0, oj), denn

CO ist ja primitiv. Des weiteren sei co' =^ a eine Periode, welche im

Parallelogramm und zwar der Seite (0, co) möglichst nahe liegt. Wir

*) Für mehrdeutige Funktionen ist der Satz nicht richtig.



§ 1. Priuiitivf" Perioden. 390

wollen nun das Parallelogramm mit den Seiten (»J, co), (0, co' ) ins

Auge fassen. Die Ecken o, co', oo + a desselben stellen Perioden dar,

weiter gibt es aber keine den inneren und Randpunkten zugehörigen

Perioden. Denn nach den Forderungen, wodurch das Parallel« igraram

bestimmt wurde, kann ein solcher Punkt ß höchstens auf der Seite

(w', CO + to') liegen: 5i = gj' + cca, < a < 1. Darnach müßte aber

auch eine Periode auf der Seite (0, oj), nämlich aco liegen, wodurch

man denn auf einen Widerspruch geführt würde.

Jetzt teile man die ofauze Ebene in kongruente Parallelogramme

ein, denen das vorstehende Parallelogramm angehöre. Die Ecken der-

selben mit Ausnahme von z = i) stellen dann Perioden dar, denn sie

sind alle in der Formel enthalten:

Sl = ))iüj + »i'cj', m, ni =0, ± 1, ± 2, . . ., m\-\- m' > 0.

Weiter gibt es aber keine Perioden. Denn eine solche würde noch

zu einer Periode führen, welche einem von den Ecken verschiedenen

Punkte des Ausgangsparallelogramms entspricht.

Die Funktion f{z) heißt in diesem Falle doppeltperiodisch und

die Perioden oj, co' bilden ein primitiics Periodenpaar, d. h. ein

Periodenpaar, welches so beschaffen ist, daß jede Periode als Summe
zweier ganzzahligen Vielfachen der beiden Bestandteile «und co' aus-

gedrückt werden kann.

Während die primitive Periode einer einfach periodischen Funk-

tion bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt war, kann man da-

gegen bei den doppeltperiodischen Funktionen ein primitives Perioden-

paar auf unendlich viele verschiedene Weisen wählen. In der Tat

setze man
i2 = ,u CO -j- ft'fo',

PJ = vco -r v co',

wo II, a, V, v ganze Zahlen sind. Kann man diese üleichungen nach

CO, CO ganzzahlig auflösen:

w = x,Q -f- X i^-',

wo also '/., Ti, A, k' ganze Zahlen sind, so läßt sich jede Periode auch

durch ^, 5i' ganzzahlig ausdrücken, m. a. W. bilden dann ii und iV

ebenfalls ein primitives Periodenpaar. Beispiel: ii = v=\, ,a' = 0.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß .Q, P. ein

primitives Periodenpaar bilden sollen, besteht darin, daß

V V
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sei. Daß diese Bedingung hinreicht^ ist ja evident. Daß sie aber

auch notwendig ist, ergibt sich, wie folgt. Zuvörderst ist klar, daß

die Koeffizienten x, x', A, l' ganzzahlig ausfallen müssen, denn sonst

könnte man auf die Existenz einer Periode schließen, welche dem

durch Sl und ii' bestimmten Parallelogramm angehörte, und doch von

Sl, Sl' und -^ + ^ verschieden wäre. Nun ist

X = A "T~ • A
(^

oder A = A^{xl' — x k).

A ' A ' A ' A

woraus denn folgt:

ft yt,' Aa — A- x

V V —AI Ax
Hierin liegt der gewünschte Beweis. Geometrisch sagt die Bedingung

aus, daß die Flächeninhalte der beiden Periodenparallelogramme ein-

aader gleich sind.

Die voraufgehenden Entwicklungen erschöpfen alle Möglichkeiten

bezüglich der Existenz von Perioden der hier in Betracht gezogenen

Funktionen f{z), daher müssen diese Funktionen entweder einfach oder

doppelt periodisch sein. Hiermit ist auch der folgende von Jacob

i

herrührende Satz geliefert.

Lehrsatz. Eine eindeutige n-fach periodische Fimldion f{z) gilt

es nicht, ivofern n'^ 2 und f{z) keine Konstante ist.

Wir betonen die Bedingung eindeutig, denn es gibt wohl mehr-

deutige Funktionen, deren Perioden sich nicht alle durch ein primi-

tives Perioden2>««r, sondern erst vermöge eines primitiven Perioden-

Tiomplexes (co, q', . . . g)("~^\) ganzzahlig darstellen lassen:

ü = ma + m'co'-f • • • + m^"~'^^(o^''~'^\

Insbesondere liefert die einem nicht spezialisierten Ab eischen Inte-

grale, p>l, entsprechende Umkehrfanktion eine derartige Funktion.

Zum Schluß sei noch erwähnt, daß es im Falle einer doppelt-

periodischen Funktion stets ein primitives Periodenpaar (oj, «') gibt,

wofür der Punkt ^ ^ a -\- hi
CO

in demjenigen Räume der Zahlenebene liegt, welcher durch folgende

Ungleichungen bestimmt wird*):

*) Beweis bei Jordan, Coiirs d'analyse, Bd. 2, 2. Aufl., 1894, S. 340, Nr. 317.

Hierauf kommen wir noch im zweiten Band zurück, vergleiche die der Gruppe

ganzzahliger linearer Transformationen:

/ - «iil^\ I

'^ ß I 1

V' yz + dj' i 7 8
\

entsprechende Modulfigur.
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wozu noch die Raudpimkte

hinzutreten. Es ist hier:

;r/3 < arc a'/(o ^ 2;t/3

.

Wie mau leicht nachrechnet, haben

stets gleiches Vorzeichen.

§ 2. Über Periodenstreifen und einfach periodische Funktionen.

Sei f(ß) eine einfach periodische Funktion mit der primitiven

Periode «. Zur Behandlung von f{z) teilen wir die ^-Ebene in gleiche

Streifen ein, indem wir durch jeden der Punkte ä;= «05(w=0, + 1, +2,...)

eine Gerade legen, welche, wie wir zuerst voraussetzen wollen, senk-

recht auf der Strecke (0, a) stehen soU. Greift man einen dieser

Streifen willkürlich heraus, welcher dann als der Anfangs- oder Aus-

gangsstreifen bezeichnet werde, so entspricht jedem Punkte 2' der

Ebene vermöge der Beziehung

/= ^ -f noo, ^^ = 0, +1, ± 2, . . .

ein und nur ein Punkt ^ dieses Streifens. Die Punkte / heißen zu z^

sowie untereinander kongruent. Nur wegen der Randpunkte ist noch

eine Festsetzimg nötig, welche wir, wie folgt, tretien wollen: die

Punkte des einen Randes sollen zum Ausgangsstreifen gerechnet

werden, diejenigen des anderen Randes aber nicht; außerdem wird

man den unendlich fernen Bereich des Streifens als zwei getrennte

Punkte auffassen, wie später des näheren besprochen werden soll.

Wie man sieht, läßt sich das Verhalten der Funktion f(z) in der

ganzen Ebene überschauen, indem man ihr Verhalten bloß in den Punkten

des Anfangsstreifens untersucht. Im übrigen machen wir den Leser

noch einmal auf die am Eingange des vorigen Paragraphen getroffene

Verabredung bezüglich der Funktion f{z) aufmerksam.

Den Ausgangsstreifen nennt man nach Klein einen Fiindanicntal-

hereich oder -räum für die Funktion f'{z). Auf die genaue Form und

Lage der Begrenzung desselben kommt es nicht an. So hätte mau

beispielsweise statt senkrechter auch beliebige parallele Geraden durch

die Punkte nco legen dürfen, vorausgesetzt nur, daß sie mit der durch

und CO selegten Geraden nicht zusammenfallen. Wesentlich ist
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dabei nur, daß ein Bereich angenommen wird, durch dessen Wieder-

holung vermöge der Transformation

z = s -\- na

der ganze Definitiousbereich der Funktion f{s) gerade einmal er-

halten wird.*)

Um die Eigenschaften der Funktion f{z) zu erforschen, bietet

sich als bequemstes Mittel die Methode der konformen Abbildung,

welcher wir uns jetzt zuwenden wollen.

Konforme Ahhüdimg des Periodenstreifens auf die volle Ebene. Durch

die Transformation —

«

ic = e

wird der Periodeustreifen ein-eindeutig auf die schlichte «--Ebene be-

zosren. Wir haben nämlich früher einmal die Transformation

iv = e^

eingehend erörtert (Kap. 6, § 15, sowie Kap. 8, § 1). Es ergab sich,

daß die Z-Ebene hierdurch auf eine unendlich vielblättrige Riemann-

sche Fläche mit Verzweigungspunkten in tv = 0, oo abgebildet Avird

und zwar so, daß der Streifen

0£Y<2%, Z=X + iY,

ein-eindeutig auf ein längs der positiven reellen Achse aufgeschnittenes

Blatt bezogen wird. Andererseits wird derselbe Streifen durch die

Transformation
CO ry

Im

in einen jener Periodenstreifen, — nehmen wir an, in den Anfangs-

streifen, — übergeführt.

Lassen wir jetzt den Punkt z aus dem Anfangs- in einen benach-

barten Streifen übertreten. Dabei rückt iv in ein zweites Blatt der

Riemannschen Fläche. Und nun entsprechen zwei übereinanderliegenden

Punkten dieser Fläche zwei zueinander kongruente Punkte der .e-Ebene.

Infolgedessen nimmt fiß), als Funktion von iv betrachtet:

f{ß) = 9)(m-),

in übereinander liegenden Punkten der verschiedenen Blätter gleiche

Werte an und erweist sich somit als eine eindeutige Funktion von w.

Des weiteren verhält sich gp(^f") im allgemeinen analytisch, indem

*) Die beiden Punkte oo des Streifens nehmen hierbei eine Sonderstellung

ein, indem sie zu keinem Punkte des Definitionsbereiches von f{z) führen.
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<p(n') in einem endlichen Punkte /f^ =H *^ höchstens einen Pol aufweist.

Dagegen kann einer oder auch beide der Punkte ic = 0, oo der Sitz

einer wesentlichen Singularität sein, es können sich ferner Pole in

der Nähe dieser Punkte häufen, so daß also eine isolierte wesentliche

Singularität zweiter Art zu Stande kommt.

Fig. 99.

Diese beiden Punkte w = 0, oo sind es gerade, welche dem un-

endlich fernen Bereiche des Periodenstreifens entsprechen, woraus nun

hervorleuchtet, weshalb es sich empfiehlt, diesen Bereich als zwei ge-

trennte Punkte aufzufassen, das Verhalten von f{z) im einen Ende

des Streifens bedingt nämlich keineswegs das Verhalten der Funktion

im anderen Ende.

Umgekehrt führen alle diejenigen eindeutigen Funktionen cp(^w),

"welche in der ganzen «f-Ebene, von den Punkten w = 0, oo höchstens

abgesehen, keine anderen singulären Punkte als Pole hal)en, auf Funk-

tionen f\z), welche sich im Endlichen bis auf Pole analytisch ver-

halten und die Periode co zulassen. Dabei braucht co jedoch keine

primitive Periode zu sein, und außerdem kann hier noch eine zweite

Periode co', wofür arc co' =1= arc co resp. arc co -{- tc ist, vorhanden sein.

Unter den eindeutigen analytischen Funktionen nehmfen die ratio-

nalen Funktionen eine besonders einfache Stellung ein. Untersuchen

wir daher jetzt, welche Eigenschaften der Funktion f(^z) zukommen,

wenn q>(ic) rational ist. In diesem Falle verhält sich (p{u'') auch in

den Punkten ic = 0, oo analytisch resp. hat (p{u'^ in einem oder in

beiden derselben einen Pol. Hiernach kann man sagen: Rückt z

längs eines beliebigen ganz im Periodenstreifen verlaufenden Weges

nach einer bestimmten Seite hin ins Unendliche, so nähert sich /'(^f)

dabei einem Grenzwerte oder aber /"(z) wird unendlich. Diese not-

wendige Bedingung ist offenbar auch hinreichend, falls sie für beide

Enden des Periodenstreifens erfüllt ist.

Osgood, Funktionentheorie. II. '21
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Definition. Nähert sich f{z) einem Grenzwerte C oder wird fiz)

unendlich, wenn z längs eines beliebigen ganz im Fundamentalraume

verlaufenden Weges nach einer bestimmten Seite hin ins Unendliche

rückt, so sagt man: f{z) nimmt den Wert C im betreffenden Ende

des Streifens an bezw. hat dort einen Pol; und man definiert die

Ordnung des Poles usw. für die Funktion f^z) als diejenige Zahl,

welche die Ordnung des Poles der zugehörigen Funktion (p{tv) im

entsprechenden Punkte darstellt. In jedem anderen Falle sagt man,

die Funktion f{0) hat im Endpunkte des Streifens einen wesentlichen

singulären PunM. Bleibt die Funktion bloß endlich in einem Ende

des Parallelstreifens, so kann sie dort keine wesentliche singulare

Stelle haben; sie nimmt dann notwendig einen bestimmten Wert

dort an.

Aufgabe. Man untersuche die Abbildung eines Periodenstreifens,

wenn dieser durch zwei parallele Gerade begrenzt wird, welche in-

dessen nicht senkrecht auf der Strecke (0, co) stehen. Insbesondere

soll dabei gezeigt werden, daß ein durch zwei Parallele zur Strecke

(0, (d) aus dem Streifen geschnittenes Parallelogramm in einen Kreis-

ring der yr-Ebene übergeführt wird, welcher längs einer logarith-

mischen Spirale aufgeschnitten ist.

§ 3. Behandlung der einfach periodischen Funktionen vermöge

konformer Abbildung ihres Fundamentalbereiches.

Im Anschluß an die Entwicklungen des vorhergehenden Para-

graphen, sowie des Paragraphen über rationale Funktionen, Kap. 7,

§ 10, erhält man eine Reihe von Sätzen betreffend einfach periodische

Funktionen, zu deren Betrachtung wir jetzt übergehen.*)

1. Satz. Hat eine einfach periodische FimUion f{z) keinen wesent-

lichen singiäären Piinlt im Fundamentalraume, so läßt sich f(z) als eine

JTti

rationale FunUion von e "" ^
darstellen, ivohei a eine (primitive oder

nicM-iyrimitive) Periode bedeutet:

f{z)=^p\e'" 'y

Wird f(z) hier ferner in keinem der leiden Endpunkte des Fun-

damentalstreifens nidl oder unendlich, so hat man:

*) Wir erinnern wieder au die zu Anfang des § 1 getroffene Vereinbarung

bezüglicli der Funktion f{z).
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Mi'-'-"-'")
Wird die Fnnliion hloß in leinem Endimnktc unendlich, so ivird

>n fij
j^

Hinsichtlich der Ausnahmefälle wird der Leser den Satz leicht

ergänzen können.

Wir fügen noch den folgenden Zusatz hinzu, dessen erster Teil

auch direkt bewiesen werden kann, da die Funktion ja in der ganzen

Ebene endlich bleibt.

Zusatz. Hat f{z) außerdem gar leinen Fol im ganzen Funda-

mentalraume, inkhisive der beiden Endimnläe, so ist f{z) eine Konstante.

Hat f{z) hloß in einem Endpunkte einen Pol, so ist f{z) eine ganze
2ni •2ni

rationale Funktion von e •" heztv. e "' .

2«/

Anstatt der Funktion e '" kann man tan - z ebenso gut zur
CO o

Darstellung einer periodischen Funktion verwenden, denn die beiden

Funktionen hängen ja linear voneinander ab:

2ä«

tan — if = — i'
2fti

e '" Vi
Im Falle (p{iv) keine anderen singulären Punkte als nur w = 0, oo

hat, kann man (p(iv) in eine Laurent sehe Reihe entwickeln, die für

die ganze Ebene außer dem Punkte ?r = gilt:

(1) (pitv)=- ^c„u-\5'.
n = — 00

Die entsprechende Funktion f(z) =- cp{w) läßt somit eine Entwicklung

von der Form zu: ^ 2«,-

(2)
•

f{z) =2c/ - '.

n = — x

Ersetzt man hier die Exponentialfunktion durch trigonometrische

Funktionen, so erhält man für f\z) eine Entwicklung in eine Fourier-

sche Reihe:
27*
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(3)

Dabei ist

/(^) = ^ («« COS n~^ z^ \ sin n

c„ + c_,„ &^, = i(;c„-c_„).

Daß die beiden Reihen

(4) ^a^ cos w
n =

2jr ^^ 27r
Sin n — z.

in jedem Punkte der i'-Ebene absolut, sowie in jedem endlichen Be-

reiche der Ebene gleichmäßig konvergieren, beweist man ohne Schwierig-

keit auf Grund der Relationen:

c„
I

< MR-",
I

c_„ < mr", n ^ 0,

wo I{, r beliebig groß bezw. klein angenommen werden dürfen, und

M, m von n nicht abhängen; ferner gelten wegen

cos ^ =
e-* + e'

sin ^

ß,i

2^

die Relationen

cos^l^e^'', [sin ^1 ^ el''i, ^=t,-{-rji.

Denn es ist

|e'^-'' + c-^' + ''

;

^ß-"? + e'-' = e!''l -fe"!''! ^2eiK

Man kann den Beweis entweder direkt für die Punkte der ^-Ebene

oder auch unter Benutzung der Reihensätze von Kap. 7, § 12 für die

entsprechenden Punkte der w-Ehene führen.

Der Einfachheit halber haben wir vorausgesetzt, daß q){tv) keine

anderen singulären Punkte im Endlichen als nur den einen tv =
hat. Dem entspricht, daß /"(^j gar keine singulären Punkte im End-

lichen hat. Wir wollen jetzt eine beliebige

Funktion f{2) mit der Periode co betrachten. Sei

ABCD ein Parallelogramm, welches durch zwei

Parallele zur Strecke (0, o) aus dem Funda-

mentalraume der Funktion herausgeschnitten wird

und höchstens auf den Seiten AB, CD Pole von

f{z) enthält. Das konforme Abbild dieses Be-

reiches in der «'-Ebene ist ein Kreisring, in

welchem nun die Laurent sehe Entwicklung (1)

für die transformierte Funktion gilt. Daher läßt

sich f{z) durch die Reihe (2j oder (3) im Parallelogramme darstellen.

Diese Reihen konvergieren absolut für jeden auf keiner der Seiten

AB, CD gelegenen Punkt des Parallelogramms, sie konvergieren

andererseits gleichmäßig in jedem Teile des Parallelogramms, der nur

Fig. 100.
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keinen Punkt jener Seiten am Rande enthält. Dagegen läßt sich (3)

im allgemeinen nicht in die beiden Reihen (4) spalten. Damit näm-

lich die Reihenentwicklung

(5) f(^z) = ^ a„ cos n -^ ^ +^ K »i" »
^J"

^

n = H = 1

ZU Stande komme, ist notwendig und hinreichend, dali das obige

Parallelogramm die Strecke (0, cd) im Innern enthalte. In der Tat

sei 3 = a ein Punkt, wofür eine dieser Reihen konvergiert, und man

setze

a = u + P «

.

CO
'

Dann zeigt man im Anschluß an das in Kap. 7, § 12, Anfang, ver-

wendete Verfahren, daß diese Reihe in allen Punkten z, wo

^- z = t, + r, i und \ri\<\ß\

ist, absolut, sowie ferner in jedem Bereiche, für dessen Punkte

hl^./3|-/', 0<h<\ß\,
ist, gleichmäßig konvergiert.

Fassen wir diese Ergebnisse in einen Satz zusammen:

2. Satz. Hat eine FunMion f(z) eine primitive oder nicht-

primitive Periode a, so läßt sich f'{z) in eine Reihe von der Form,

entivickeln

:

7i = — ac 7* =

Dabei konvergiert die Eeihe absolut und stellt die Fiuiktion dar, so

lange z im Innern eines durch zivei Parallele zur Strecke (0, o) be-

grenzten, keinen Pol von f\z) enthaltenden Streifens liegt. In jedem

abgeschlossenen, ganz innerhalb des Streifens gelegenen Bereiche*) kon-

vergiert die Reihe außerdem noch gleichmäßig.

Enthält der Streifen insbesondere die Strecke (0, a), so kann die

letzte Reihe in zwei Fouriersche Reihen zerlegt werden:

« = " = 1

*) Allgemeiner darf sich dieser Bereich noch ins Unendliche erstrecken,

vorausgesetzt nur, daß der Abstand seiner Punkte von den Kandpunkten des

Streifens eine positive untere Grenze hat.



408 ni, 10. Periodische Funktionen.

Letztere ReiJien Iconvergieren beide absolut und gleichmäßig in jedem

Farallelstreifen, dessen Ränder beide innerhalb des obigen Streifens liegen

nnd außerdem noch vom PunJäe z = gleich entfernt sind. Dagegen

divergiert mindestens eine der Reihen in jadem PunJcte, dessen Ent-

fernung von der durch die Punkte ^ = 0, ö bestimmten Geraden die

geringste Entfernung eines Poles der Funktion f{z) von derselben

übersteigt.

Aus den voraufgelienden Entwicklungen entspringt der Satz, daß

eine reelle Funktion f{x) mit einer reellen Periode to durch eine

Fouri ersehe Reihe (3) oder (5) dargestellt werden kann, vorausgesetzt

nur, daß f{oc) in jedem Punkte x = x^ nach dem Taylorschen
Lehrsatze entwickelt werden kann. In der Tat wird dann die Länge

des wahren Konvergenzintervalls für die Potenzreihenentwicklung der

Funktion im Punkte x^^ eine positive untere Grenze K haben, wenn
diesem Punkte alle reellen Werte anzunehmen gestattet wird. Dem-
gemäß läßt sich eine komplexe Funktion f{z) auf Grund jener Potenz-

reihenentwicklungen in denjenigen Punkten z = x -\- yi der Ebene,

wofür
y <K

ist, derart definieren, daß sich f{z) im genannten Bereiche analytisch

verhält und überdies längs der reellen Ache mit f{x) übereinstimmt.

Fernerhin wird f{z) die Periode « zulassen; denn die beiden im be-

wußten Bereiche analytischen Funktionen f{z), fiz + «) stimmen ja

längs der reellen Achse miteinander überein. Hiermit wird die Funk-

tion /"u) der obigen Behandlungsweise zugänglich, woraus dann die

Richtigkeit des in Rede stehenden Satzes erhellt. Wir können also

sagen:

3. Satz. Jede reelle Funktion f(x) der reellen Varidbelen x, welche

sich für jeden Wert von x nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickeln

läßt und außerdem noch eine reelle Periode a hat, kann durch eine

Fouriersche Reihe dargestellt iverden:

fi^) = ^«« cos n^x +^ b„ sin
2«

n — X.

Hier konvergiert die Reihe gleichmäßig für alle Werte von x und läßt

sich überdies beliebig oft gliedweise differentiieren , wobei auch die ab-

geleiteten Reihen für alle Werte von x gleichmäßig konvergieren.

Fahren wir jetzt fort, indem wir weitere Sätze betreffend Funk-

tionen, wie sie nach der Vereinbarung von § 1 hier betrachtet werden,

aussprechen.



§ 3. Behandlung der einfach periodischen Funktionen vermöge konf. Abbild. 4(j9

4. Satz. Hat die einfach periodisdie Funktion f{z) keinen weseni-

lic/ie)f singulüren Punkt im Fundanwntdlmunie , so nimmt f{z) jeden

Wert gerade so oft dort an, nie die Anzahl der Pole anzeigt.

5. Satz. Haben zwei einfach periodische Funktionen f^(z), f^iz)

eine gemeinsame Pe)iode w nnd hat ferner keine der Fimktionoi eine

wesentliche singtdäre Stelle in ihren Fundamentalstreifen, so werden sie

durch eine cdgehraische Gleichung miteinander verknüpft:

ivohei G ein irreduzibeles Polynom bedeutet und die algebraische Kurve

G{w, z) = im übrigen vom Geschlechte ist.

1. Zusatz. Hat insbesondere die Funktion f2{z) nur einen Pol

erster Ordnung in dem der Periode a entsprechenden Periodenstreifen,

so ist dieser Streifen für sie ein primitiver, imd /j (^) läßt sich außer-

dem rational durch /ö (z) darstellen.

2. Zusatz. Jede einfach periodische Funktion f{z), die keine

ivesentliche singulare Stelle im Fundamentalraume hat, genügt einer

algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher z nicht

explizite vorkommt:

Gin^), /(^)] = o.

Dabei ist die algebraische Kurve G{W, Z) vom Geschleciite U.

6. Satz. Hat die einfach periodische Funktion f{z) keine wesent-

liche singulare Stelle im Periodenstreifen, so sind die drei Funktionen

wo z^, Z.2 zwei unabhängige Variabelen bedeuten, durch eine algelrraische

Gleichung verknüpft, deren Koeffizienten von z^, z.^ nicht abhängen:

Man sagt: die Funktion f{z) besitze ein algebraisches Ädditions-

theorem.

Der Beweis dieser Sätze erfolgt durch die Darstellung der jeweils

-"'

.

auftretenden Funktionen mittels rationaler Funktionen von n- = e '"
,

unter Heranziehung des Satzes, daß eine rationale Kurve (d. h. eine

Kurve, deren Koordinaten sich beide rational durch einen Parameter

darstellen lassen) stets vom Geschlechte Xull ist, und umgekehrt.

Nur beim 1. Zusätze brauchen wir vielleicht noch etwas näher auf

den Beweis einzugehen. Wäre da (? [ W, Z] vom Grade n > 1 in W,

so würden ein und demselben Werte von Z, und somit auch von z
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verschiedene Werte W entsprecheD, was eben gegen die Voraussetzung

verstößt, daß /'i(^)
eindeutig ist.

Aufgabe. Man zeige, daß weder ein Polynom noch eine ratio-

nale Funktion periodisch sein kann.

§ 4. Direkte Behandlung der einfach periodischen Funktionen.

Die Sätze des vorhergehenden Paragraphen lassen sich auch direkt

auf dem Substrat des Pei'iodenstreifens, also ohne Benutzung einer

Abbildung dieses Streifens herleiten. Zu dem Zwecke stellen wir den

folgenden Satz an die Spitze:

Satz. Sei f'(z) eine einfach periodische FunMion , die im Funda-

mentalraume nur eine endliche Anzahl von Polen hat und überdies in

jedem Endpunkte derselben endlicJt, bleibt oder aber unendlich wird.

Dann läßt sich f{z) rational durcJi

2ni
2

w = e '"

ausdrücken.

Wir wollen zunächst annehmen, daß f{z) in beiden Endpunkten

des Periodenstreifens endlich bleibt. Dami läßt sich f{z), wie sogleich

bewiesen werden soll, in der Umgebung eines Poles durch die Formel:

darstellen, wobei sich q) (z) im Punkte a analytisch verhält. In

der Tat überzeugt man sich ohne Schwierigkeit, daß zunächst A^^^ so

bestimmt werden kann, daß die Differenz

f{^)

\e f — e f" )

höchstens einen Pol (w — l)-ter Ordnung in a hat. Verfährt man

dann mit letzterer Funktion wieder ebenso, wie vorhin mit f{z), und

wiederholt man den Schritt genügend oft, so gelangt man schließlich

zu der in Aussicht gestellten Darstellung. Im übrigen machen wir

noch darauf aufmerksam, daß obige Summe in beiden Endpunkten

des Periodenstreifens endlich bleibt, sowie ferner, daß sie die Periode gj

zuläßt.

Um nunmehr den Hauptsatz zu begründen, bilde man die be-

wußte Summe für jeden im Fundamentalraume belegenen Pol von

(Z^) und ziehe dann die Summe aller dieser Funktionen von fiz) ab.
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Hierdurch erwächst eine Funktion, welche in der ranzen erweiterten

^-Ebene, sofern sie noch in den Polen von f\z) passend definiert

wird, analytisch ist. Darum ist sie eine Konstante, womit denn der

Beweis des Satzes unter der genannten Einschränkung erbracht ist.

Wird f\z) dagegen in einem oder auch in beiden Endpunkten

des Periodenstreifens unendlich, so braucht man nur eine Funktion

einzuführen, welche bei geeigneter Wahl der Koeffizienten a, . . . d

dort endlich bleibt. Alsdann läßt sich F{z) nach dem Vorhergehenden
2 71 /

rational durch e~^' ausdrücken, und daher gilt der Satz allgemein.

In einem Endpunkte des Streifens, in welchem f(2) endlich bleibt,

nähert sich f\z) übrigens einem Grenzwerte.

Aus diesem Satze ergeben sich alle Sätze von § 3 mit Ausnahme

der Reihensätze, zu denen wir uns zuletzt noch wenden.

Die Heihenentwicklung. Sei z ein Punkt des Fundamentalraums,

in welchem f\z) sich analytisch verhält, und man umgebe z mit einem

Bereiche S, der weder im Innern noch am Rande C einen Pol von

f{z) enthält. Dann kann man der Cauchy sehen Integralformel fol-

gende Gestalt geben:
f{t)dt

V e <» —1

wobei also der Integrand sowohl in Bezug auf t als auf z die Periode co

zuläßt. In der Tat hat der Integrand bloß einen einzigen Pol in S,

namentlich im Punkte t = z, und zwar hat das Residuum dort, wie

man sofort nachrechnet, den Wert (of{ß).

Um nun die Reihenentwicklung aus diesem Integrale herzuleiten,

fasse man das Parallelogramm ABCD, § 3, ins Auge, wobei jetzt auch

die Seiten AB und CD singularitätenfrei sein sollen. Erstreckt man

das Integral über den Rand dieses Bereiches, so heben sich die von

den Seiten DC, DA herrührenden Bestandteile gegenseitig auf. Für

die eine der übrigen Seiten wird man dann die Funktion

2ni ,

nach aufsteigenden, für die andere nach absteigenden Potenzen von

e~^'^
~^'

entwickeln, vergleiche die im vorigen Paragraphen verwen-

deten Abschätzungen für |sin^|, |cos2;|. Jetzt bleibt nur noch übrig.
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die daraus entspringende Reihenentwicklung des Integranden glied-

weise zu integrieren.

Wir bemerken noch, daß wir es bei der voraufgehenden Unter-

suchung nicht nötig hatten, den Periodenstreifen überhaupt zu ver-

lassen, iudem wir uns des Theorems von § 8 bedienen.

§ 5. Doppeltperiodisclie Funktionen.

Sei f(s) eine doppeltperiodische Funktion, die keine anderen

Singularitäten im Endlichen als Pole hat, und seien gj, a ein primi-

tives Periodenpaar derselben *) Dementsprechend teile man die Ebene

in ein Periodenparallelogrammnetz ein, wie in § 1 des näheren aus-

einandergesetzt wurde. Dann -nimmt die Funktion f(^z) den ganzen

Vorrat ihrer Werte bereits in einem dieser Parallelogramme an, welches

damit zu einem Fundamentalbereiche der Funktion wird.

1. Satz. Hat f{z) keinen Fol im Periodenparallelogramm, so ist

f{z) eine Konstante.

Denn f{z) verhält sich dann in der ganzen eigentlichen Ebene

analytisch und bleibt endlich im Punkte z = c».**)

Weitere Eigenschaften der Funktion f{s) werden durch die Me-

thode des Herumintegrierens erschlossen. Vor allem machen wir dar-

auf aufmerksam, daß die genaue Lage des Periodennetzes belanglos

ist, dasselbe kann offenbar einer beliebigen Parallelverschiebung unter-

worfen werden, ohne dessen Grundeigenschaft bezüglich der Periodizität

von f{z) verlustig zu gehen. Auch brauchen die Seiten nicht einmal

geradlinig angenommen zu werden, nur müssen je gegenüberliegende

Seiten einander kongruent sein, und der Rand darf sich auch nicht

überschneiden.

Fundamentalsatz. Das Integral

ff̂f{z)dz,

längs des Bandes eines Periodenparallelogramms MnerstrecJct , hat den

Wert null.

*) Solche Funktionen werden auch wohl elliptische Funldionen genannt.

Im übrigen rühren die folgenden Entwicklungen zum großen Teile von Liouville
her; Vorlesung vom Jahre 1847, herausgegeben von Borchardt, Journal für

Mathematik, 88 (1879), S. 277; Liouville, Comptes Eenchts 62 (1851), S. 450.

**) Diesen Satz haben wir sowohl wegen seiner Wichtigkeit als auch wegen

der Einfachheit seines Beweises an die Spitze gestellt. Er ist indessen im 4. Satze

enthalten, darum wird der systematischen Entwicklung unseres Gegenstandes,

welche doch alles aus dem Fundamentalsatze herleiten will, kein Abbruch getan.
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Jn der Tat wird der Beitra«»' von der Seite des Parallelogramms:

den Wert
1

cjjf(zQ+ cot) dt

haben, während die gegenüberliegende Seite:

z = Zq-\- a -[- (>:)t, O^^^l,
den Beitrag

oj //"(^o + ^'
'^ at) dt

1

liefert. Wegen der Periodizität der Funktion f{z) ist nun

fi^O+ (o'+03t)=f(ZQ+ cot),

und darum heben sich die beiden Integrale gegenseitig auf. Ähn-

liches trilt auch für die beiden anderen Seiten. — Sollte insbesondere

ein Pol gerade am Rande liegen, so wird man das Parallelograramnetz

vorab durch ein anderes ersetzen, wofür dies nicht zutrifft.

Aus dem Fundamentalsatze geht eine Reihe von Sätzen über doppelt-

periodische Funktionen hervor, womit wir uns jetzt beschäftigen wollen.

2. Satz. Die Summe der Residuen von f{z) im Periodenparallelo-

gramm ist gleich null.

Diese Summe ist nämlich gleich dem Integral

^i//W2,
^''

erstreckt über den Rand des Parallelogramms, sofern /(V) keinen Pol

auf dem Rande des Parallelogramms hat, und verschwindet also nach

dem Fundameutalsatze.

Im Ausnahmefalle wird man das Parallelogramm zunächst durch

ein benachbartes ersetzen, welches keinen Pol auf seinem Rande ent-

hält. Dann gilt der Satz für das neue Parallelogramm. Soll dies nun

auch für das alte zutreffen, so wird man vorerst festsetzen müssen,

daß etwa die Punkte
z,+ co't, 0<t<l;
z^+ot, 0<t<\,

zum Parallelogramm gerechnet werden, während die übrigen Punkte

des Randes es nicht werden. Alsdann gilt der Satz ausnahmslos für

alle Fälle.

Letztere Vereinbarung bezüglich der Randpunkte des Parallelo-

gramms soll übrigens fortan festgehalten werden.
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Aus diesem Satze ergeben sich nun weiter die folgenden Sätze.

3. Satz. Hat die Funktion f[z) höchstens einen Fol erster Ordnung

im Periodenparallelogramm, so ist f{z) eine Konstante.

Hier läßt sich f{z) in der Form schreiben:

/W-ri-a + ^W'
WO ff iß) im ganzen Parallelogramm analytisch ist und am Rande des-

selben stetig bleibt. Die Summe der Residuen beträgt also bloß ^-1.

Darum verschwindet A, und f{z) erweist sich somit als ausnahmslos

analytisch im Parallelogramm, folglich ist f{z) eine Konstante.

4. Satz. Die Funktion f{z) nimmt jeden Wert gleich oft im Paral-

lelogramm an, sofern f{z) keine Konstante ist, und zwar m, mal, ivo m
die Gesamtzahl der Pole ist

Daß f(z) zunächst gerade so viele Nullpunkte als Pole im Perioden-

parallelogramm aufweist, erkennt man aus dem 3. Satze von Kap. 7,

§ 11; denn die Funktion f\z)/f(z) ist im vorliegenden Fall doppelt-

periodisch, und darum verschwindet das Integral derselben, über den

Rand des Periodenparallelogramms erstreckt. Bildet man jetzt die

Funktion

F(z) = fiz)-C,

und wendet man das soeben erhaltene Resultat darauf an, so ergibt

sich allgemein der Beweis des Satzes.

5. Satz. Liegen die Nullpunkte und die Pole der Funktion f(z)

in den Punkten «i, . • . «„ beziv. ßi, . . . ß„ des Periodenparallelogramms,

so ist
» "

^ a. —^ ßi ^ (mod co, co').

/ = 1 (=1

Der Satz ist schon, deshalb bemerkenswert, weil er eine für die

doppeltperiodischen Funktionen bestehende Bedingung enthält, wo-

für bei den einfach periodischen Funktionen, sowie früher auch bei

den rationalen Funktionen kein Vorbild existiert. Wir durften näm-

lich bei der Bildung einer rationalen, sowie einer einfach periodischen,

keine wesentliche singulare Stelle im Periodenstreifen aufweisenden

Funktion, die Nullpunkte und die Pole anlegen, wo es uns beliebte,

vorausgesetzt nur, daß die Gesamtzahl beider die nämliche war. Jetzt

wird dieser Willkür eine Einschränkung auferlegt. Wir dürfen nur

2n — 1 von diesen 2 w Punkten beliebig annehmen, der letzte wird

dann durch die anderen mit bestimmt.

Zum Beweise braucht man bloß die Summe der Residuen der

Funktion
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m
im Periodenparallelogramra zu berechnen. In einem Nullpunkte oder

Pole hat das Residuum den Wert cc^ bezw. — /3-. Die Summe der

Residuen für das ganze Periodenparallelogramm bildet also die linke

Seite der zu beweisenden Kongruenz. Andererseits wird uum das

Integral

J_ f zf'{z)d2

2 7tiJ f{z)

über den ganzen Rand des Parallelogramms erstrecken. Wie eine kurze

Rechnung zeigt, liefern die Seiten

zusammengenommen den Beitrag:

1

ÜJ / (o'f'(ZQ-\-Oit) -,, «1 /•/
, J\ 1^ ' '

-2.7J /(.: + .t)
^^--

2ni ^"g f^'^ -\-o^t)\^^mco,

wo m eine ganze Zahl ist. Ebenso ergeben die beiden anderen Seiten

den Wert mm, womit dann der Satz bewiesen ist.

Zusatz. Ximmt f{z) einen heliehigen Wert C in den Punkten

Vi} • • • Yn ^^^ Parallelogramms an, so ist

n n

^Yi —^ßi = (mod. CO, a').
1=1 / =

1

6. Satz. Nahen die Fnnliionen f{z), cp (ß) ein (jemeinsames Periodm-

parallelogramm, so sind dieselben durch eine irreduzibele algebraische Glei-

chung miteinander verknüpft:

G^[9'(^), /'(^)] = 0.

Indem wir

(1) W-^q>{z), Z = f{z),

setzen, entsprechen einem willkürlichen Werte von Z im allgemeinen n

verschiedene Punkte des Periodenparallelogramms. Eine Ausnahme tritt

nur dann ein, wenn f'{z) verschwindet. Wir wollen die im Parallelo-

gramm belegenen Wurzeln letzterer Funktion:

f'{z) = 0, 2 = Ol, . . . a^,

sowie die entsprechenden Punkte der Z- Ebene:

aufzeichnen. Im übrigen seien z ^b^, . . .b^ die im Parallelogramm
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befindlichen Pole von f(z) und (p{z), und man markiere noch die

Punkte
Z^B, = f{h,), ^• = l,...^.

Jetzt knüpfen wir an den 1. Satz von Kap. 8, § 14 an, indem wir

konstatieren, a) daß jedem Werte Z' von Z mit Ausnahme von A^, B^

w Werte von "PF" entsprechen*) 5 b) daß in der Nähe von Z' diese n Funk-

tionswerte zu n, je im Punkte Z' analytischen Funktionen zusammen-

gefaßt werden können, wodurch dann auch der ganze Vorrat von

TT-Werten gerade erschöpft wird; c) daß die Ausnahmepunkte A^, B.

höchstens Verzweigungspunkte und Pole bilden, wobei ferner die Funk-

tion in ersteren entweder endlich bleibt oder aber unendlich wird; und

endlich d) daß sich jeder Zweig der Funktion W in jeden anderen

durch analytische Fortsetzung überführen läßt.

Der Beweis von a) ist bereits erbracht. Um b) darzutun, be-

achten wir, daß dem Punkte Z' n getrennte Punkte des Perioden-

parallelogramms entsprechen, in deren jedem f'(g)=^0 ist; darum wird

die Umgebung eines jeden derselben ein -eindeutig und konform auf

die Umgebung von Z' bezogen, wo sich dann W seinerseits, als Funk-

tion von Z betrachtet, analytisch verhält. Des weiteren folgt c) daraus,

daß in der Umgebung eines Ausnahmepunktes die Wertepaare
( W, Z)

auf Grund der Beziehungen (1) durch eine oder mehrere Parameter-

darstellungen von der Art, wie sie in Kap. 8, § 13 betrachtet wurden,

je gerade einmal zum Ausdruck gelangen. Was endlich d) anbetrifft,

so darf man vor allem annehmen, daß die Definitionsbereiche der bei-

den Zweige bereits übereinander greifen, denn dies ist ja stets durch

analytische Fortsetzung des einen Zweiges zu erreichen. Sei also

Zq=^A;, Bj ein innerer Punkt des gemeinsamen Gebiets, und seien 0^, s.^

die Punkte des Parallelogramms, deren Umgebungen diese Zweige in

der Nähe von Z^ vermöge (Ij liefern. Dann kann man z^ und ^^

mittels einer solchen, durch keinen der Punkte a^, hj gehenden Kurve

miteinander verbinden, welche der Variabelen Z vermöge (1) einen

Weg in der Z- Ebene anweist, derart, daß der eine jener Zweige in

den anderen derselben längs ihrer analytisch fortgesetzt werden kann.

Hiermit ist der Beweis im allgemeinen Falle fertig. Das Poly-

nom G{W, Z) steigt bis zum Grade n in TFan. Im besonderen können

jedoch mehrere Bestimmungen von W in allen Punkten Z miteinander

*) Im allgemeinen werden diese Werte voneinander verschieden sein. Be-

schränken wir uns also vorläufig auf diesen Fall, um die nötige Ergänzung dann
am Schlüsse des Beweises zu erbringen.
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zusammeutallen, wie das Beispiel q)(z)=f(z) zeigt. Sei also Zq ^ A^, iJj

ein beliebiger Wert von Z, und seien

W,^F,(Z),..., W„ = F^{Z)

die n Bestimmungen von W, welche in der Nähe von Zq aus (1)

entspringen. Dann fallen diese Funktionen zu je /•; zusammen, und

man überzeugt sich mit leichter Mühe, daß, wenn man nur eine

Funktion aus jedem Systeme beibehält, ein irreduzibeles algebraisches

Gebilde, G{^\V, Z) = 0, sich ergibt, wobei W bis zum Grade m = «//.•

ansteigt.

Zusatz. Jede doppeltperiodisclie Funktion f(z) genügt einer al-

gehraischen Differenticdgleichung erster Ordnung, in welcher die unah-

hängige Variahele nicld explizite vorlommt:

G\f'(z),f(z)] = 0.

Hierbei hat das algebraische Gebilde G[W, Z]=-0 das Geschlecht 1.

Briot und Bouquet*) haben die ganze Klasse von algebraischen

Differentialgleichungen

:

auf die Existenz eines eindeutigen Integrals tv = f(/) hin untersucht.

Es hat sich dabei ergeben, daß im Falle p = 0, wo p das Geschlecht

des algebraischen Gebildes G^JV, Z] = bedeutet, die Funktion /'(z)

entweder eine rationale Funktion von z oder aber eine rationale

Funktion von e"' sein muß. Ist dagegen p = l, so muß f{z) eine

doppeltperiodische Funktion von z sein. Darnach ist das Geschlecht

des im Zusätze auftretenden algebraischen Gebildes G[W,Z^ = not-

wendig gleich 1.

Aufgabe. Man beweise folgende Sätze:

a) Haben die doppeltperiodischen Funktionen f(z) und (p\zt

gleiche Perioden und stimmen ihre Hauptteile in jedem im Perioden-

parallelogi-amm belegenen Pole miteinander überein, so ist

<p{z) = f(z) -fKonst.

b) Haben die doppeltperiodischen Funktionen f{z) und g)(^)

gleiche Perioden und fallen die Nullpunkte und Pole der einen Funk-

tion, jeden auch seiner Multiplizität nach gerechnet, bezw. mit den

Nullpunkten und Polen der anderen Funktion zusammen, so ist

(p{z) = Cf(z).

Theorie des fonctions elliptiques, 2. Aufl.. 187.^, livre V.
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c) Hat f{z) nur zwei Pole in einem Periodenparallelogramm, so

müssen die entsprechenden Perioden ein primitives Periodenpaar bilden.

d) Haben die doppeltperiodischen Funktionen fiz) und (p{z) nur

zwei Pole im Periodenparallelogramm und fällt außerdem jeder Pol der

einer Funktion mit einem Pole der anderen Funktion zusammen, so

ist

q^{z) = Cf{z)^-C'.

§ 6. Über doppeltperiodische Funktionen zweiter Ordnung,

Unter der Ordnung einer doppeltperiodischen Funktion versteht

man die Gesamtzahl der im Periodenparallelogramm belegenen Pole.

Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist eine doppeltperiodische

Funktion 0-ter Ordnung eine Konstante, und eine erster Ordnung gibt

es nicht. Einer zweiter Ordnung sind wir dagetjen bereits einmal

begegnet, und zwar war das die zum elliptischen Integrale

J y(i-

inverse Funktion (vergl. Kap. 9, § 6)

IV = sin am s = sn s.

Daß es nun allgemein zu jedem beliebigen Periodenparallelogramm

doppeltperiodische Funktionen sowohl mit zwei einfachen getrennten

Polen als auch mit einem einzigen Pole zweiter Ordnung gibt, wird

im nachfolgenden Kapitel gezeigt.

Sei also f{z) eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung

mit getrennten, in den Punkten ß^, ß^ des Periodenparallelogramms ge-

legenen Polen. Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, daß

der Punkt ^ = in den Mittelpunkt der Strecke (ß^ , ß^ verlegt ist,

was ja durch die Transformation

z'= z— c stets zu erreichen ist. Ferner

soll das Periodenparallelogramm so

genommen werden, daß der Punkt

z = den Mittelpunkt desselben bil-

det. Dann überzeugt man sich leicht,

Fig. 101. mit Rücksicht auf die Festsetzung

von § 5 bezüglich der Randpunkte

des Parallelogramms, daß keiner der Punkte ß^, ß.2 auf dem Rande des-

selben liegen kann. Nach dem 5. Satze desselben Paragraphen hat

man also, da
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ßi + ß. -
ist:

«j +«2^0 (luod (o, co'

)

und zwar wird stets «^ + «g = ^^ sein, sofern nicht gerade einer und

daher auch beide der Nullpunkte a auf dem Rande des Parallelogramms

liegen. Ferner wird noch die Summe der beiden Punkte, in denen

/(^) einen beliebigen Wert annimmt, im allgemeinen gleich sein,

§ 5, Zusatz des 5. Satzes. Nun heißt das aber geometrisch nichts an-

dei'es, als daß die Punkte des Parallelogramms, in welchen f(2) den

Wert C annimmt, in Bezug auf den Mittelpunkt 2 = desselben sym-

metrisch liegen. Demgemäß ist allgemein

d. h. f\2) ist eine gerade Funktion. Da die Ableitung einer geraden

Funktion ungerade ist, so hat man ferner:

f\2) = -f'i-z).

Im übrigen hat f'iß) einen Pol zweiter Ordnung in jedem der Punkte

ßi, ß.^, und zwar fehlt der lineare Term im Hauptteil desselben; sonst

verhält sich /'(/) analytisch im Periodenparallelogramm. Hiermit er-

weist sich f'(2) als von der vierten Ordnung.

Auf Grund dieser Relationen lassen sich auch die Nullpunkte

von /"(^) leicht bestimmen. Im Punkte z = verhält sich /'(-?) ana-

Ivtisch, und da überdies

r(0) = -r(0)

ist, so ist ^ = eine Wurzel von f"(z). Des weiteren verhält sich

f"{z) im Randpunkte z=l-(o analytisch, und da nun

f'(x a) = - /•'(-
-i- «) = - f'((o - 4- (o) = - /"(i cj)

ist, so folgt, daß z = -l;a eine zw-eite Wurzel von f"(z) ist. In ähn-

licher Weise findet man, daß f'{z) in s = ^co', ^w+Va' verschwindet.

Hiermit sind alle vier Wurzeln von f"{z) ermittelt.

Jetzt wollen wir die Form der Differentialgleichung für f(z):

erforschen. Setzt man

Z = f(z), W^f'iz),

so kann mau ohne weiteres folgende Schlüsse ziehen:

a ) jedem Werte von Z entsprechen zwei im aUgemeinen getrennte

Werte von IF;

b) diese beiden Werte von ^V sind einander entgegengesetzt

gleich

:

< I s g o n (1 , Funktionentheorie. II. 28
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c) jedem Werte von W entsprecheu höchstens vier getrennte

Werte von Z-

d) W und Z werden gleichzeitig unendlich.

Aus a) und c) geht hervor, daß

G[W,Z]^A, (Z)W + Ä, (Z) TF+ A, {Z)

ist, wobei A^ ein Polynom höchstens vom vierten Grade in Z ist. Wegen
d) reduziert sich A^ (Z) auf eine Konstante, und wegen b) verschwindet

A^ identisch. Nun weiß man aber bereits die Werte von s, wofür

/"(.?) verschwindet:

außerdem nimmt /"(V) den gleichen Wert in zwei von diesen Punkten

niemals an, da /'(V) in jedem derselben den jeweiligen Wert bereits

zweimal annimmt. Daher muß A^ wirklich vom vierten Grade sein,

und wir finden nunmehr:

Die Funktion f{z) ist nichts anders als die zum elliptischen Integrale

dZ

-Lyc{z-z,) (z-z,) (z- z,) (z- Z3)

inverse Funliion Z{z):

Z^f(z).

Durch eine geeignete lineare Transformation von Z läßt sich

dieses Integral noch auf die Jaco bische Normalform:

/
dt

i/(i-^*)(i-Ä*n

bringen. Es wird nämlich in der Theorie der binären Formen ge-

zeigt, daß zwei beliebige binäre quadratische Formen, deren vier

Wurzeln alle getrennt liegen, zu einer quadratischen Form Anlaß

geben, deren beide Wurzeln die Wurzeln der einen, sowie diejenigen

der anderen vorgelegten Formen harmonisch teilen. Faßt man daher

die vier Punkte Zq, . . . Z^ zu Paaren zusammen und sucht man dann

das entsprechende Punktepaar, so bi-aucht man letztere Punkte nur

noch durch eine geeignete lineare Transformation in die Punkte ^= 0, 00

überzuführen, um jene Normalform des Integrals zu erzielen.

In ähnlicher Weise verfährt man auch mit denjenigen Funktionen

zweiter Ordnung, die bloß einen einzigen Pol haben. Da ergibt sich,
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daß eine solche Funktion ebenfalls einer DiHei-pntialL'leioliniiir von der

Form genügt:

wobei aber jetzt G ein Polynom dritten Grades mit getrennten linearen

Faktoren bedeutet. In beiden Fällen hat die der algebraischen Glei-

chung 6r[ir, Z] = entsprechende Riemannsche Fläche zwei Blätter,

welche in vier Verzweignngspunkten zusammenhängen. Im übrigen

läßt sich die eine Form der Gleichung ein-eindeutig in die andere

transformieren, da beide ja auf die Normalform

gebracht werden können.

Konforme AbhihhoKj des I*criodenparallrlo(jr(unms (nif eine zivei-

hlättri'je Fläche. Durch die Funktion

Z = f{z)

wird das Periodenparallelogramm, wie wir jetzt beweisen wollen, ein-

eindeutig und im allgemeinen konform auf eine zweiblättrige Rie-

mannsche Fläche mit vier Verzweigungspunkten abgebildet. Dabei

geht der Rand des Parallelogramms in eine geschlossene, die Fläche

nicht zerstückelnde Kurve mit einem Doppelpunkte über. Wir Avollen

uns wieder auf Funktionen fiz) mit zwei getrennten Polen beschränken

und im übrigen alle die früheren Festsetzungen bezüglich derselben

noch beibehalten.

Indem wir an den Abbildungssatz von Kap. S, § ö anknüi)fen,

zerlegen wir das Periodenparallelogramm vorab in vier ähnliche Paral-

lelogramme und beginnen mit einem davon, dem Bereich /, welcher

keinen Pol enthalten möge. Im anderen Falle wird man vom Be-

reiche II ausgehen; sollte endlich ein Pol auf der punktierten Be-

grenzung von / liegen, so braucht man nur den Rand des Perioden-

Parallelogramms in geeigneter Weise zu verbiegen. Da f{z) gerade ist,

so nimmt diese Funktion jeden ihr in I zukommenden Wert zum

zweiten Male im Bereiche III an. Hieraus folgt nun insbesondere,

daß sie den nämlichen Wert in zwei getrennten Randpunkten von /

niemals annimmt. Wir sehen also, daß die Funktion Z = f{z) allen

Anforderungen jenes Abbildungssatzes im Bereiche I genügt, und dar-

um bildet sie diesen Bereich ein-eindeutig und konform auf ein end-

liches Stück T der Z-Ebene ab. Dabei besteht der Rand von I'

aus einer regulären Kurve, C, welche in den vier Punkten:

z.=mu z.=f{X), ^.
-/•(''

t")- ^»-/-(t)



422 III, 10. Periodische Funktionen.

Ecken aufweist, deren Winkelöffnung gerade doppelt so groß ist, wie

die entsprechenden Winkel im Parallelogramm.

z,iWp
Z-^-fi-i^)

J-'ig. lü:;

Im Bereiche // hat f{z) dagegen einen Pol, und deshalb wird den

Voraussetzungen des Abbildungssatzes nicht völlig genügt. Man kann

indessen hier folgendermaßen verfahren. Was zunächst den Rand von II

anbetrifft, so wird er ein-eindeutig in C übergeführt. In der Tat geht

die Strecke (0, — A, da f{—z)^f{z) ist, in den Bogen Cq, dann

die Strecke (— g , — ^ + —)> ^^ A^+ ") = / C-^) i^t, in den Bogen C^,

endlich noch die Strecke (— y +
'^ ,

^L da / (v + S') = /^(— V ~'^)

= fuo —^ — '^) ^ / (^— ^) ^^^' ^" ^^^ Bogen Cg über. Sei ferner a

ein innerer Punkt von /'. Dann nimmt f{z) den Wert a einmal in 7,

zum zweiten Male aber in einem Punkte von 111 au, und darum

bleibt \f{ß) — «1 im Bereiche 77 größer als eine bestimmte positive

Zahl. Indem wir jetzt die Funktion

fiz) — a

bilden, wird klar, daß diese allen Anforderungen des Abbildungs-

satzes im Bereiche 77 genügt, sie transformiert diesen Bereich mit-

hin ein-eindeutig und konform auf das Innere derjenigen Kurve, in

welche C durch die lineare Transformation

Z'
1

Z— a

übergeführt wird. Hieraus erkennt man nunmehr, daß die ursprüng-

liche Funktion Z = f{ß) den Bereich 77 auf das Äußere 77' von C
ein-eindeutig und konform abbildet. Fügt man noch die Bereiche
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/' und //' längs des Bogens C^ zusammen, so erliält man als Abbild

des Gesamtbereiches /, // die längs des übrigen Bogens von (J auf-

geschnittene erweiterte Z-Ebene.

Unter Benutzung des Umstandes, daß /"Uj gerade ist: f(2)=f(—z),
findet man ferner, daß der Gesamtbereich ///, IV auf ein gleiches

zweites Blatt der ^-Ebene abgebildet wird. Demgemäß ergibt sich

als endgültige Abbildung des Periodenparallelogramms die aus diesen

beiden Blättern bestehende Riemannsche Fläche, wobei der Bogen C^^

als Verzweigungsschnitt dient, während die weiteren Bogen C\, C\

bezw. den beiden Paaren gegenüberliegender Seiten des Parallelo-

gramms entsprechen.

Der Leser wolle sicli ein Modell dieser zweiblättrigen aufgeschnit-

tenen Fläche nach der Anweisung von Kap. 8, § 4, Fig. 80 verfertigen.

Er wird dann sofort erkennen, wie sich die Riemannsche Fläche für

den Gesamtverlauf der zu Z^fiz) inversen Funktion ziZ) zusammen-

setzt, indem nämlich, der Angliederung eines neuen Parallelogramms

der ^-Ebene entsprechend, ein weiteres derartiges zwoiblättriges Flächen-

stück an den bereits vorhandenen Komplex angehängt und längs eines

Teiles des Randes mit diesem verschmolzen wird; hierüber vergleiche

man noch die in §§ 7, 8 des 8. Kapitels besprochenen transzendenten

Rieniannschen Flächen,

Andererseits vermag man aus derselben zweiblättrigen Fläche,

welche soeben modelliert ist, eine geschlossene zweiblättrige Fläche

herzustellen, welche als Riemannsche Fläche für das obige algebraische

Gebilde:

(1) TF' = C (Z- Zo) (Z- ZJ (Z-Z.,) iZ- Z,)

dienen kann. In der Tat nimmt f{z) gleiche Werte in einander gegen-

überliegenden Randpunkten z und z -\- co resp. z imd z -\- co' des

Parallelogi-amms an, daher wird man jedes der beiden Blätter längs des

Bogens C\ zu einem unversehrten Blatte ergänzen können, dagegen

gehen die Blätter längs C^ ineinander über. Hiernach hängen also

die beiden Blätter längs zwei Verzweigungsschnitten miteinander zu-

sammen, und zwar liegen letztere über den beiden Bogen C(, und C^.

Auf der soeben erhalteneu zweiblättrigen Fläche verläuft IT, als

Fnnktion von Z betrachtet, eindeutig und besitzt dort außerdem keine

anderen Singularitäten als Pole. Diese Fläche vermag darum als eine

Riemannsche Fläche für das algebraische Gebilde (1) zu dienen. An-

dererseits hat man durch die Funktion f(z) und deren Ableitung eine

Uniformierung dieses Gebildes erhalten:

z=f{z), w=riz).
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Hierbei entspricht jedem Werte z ein Punkt des Gebildes, während

umgekehrt jeder Punkt (W, Z) des Gebildes zu einem und nur einem

Punkte s des Fundamentalraumes der Funktion /'(^) führt.

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, daß das hiermit erhaltene

Resultat zugleich für eine beliebige Funktion zweiter Ordnung mit

getrennten Polen, sowie auch mit einem einzigen Pole zweiter Ord-

nung gilt.

Aufgabe. Sei (p(z) eine beliebige ungerade doppeltperiodische

Funktion, und sei 57 irgend eine halbe Periode. Man zeige, daß a
entweder eine Wurzel oder ein Pol von cp (z) ist, und daß im übrigen

die Ordnung der Wurzel resp. des Poles ungerade ist.

Fingerzeig. Um den letzten Teil des Satzes zu beweisen, beachte

man, daß die Ableitungen gerader Ordnung von (p{/) ebenfalls un-

gerade Funktionen von s sind, während diejenigen ungerader Ordnung

dagegen gerade Funktionen sind.

Man zeige ferner, daß

q){(5 -\- z) = — (fijji — s).

7. Satz. Jede iloppeltperiodisclie FimMion (p(z) läßt sich durcJi

eine heliebiije doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung f{z) und

deren Ableitung f"(z) rational ausdrüclien, vorausgesetzt nur, daß ein

der FimMion f{z) zugehöriges primitives Feriodenparallelogramm auch für

(p(z) ein (nicht notu-endig pi'imitives) Feriodenparallelogramm bildet.

Verpflanzt man nämlich die Funktion tp {/) auf die soeben be-

sprochene zweiblättrige .Z-Fläche, so verläuft sie dort eindeutig und

weist außerdem keine anderen Singularitäten als Pole auf. Infolge-

dessen läßt sie sich als rationale Funktion von W, Z darstellen,

vergl. Kap. 8, § 14, 3. Satz, und hiermit ist der Beweis erbracht.

Zweiter Beweis. Der Satz kann auch ohne Heranziehung der

zweiblättrigen Fläche bcAviesen werden. Sei cp{z), sowie /"(£') zunächst

eine gerade Funktion. Dann nimmt (p{z) in jedem Punktepaare, dessen

Verbindungsstrecke durch z = halbiert wird, gleiche Werte an und

erscheint daher als eine eindeutige Funktion von Z = f(z). Da diese

Funktion außerdem im allgemeinen analytisch ist und keine anderen

Singularitäten als Pole besitzt, so ist sie rational.

Sei zweitens fp(z) eine ungerade Funktion von z, während f{z)

noch immer gerade bleibt. Dann wird q)(z)/f'(z) gerade sein, und

infolgedessen wird hier

cpiz)=nz)R[nz)].

Ist (p(z) dagegen weder gerade noch ungerade, so läßt sich g}{z)
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immerhin als die Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion

darstellen:

<p (-) = 1 [<p (;?) + <p (- ^)] + 1- [<p (--) - (f (- ^y]

,

womit sich dann der Beweis auch in diesem Falle ergiljt.

Vermöge der voraufgehenden Entwicklungen kann man nunmehr

den Fall erledigen, daß auch f{z) keine gerade Funktion ist, indem

man vermöge einer linearen Transformation der unabbänsfiffen Va-

riabelen

:

^' = ^1 + r

bewirkt, daß f{z) in eine gerade Funktion von z^:

verwandelt wird. Alsdann braucht man (f{2) = (p(z^-\- y) •= ^i(^i) nur

rational durch fi^z^) und fW^i) auszudrücken, um hierauf zur ursprüng-

lichen Variabeleu z wieder zurückzugehen.

Aufgabe 1. Sei f\z) eine gerade Funktion zweiter Ordnung, und

sei n eine natürliche Zahl. Dann genügt fizjn) einer algebraischen

Gleichung, deren Koeffizienten linear von f{z) abhängen.

Aufgabe 2. Sind ({z'), F{z) zwei gerade Fimktionen zweiter

Ordnung, so sind sie durch eine lineare Relation miteinander verknüpft.

§ 7. Weitere Sätze betreffend doppeltperiodische Funktionen.

8. Satz. Der siebte Satz läßt sich daliin verallgemeitiern , daß nun/

an Stelle der Funktion zweiter Ordnung f{z) eine beliebige Funktion

n-ter Ordnung t{^) treten läßt.

Zum Beweise fasse man die irreduzibele algebraische Gleichung

ins Auge, welche dem 6. Satze von § 5 zufolge die beiden Funktionen

(1) Z=ti^), W^t\z)
miteinander verknüpft:

(2) G[W,Z] = 0.

Ich behaupte: der Grad von G in W ist gleich n. In der Tat sei Zq

ein Wert von Z, wofür alle Wurzeln von (2), sowie diejenigen der

ersten Gleichung (1):

(?) Zq = iI\Z)

voneinander verschieden sind. Wäre nun der Grad von G in IT kleiner

als n, so müßte es zwei im Periodenparallelogramm belegene Wurzeln

von (3): z = a, b geben, derart, daß gleichzeitig

iL' (^a) = t (b) , Jl''(a) =il^'ib)
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wäre. Daraus folgt aber allgemein:

Differentiiert man nämlich (2) nach z, so kommt:

wobei der obigen Voraussetzung bezüglich Z^ zufolge (t^^.[?^'(«), t^(a)]

nicht verschwindet. Durch den Schluß von li auf A; + 1 ergibt sich

allgemein, daß auch jede spätere Ableitung von ^(^) rational durch

A>{f)j
'^'

{ß) ausdrückbar ist, und zwar besteht der Nenner des Bruches

stets aus einer Potenz von G^\\^'{z), 'i'iz)\.

Aus dieser Überlegung geht nun hervor, daß die beiden Funk-

tionen von t:

miteinander identisch sind; denn sie verhalten sich analytisch im

Punkte ^ = und stimmen dort nebst allen ihren Ableitungen mit-

einander überein. Setzt man noch

a^% = z, l ^i, = h — a ^ z,

so wird

'\\}{z) = ^\) {z \-'b — a)

,

und daher läßt die Funktion ^{z) die Periode & — a zu. In diesem

Widerspruch liegt der Beweis der Behaujjtung.

Der Beweis des Satzes folgt nunmehr, unter Heranziehung des

3. Satzes von Kap. 8, § 14, daraus, daß ff{z), auf die der Gleichung (2)

zugehörige Z- Fläche verpflanzt, dort eindeutig verläuft und keine an-

deren Singularitäten als Pole aufweist.

9. Satz. Sei ^{z) eiiie Fimhlion, deren Periodenparallelogramm

sich aus N primitiven Periodenparalhiogrammen der Fmiktion (p(z)

zusammensetzt. Dann genügt ^{z) einer irreduzibelen algebraischen

Gleichling N^*" Ordnung, deren Koeffizienten rational von (p{z), cp'(z)

ahhängen.

Zu einem primitiven Periodenpaar von 0(z): Sl, il', gibt es

nach Voraussetzung ein primitives Periodenpaar von <p{z): co, co',

wofür
Sl = 2)03, Si! = qci

ist. Dabei sind p, q natürliche Zahlen, deren Produkt gleich N ist.

Dem Umstände entsprechend, daß ein Punkt z des kleinen Parallelo-

gramms N kongruente Punkte im großen Parallelogramm besitzt, —
bei geeigneter Wahl der Parallelogramme sind es die Punkte
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2, 2 + (0, Z-\-2cO,... Z -\- (j) — \) 10

,

z -\- a, s + CO + CO, z -\- co' + 2co, . . . z -\- co' -^ {p — 1 ) oj,

z -{- (q — l)co', z + (q— l)co' -]- 10, . . . z + (q— l)o3' -\- (p — 1)0},

— wollen wir ein beliebiges symmetrisches Polynom in den y=pq
Argumenten

:

0(z -\-l-co -\- l-'co'), k = 0, 1, . .., 2,~ 1, h'=0,l, . . ., q-1
bilden. Dasselbe läßt oifenbar die Perioden co, w' zu und wird somit

rational durch q){z), (p'{z) ausdrückbar. Hieraus erkennt man, daß

die Koeffizienten der algebraischen Gleichung:

n[O--<P(z + l-0} + //«')] =

als rationale Funktionen von cf'^z), cp'(z) dargestellt werden können,

während dei'selben überdies durch die Funktion ^{z) genügt wird.

Wäre die Gleichung endlich reduzibel, so würde 0(z) Wurzel eines

Polynoms sein, dessen Koeffizienten rational von (p{z), (p'{z) abhängen,

welches aber bei passender Wahl von Aq, h^ für = ^{z -\- TcqO} -\- /.„'oj')

nicht verschwindet. Führt man nun z stetig in den Wert z -\- h^^oi

+ Aq'ol)' über, so kehren die Koeffizienten zu ihren ursprünglichen

Werten wieder zurück, während das Polynom beständig verschwindet,

was der Voraussetzung widerspricht. Hiermit ist der Beweis erbracht.

Zum Schlüsse beweisen wir noch das Additionstheorem nebst

dessen Umkehrung.

10. Satz. Jede doppeltperiodisclie Funldion cp{z) hcslfzf ein

alfjehmisches Additionstheorem, und zwar ist

ICO R eine rationale Funldion der vier Argumente hedeidet.

Sei f(z) irgend eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ord-

nung mit gemeinsamem Periodenparallelogramm, wofür der Satz be-

reits feststeht. Eine solche Funktion werden wir im folgenden Ka-

pitel in der Weierstraßschen ^,?-Funktion kennen lernen; vergl. in-

dessen auch nachstehende Aufgabe. Kraft des 7. Satzes wollen wir

qr'^r) zuerst durch diese Funktion und deren Ableitung ausdrücken:

(1) cp(z) = ?ii[fiz\r(z)].

Hieraus folgt vor allem:

(2) cpiz, + z,) = di [f(z, + z,), riz, + z,)]

.

Andererseits hat man:
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(3)
_

t\h + ^2) = r [t\z,), f'{z,), f{ß,), f\z,)-\

,

sowie aucli

(4) r {z, + ^,) =^ = r, \f(z,), f'U;), fiz.^, f'(z,)]

,

wobei die Elimination von f"{z^) aus rrjcz^ vermöge der Relation:

(5) vn^)Y=GU(.^)\
geschieht, indem man diese nach z differentiiert. Trägt man noch

die Werte von /"(^i + z,^, f (^i + ^2) ^^^^ (ß)} W ^^ (2) ein, so

kommt:

(6) <p{z, + z,) = dl, [f{z,), f'{z,), f{z,), f'{z,)-\

.

Hierbei sind alle die Funktionen ^, r, )\, dl, rational, während G
außerdem ganz ist. Der Beweis des ersten Teils des Satzes erfolgt

nun einfach dadurch, daß mau die Relationen ( 1) und (5) einmal für

z = z,, sodann auch für z = z^ anschreibt, um darauf noch aus diesen

vier Gleichungen nebst (6) die vier Funktionen f'{z,), f"{z^, fiß'i))

f {z^ zu eliminieren:

G[cp{z, + h\ (fi^i), 9'(^2)] = 0,

wo G ein Polynom bedeutet.

Um den zweiten Teil des Satzes festzustellen, knüpft mau an

den 8. Satz an, indem man laut desselben f{z), sowie f (s) rational

durch 9p (^), <p'(/) ausdrückt und dann die so gewonnenen Werte von

n^^i), ryi), n^^i n^^)}^ (6) einträgt.

Wir wollen jetzt die Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes

besprechen.

11. Satz. Eine eindeutige Funktion (p{z), tvelclie sich überall im

Enilliclmi, von Polen abgesehen, analytisch verhalt und außerdem ein

algebraisches Additionstheorem besitzt:

G[(p{z, + ^3), (p{z,), (p{z^j\ = 0,

ist entweder

1) eine rationale FitnJction von z; oder

2) eine rationale Funktion von e "'
; oder endlich

3) eine rationale Funktion von f(z), f'(z), wo f{z) eine doppelt-

periodische Funktion' ist, tvelclte im Endlichen keine anderen Singidari-

täten als Pole hat.

Wir bemerken vor allem, daß jede rationale Funktion ein alge-

braisches Additionstheorem besitzt, und können deshalb davon ab-

sehen, daß q){z) rational ist. In jedem anderen Falle hat cp{z) eine

wesentliche Singularität im Punkte oc. Das hat nun aber unter den

«I i<
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Voraussetzungen des Satzes zur Folge, daß cpiz) periodisch ist. lu

der Tat sei m der Grad vou G im ersten Argument, und seien ferner

Cy, G, zwei beliebige Zahlen. Dann kann man nach dem 9. Satze

von Kap. 7, § G zwei in der Xähe von C\, C^ gelegene Zahlen C\', CV
finden, wofür die beiden Gleichungen:

«ine Wurzel z^ = % resp. m + 1 getrennte Wurzeln z.^ = tt^, a^, . . . a^

haben. Bildet man jetzt die Größen:

(fit + %), (p{t-\- «i); • . • , ^(^ + aj,

so sind diese sämtlich Wurzeln des Polynoms: G(W, C^', C^).*) Darum

müssen auch mindestens zwei davon einander gleich sein.

Wir wollen jetzt zeigen, daß für zwei der obigen Größen a^ die

Gleichung

(A) 9D(^ + a,) = 9p(^4-«,)

allgemein gilt. Beschränkt man nämlicli z zunächst auf die Nach-

barschaft des Punktes ^, so folgt aus

G[(f (z + a.), (p{s), a'] = 0, / = 0, 1, . .
.

, m,

•daß für jeden Punkt dieser Umgebung die Gleichung

(p{z + aj = (p{z ^ü))

bestehen muß. Indessen könnten '/. und A, soviel man sieht, für

verschiedene Punkte z verschieden ausfallen. Da es aber nur eine

endliche Anzahl von Paaren {•/., k) gibt, während die Anzahl der in

Betracht kommenden Punkte z doch unendlich ist, so maß es min-

destens ein bestimmtes Paar: x = Ic, 1 = 1, geben, wofür obiger Glei-

chung durch unendlich viele Punkte der Xachbarschaft von t,, und

daher auch durch alle Punkte derselben genügt wird. Laut des

Prinzips der Permanenz einer Funktionalgleichung, Kap. 9, § (>, gilt

jene Gleichung nunmehr allgemein. Hiermit ist also gezeigt, daß cp[z)

die Periode a^. — a^ zuläßt.

Ist q)(z') doppeltperiodisch, so subsumiert sich (p{z) damit auf

Grund des S. Satzes unter 3). Es bleibt deshalb nur noch der Fall

zu erledigen übrig, daß (p(z) einfach periodisch ist. Zu beweisen ist,

daß g)(2) sich dann rational durch e "' 'ausdrücken läßt. Sollte das

nicht angehen, so müßte g)(z) mindestens in einem Endpunkte des

*) Man könnte das Bedenken haben, ob die Funktion qp (z) auch notwendig

in allen in -\- 1 Punkten J + «j definiert sei. Gibt man dieser Möglichkeit

Raum, so braucht mau nur » durch einen benachbarten "Wert zu ersetzen, um
dem abzuhelfen, denn die siugulären Stelleu von q>^/) sind ja bloß Pole, aUo

isolierte Punkte.
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Periodenstreifens eine wesentliche singulare Stelle im Sinne von § 2

haben. Infolgedessen könnte man durch eine ähnliche Überlecmns:

wie die obige zeigen, daß es sogar im Periodenstreifen, den wir ja

als primitiv annehmen wollen, zwei Punkte
((f.

und «^ gibt, wofür

alloremein
/ ^ ^

ist. Demgemäß läßt aber (p{3) noch eine Periode a,. — a^ zu, welche

kein ganzzahliges Vielfaches der dem Streifen entsprechenden pri-

mitiven Periode w ist. Mit diesem Widerspruch i.st der Beweis des

Satzes erbracht.

Phragmen hat eine Verallgemeinerung dieses Satzes bewiesen^

welche folgendermaßen lautet: Besteht zwischen drei Elementen einer

monogenen analytischen Funktion (p (/) :

deren Definitionsbereiche bezw. die Punkte ^1 = c^, ^2 = ^27 iv =^ c^ -h c^

umfassen, eine algebraische Relation:

(^[9>l{^l)y ^2(^2); 93(^1 + ^3)] = 0,

so ist q)(z) entweder

1) eine algebraische Funktion von ^; oder

2) eine algebraische Funktion von e '"'

; oder endlich

3) eine algebraische Funktion von /"(^>, wo f(z) eine eindeutige

doppeltperiodische Funktion ist, welche keine anderen Singularitäten

als Pole im Endlichen besitzt.

Aufgabe 1. Man beweise das Additionstheorem für Funktionen

zweiter Ordnung, indem man auf Grund der diesem Paragraphen

vorausgehenden Entwicklungen die Funktion f(2 + y) durch fU) und

f'{^) explizite auswertet. Dabei darf man zunächst annehmen, daß

f(ß) eine gerade Funktion ist.

Aufgabe 2. Man zeige, daß es keine ungerade Funktion zweiter

Ordnung geben kann.

Aufgabe 3. Hat eine Funktion zweiter Ordnung f(z) einen

zweifachen Pol, so kann sie unmöglich auch eine zweifache Wurzel

haben. Überhaupt kann sie keinen Wert in ein und demselben Punkte

zweimal annehmen.

Man beweise den Satz sowohl auf Grund des 5. Satzes von § 5
als auch durch Betrachtung der Funktion

vm-
*) Acta matJmnatica, Bd. 7 (1885) S. 33.
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Aufgabe 4. Sei q){z) eine eindeutige Funktion von z, welche

im Endlichen keine anderen singulären Stellen als Pole hat und

außerdem einer DiflFerentialgleichung von der P'orm:

G[cp'(z), (p(4| =

genügt, wo (r ein irrednzibeles Polynom ist. Man zeige, daß (f[Zj

dann entweder rational oder periodisch ist, und zwar, im Fall (p(2)

nnr einfach periodisch ist, daß qp(^) dann keine wesentliche singulare

Stelle im Fundamentalraume besitzt.

§ 8. Eine auf den Fundamentalbereich fußende Definition der

periodischen Funktionen.

Aus den vorstehenden Entwickluncren ist deutlich hervorgegancren,

welche einschneidende Bedeutung der Begriff des Fundamentalbereiches

für die Theorie der pei'iodischen Funktionen besitzt. Auf diesen Be-

griii' gründet sich auch die Theorie der automorphen Funktionen, wie

sie im Sinne der Riemannschen Funktionentheorie entwickelt worden

ist. Wir wollen noch zum Schluß einen Satz beweisen, wonach die

Definition einer periodischen Funktion auf Grund ihres Verhaltens

im Fundamentalraume ohne Bezug auf angrenzende Gebiete getroffen

werden kann.

Theorem. Verhält sich die Fitnliion f{z) in jedem inneren Punlte

eines Parallelstreifens hesw. eines Parallehgramms analytisch, uofern

man hloß von eticaigen Polen absieht, und nähert sich f{z) ferner in

jedem eigentlichen PandpunMe einem Grenztverte; stimmen endlich diese

Rand/certe paanceise in hongrnenten Randpunlden üherein, so ist f(z)

eine periodische FunJdion, deren Singularitäten lediglich aus den im

FundamentaTbereiche gelegenen Polen nebst den damit hongrnenten Punhten

der Ebene und einer tvesentlichen singulären Stelle im Punhtc cxj be-

stellen.

Der Einfachheit halber führen wir den Beweis bloß für das

Parallelofframm. Man konstruiere das Parallelogrammnetz, dessen

eine Masche das vorgelegte Parallelogramm bildet, und definiere die

Funktion f{z\ in jedem Punkte der Ebene durch den Wert, welchen

sie im kongruenten Punkte des Ausgangsparallelogramms a" erhält.

In einem Randpunkte von % wird f{z) der zugehörige Grenzwert bei-

gelegt. Dann braucht man nur zu zeigen, daß sich fiz) in den

Randpunkten von A" analytisch verhält. Zunächst folgt aus den Vor-

aussetzungen des Satzes, daß f(z) in jedem Randpunkte von % stetig
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ist. Daher läßt sich der 10. Satz von Kap. 1 , § 6 in Anwendung

bringen und hiermit ist der Beweis fertig.

Wir wenden das soeben erhaltene Theorem zum Beweise des

folgenden Satzes an.

Satz. Das luibesünimte Integral einer ungeraden periodischen

Funktion f{z), deren Residuen sämtlich verschwinden, ist eine gerade

periodische Funktion.

Daß das Integral F(s) vor allem eine gerade Funktion ist, folgt

aus dem Theorem von Kap. 9, § 6, denn Fis) ist ofienbar in der

Nähe des Punktes ^ = gerade. Es handelt sich also nur noch um
den Beweis, daß

(1^ F(t+co,) = F{0

ist, wo ^ und ^ + Wj zwei beliebige kongruente Randpunkte bedeuten.

Sei CO-, der Fall ö, == w' wird ähnlich behandelt. Indem wir

F{z) durch ein bestimmtes Integral ausdrücken:

F{z)=- ff{z)dz+ C,

geht (1) dann in

(2) fm dz =

über. Wir wollen % so annehmen, daß der Punkt z = '\n der Mitte

desselben liegt. Man führe nun das Integral

/'f{z) dz

über dasjenige Parallelogramm, dessen Ecken in den Punkten t„ t,-\-io,

^ G3, — ^- CO liegen. Der Wert des Integrals ist gleich der Summe

/S^Clj

Z'O

Fig. 103.

der Residuen von f(z) in den iin Parallelogramme befindlichen Polen

dieser Funktion, also = 0. Nun heben sich zunächst die von den
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Strecken (— .Vcj, ^), (^ + co, l-io) herrührenden Bestandteile des Inte-

grals wegen der Periodizität von f\z) gegenseitig auf. Ferner ist

-
-i- (o - 4 '"

Jf(z) dz = jf{z) (h + Jf{z) dz = - Fa io) H- F[- i "J = ^,

da F{z) gerade ist. Daher bleibt nur noch der von der Seite (l, t, -\- gj)

des Parallelogramms herrührende Teil des Integrals übrig, womit

denn der Beweis erbracht ist. Sollte insbesondere ein Pol auf dem

Rande des Parallelogramms liegen, so wird man demselben mittels

eines kleinen Halbkreises ausweichen. Im Falle z = ein Pol ist,

beachte man, daß der Hauptteil von f{z) in demselben nur ungerade

Potenzen von \/z enthalten kann, denn f{z) ist ja ungerade; außer-

dem fehlt der Term mit der ersten Potenz von \/z wegen der Vor-

aussetzung bezüglicb der Residuen. Eine ähnliche Bemerkung gilt

auch für den Fall, daß s = \co ein Pol ist.

Aufgabe. Sei f{z) eine beliebige periodische Funktion, deren

Residuen sämtlich verschwinden, und sei F{z) ein unbestimmtes In-

tegral derselben. Man zeige, daß

F{z + co) = F{z) + 7], F(z + oo') = F{z) + i/,

ist, wo ?;, rj' Konstante bedeuten, die insbesondere verschwinden können.

§ 9. Über gewisse Funktionen, welche mit den doppeltperiodischen

Funktionen verwandt sind.

A) Fmiktioneu mit multipWiater Periode. Indem wir die früher

zur Untersuchung der einfach periodischen Funktionen vielfach be-

nutzte Transformation 2«»

(1) n=e~^'
hier wieder ausführen, geht eine doppelt periodische Funktion f(z)

mit den Perioden a, w', wobei ja dl (^- ") > ^ ^^^^ ^^^^y '" ^^"^ ^'°"

deutige Funktion von iv:

f{z) = cp{n-)

über, welche, von den beiden Punkten /r = 0, oo abgesehen, keine

anderen Singularitäten als Pole aufweist. Bei näherer Betrachtung

der durch (1) definierten konformen Abbildung erkennen wir, daß das

Periodenparallelogramm in einen Kreisring der /(-Ebene übergeführt

wird, wobei der Strecke (0, co) die aus dem Einheitskreise der u-

Ebene bestehende äußere Begrenzung desselben entspricht, während
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die beiden anstoßenden Seiten in einen Bogen einer logarithmischen

Spirale transformiert werden. Der Periodizität hinsichtlich der zweiten

Periode w' steht hier die Funktionalgrleichuno-

(p[aiv) = (p(w), a = e '"
,

gegenüber. Wir erhalten mithin einen Fundamentalbereich für (p{iv),

indem wir einen Kreisring:

R <\tv\<:B, B'=\a\R,

nehmen, wobei li willkürlich ist. Der Bedingung 9i (
.- — j >0 zu-

folge ist a|<l. Endlich nimmt q){ic) gleiche Werte in denjenigen

Paaren von Randpunkten an, in welchen der Rand durch die Indi-

Fig. 104.

viduen einer Schar logarithmischer Spiralen getroffen wird. Stellt

man nämlich die Punkte des Periodenparallelogramms in der Form dar:

^^Xa + ta, 0£X<l,0^f<l,
und setzt man noch

w

a -\- hi,

Be'^',

h > 0,

so findet man aus (1):

B = e-2«ft«^ = 27t{l + ai).

Umgekehrt kann man von der Funktionalgleichuug

(piaiv) = (p(tc),
I

a
j H= 1,

ausgehen und diejenigen derselben genügenden eindeutigen Funktionen

untersuchen, welche im Endlichen, vom Punkte z = abgesehen, keine

anderen Singularitäten als Pole besitzen. Von dieser Funktionsklasse

aus gelangt man dann wieder zu den doppeltperiodischen Funktionen

vermöge der zu (1) inversen Transformation:
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-S = „ . lotr (c.
2 7tt "

Wegen einer eingehenden Untersuchung jener Funktionsklasse ver-

gleiche man Rausenberger, Periodische Fioi/dionen.

Aufgabe. Ist a =1, so zeige man, daß es im allgemeinen

keine eindeutige Funktion g){tv) gibt, welche der Funktionalgleichung

(p{aiv) = (p{iv)

genügt, abgesehen natürlich vom trivialen Falle (p{io) = const. Wenn
dagecjen insbesondere

a = e 'i

ist, so liefei-t jede eindeutige Funktion von W, welche von iv = 0, oo

abgesehen nur Pole hat, eine Lösung. Man erweitere diese letzte

Bedingung. Ist hier überhaupt irgend eine Voraussetzung nötig?

B) Fmiktionen mit Periodizitätsmodul resp. mit vortretendem Faltor.

Aus den Entwicklungen des voraufgehenden Paragraphen folgt, daß

das Integral einer doppeltperiodischen Funktion f(/) mit verschwin-

denden Residuen zu einer eindeutigen Funktion

F(z)=ff{z)dz

führt, welche in kongruenten Randpunkten des Periodenparallelo-

gramms Periodizitätsmoduln tj, rf aufweist:

^ ^ F{z + oo')=F{z) + ri'.

Urngfekehrt ist die Ableituno; einer Funktion, welche im Endlichen keine

anderen Singularitäten als Pole hat und den Funktionalgleichungen (1)

genügt, doppeltperiodisch. Indem man das Integral JF{z)dz über

den Rand des Parallelogramms führt, stellt sich heraus, daß

(2) rjco'— r/ CO = Hq

ist, wobei Zg die Summe der Residuen von F{z) im Parallelogramm

bedeutet. Hiermit ist eine notwendige Bedingung ermittelt, woran die

drei Größen r], r]', Zq geknüpft sind. Daß es umgekehrt stets eine

Funktion F{z) gibt, welche willkürliche Pole und Periodizitätsmoduln

besitzt, sofern nur dieser Bedingung genügt wird, folgt aus der Exi-

stenz und den Eigenschaften der sogleich einzuführenden ^-Funktion.

Seif\z) insbesondere eine Funktion zweiter Ordnung mit zusammen-

fallenden Polen. Dann hat F(z) bloß einen einzigen Pol erster Ord-

Osgood, Funktionentheorie. II. 29
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nung. Eine solche Funktion werden wir im folgenden Kapitel des

näheren betrachten, nämlich f{/) = — pi^), ^\^) = t(ß)- Diö Partial-

bruchzerlegung einer beliebigen doppeltperiodischen Funktion 0(z)

Termöge einer derartigen Funktion F(2) könnte schon an dieser Stelle

vorgenommen werden. Wir empfehlen dies dem Leser als eine gute

Übung.

Eine andere Funktionsklasse erhalten wir, wenn wir aus einer

doppeltperiodischen Funktion f(^') =f{/) resp. aus dem Integral einer

solchen \{z) = F{z) die Funktion

bilden. Soll O(^) eindeutig ausfallen, so müssen alle Residuen von

f {z) ganzzahlig sein. Andererseits wird man zur Vermeidung wesent-

licher siugulärer Punkte im Endlichen verlangen, daß alle Pole von f (z)

einfach seien. Wir wollen nun voraussetzen, daß diese Bedingungen

erfüllt sind. Dann genügt 0{s), wie eine leichte Rechnung zeigt, den

Funktionalgleichungen

:

0{z-\-oy') = e'i'=^''^{z).

Dabei sind ri und j/ der Bedingung (2) unterworfen. Umgekehrt sei

^{z) eine Funktion, welche im Endlichen bis auf Pole analytisch ist

und den Funktionalgleichungen (B) genügt. Dann genügt deren loga-

rithmische Ableitung den Relationen (A).

Während die elliptischen Funktionen notwendig Pole babeu muß-

ten, sofern sie sich nicht auf eine Konstante reduzierten, kann sowohl

i\z) als ^{z) eine ganze Funktion sein. In der Tat genügt jede

lineare ganze Funktion den Funktionalgleichungen (A); andererseits

erhält man in e^^-"^, wo g (z) ein beliebiges Polynom 2*^" Grades ist,

eine Lösung von (B). Jene Lösungen von (B), welche ganze Funk-

tionen sind, heißen Jacobische Funktionen. Nimmt man ff^) als

doppeltperiodisch, so daß also rj = r}'=^ wird, so gehen die Funk-

tionalgleichungen (B) in folgende über:

0[z^co) =-^^{z)]^
I

0{z+oj') = ^'0(z)l
I

Hiermit erhält man eine Klasse von Funktionen mit multiplikativen

Periodizitätsmoduln, welche von Her mite untersucht ist.

Aus der Funktion ^(z) entsteht eine verwandte Funktion ^(^),

welche die Periode co besitzt, indem man >

i
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setzt uuil über die Koeffizienten cc, ß passend verfügt. Doch wollen

wir diese allgemeinen Betrachtungen hiermit abbrechen.*)

Aufgabe 1. Hat eine Funktion, welche den Funktionalgleichungen

(A) genügt, gar keine Pole, so muß sie notwendig eine lineare Funk-

tion von z sein.

Aufgabe 2. Ist F^{2) eine Lösung von (A), so wird die all-

gemeine Lösung durch die Formel

:

F(z) = FM^f(z)
gegeben, wo f\z) eine zum Parallelogramm (oj, to'j gehörige doppelt-

periodische Funktion ist.

Aufgabe 3. Man zeige, daß eine Funktion der Klasse (C) ebenso

viele Nullpunkte u- als Pole ß- im Periodenparallelogramm hat. Was
kann man hier über die Differenz:

/=i (=1

aussagen ?

*) Näheres hierüber bei Burkhard t, Elliptische Funltionen, § 28, sowie

5. Abschn. Es sei fernerhin auf Weber, Elliptische Funktionen und algebraische

Zahlen, einleitende Kapitel, verwiesen. Im übrigen werden die Existenzbeweise

für die hier besprochenen Funktionen durch die Ent-wicklungen des folgenden

Kapitels geliefert.

29*



Elftes Kapitel.

Reihen- und Produkfentvvicklungen.

§ 1. Partialbruchzerlegung der Funktionen csc^^;, cot*^, usw.

Die Funktion coti" wird durch die Formel definiert:

sin z
= l(1) cot s =

^ ' Olli s g-

Sie hat einen Pol erster Ordnung in den Punkten z = n7C, wo n = 0,

±1; dz 2, • • • ist, und zwar ist das Residuum der Funktion in jedem

dieser Pole gleich 1. Ferner hat sie die Periode n, so daß man als

Periodenstreifen etwa den Bereich:

nehmen kann. In den beiden Endpunkten des Streifens bleibt sie

endlich, und nähert sich übrigens im Punkte ?/ = -f oo dem Grenz-

werte — l, im Punkte y = — oa dem Grenzwerte + «• Sie hat des-

halb im ganzen Streifen nur den einen Pol ^^ = 0, und darum bildet

die Periode :i eine primitive Periode.

In jedem eigentlichen Punkte der Ebene hat die Funktion cot 5

also den Charakter einer rationalen Funktion, d. h. sie verhält sich

im allgemeinen analytisch und hat keine anderen Singularitäten als

nur Pole. Im übrigen läßt sie in der Nähe eines Poles die Dar-

stellung zu: 1 . V

cot z = \- wiz),

wo ^){z) sich im Pole z = utc analytisch verhält. Indem wir nun an

die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen anknüpfen, werfen

wir die Frage auf, ob nicht auch hier, und zwar im Großen, eine ana-

loge Darstellung bestehe, dergestalt, daß die Funktion im wesentlichen

durch die Hauptteile in ihren verschiedenen Polen ausgedrückt wird.

Entwicklung von csc^ ^. Zur Behandlung der soeben auf-

geworfenen Frage empfiehlt es sich von der Ableitung der Funktion

auszugehen: I:
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(2) ,., cot^ = — csc^-? =d , o 4

Diese Funktion hat in den Punkten z = njc einen Pol zweiter Ord-

nung, dessen Hauptteil den Wert

{z — nnY

hat. Wenn mau die Summe dieser Hauptteile für alle Pole bildet, sa

wird man auf die unendliche Reihe geführt:

^^ jZj {z^^nnf'
« = — ao

Unterwerfen wir dieselbe einer näheren Untersuchung. Daß sie, von

den Polen der einzelnen Tenne abgesehen, für jeden Wert von z ab-

solut konvergiert, geht aus Vergleich mit der konvergenten Reihe

positiver Terme*):

« = 1

ohne weiteres hervor, denn es ist sowohl für positive als für negative

Werte von n
,. (z — nnY- 1hm ^- „

' = —5--»" '^"

Darum ist jede der gewöhnlichen Reihen:

X — CO cc

^^ ^ [z — nn)'-

'

^ (z — nn)^ ^^- {z -\- n^t)-

'

« = >l = —1 H = 1

aus denen sich die Reihe (3) zusammensetzt, absolut konvergent.

Sei S ein beliebiger endlicher Bereich der ^- Ebene. Innerhalb

und auf der Begrenzung desselben liegt dann nur eine endliche An-

zahl von Punkten, in welchen die einzelnen Glieder der Reihe un-

endlich werden. Läßt man diese Glieder fort, so entsteht dadurch

eine neue Reihe, deren beide der Zerlegung (4) entsprechende Bestand-

teile allen Forderungen des Weierst raß sehen Satzes von Kaj'. 7,

*) Wir berufen uns hier auf den folgenden leicht zu beweisenden Reihen-

satz: Ist

»I +». + ••

eine auf Konvergenz hin zu prüfende Reihe komplexer Glieder, und ist

«1 + «2 + • •
•

eine konvergente Reihe reeller positiver Größen, oder allgemeiner eine beliebige

absolut konvergierende Reihe: nähert sieh ferner das Verhältnis »„'"„ einem

Grenzwerte (oder bleibt dasselbe bloß endlich^ wenn n ins Unendliche wächst,

so konversfiert die vorgelegte Reihe absolut.
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§ 5 (5. Satz), genügen. Ihre Glieder sind nämlich sämtlich analytisch

in S, und die Teilreihen konvergieren außerdem zufolge des Weier-
straß sehen Kriteriums von Kap. 3, § 4 gleichmäßig, denn es ist

'. {z— n 7tj^
\

n-Tt- — J.

'

wo Ä so gewählt werden soll, daß für alle Punkte 2 des Bereiches S

[^'i^Ä ist, und wo außerdem «>]/.4/7r genommen wird. Daher

definiert jene Reihe eine in S' analytische Funktion.

Hieraus schließt man, daß die Reihe (3) eine eindeutige Funk-

tion f(z) definiert:
00

n = — 00

welche sich im allgemeinen in jedem endlichen Punkte der Ebene

analytisch verhält und nur in den Ausnahmepunkten z =- riTC einen

Pol zweiter Ordnung besitzt, dessen Hauptteil im übrigen durch das

entsprechende Glied der Reihe, (z— n^)~^, gegeben ist.

Die Funktion hat fernerhin die Periode ;r. In der Tat, ersetzt

man z in der Reihe (3) durch z -{- 7t:

z = z'-'r 7C,

so geht dieselbe in sich über. Da f(z) außerdem keine anderen Pole

im Endlichen als nur die Punkte z^nn hat, so ist jr auch eine

primitive Periode.

In allen Haupteigenschaften bis auf eine stimmt also f{z) schon

mit csc^ z überein. Wir haben nämlich das Verhalten von f{z) in

den Endpunkten des Periodenstreifens noch nicht untersucht. Läßt

man z nach einer bestimmten Richtung hin ins Unendliche wachsen,

ohne den Periodenstreifen zu verlassen, so nähert sich dabei jedes

Glied der Reihe (3) dem Grenzwerte 0, und darum liegt die Ver-

mutung nahe, daß auch die Funktion f[z) demselben Grenzwerte zu-

strebe.*) Daß dem wirklich so ist, überzeugen wir uns leicht auf

folgende Weise. Wir fassen denjenigen Teil des Streifens —^^x^
ins Auge, wofür «/ ^ 1 ist, und unterwerfen ihn der linearen Trans-

formation /= Ijz. Dadurch geht er in einen endlichen Bereich über,

welchen wir dann durch Hinzufüguug des Punktes /= zu einem

abgeschlossenen Bereich S ergänzen. Indem wir andererseits den Glie-

dern der transformierten Reihe ihren Grenzwert im Punkte z =

*) Dies ist indessen keineswegs selbstverständlich, und trifft sogar bei der

analogen Entwicklung von cot z nicht zu.
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beilegen, erhalton wir hiermit eine lu'ilie, deren Glieder in .S' aus-

nahmslos stetig sind. Daß letztere Reihe fernerhin in S gh'i'diniäßig

konvergiert, erkennt man daraus, daß dies für die ursprüngliche Reihe

im entsprechenden Teile des Streifens gilt, wie man verinilge des

Weierstraßschen Kriteriums ohne Mühe zeigt. Daher ist die Grenz-

fimktion stetig in S, Avomit denn obige Vermutung erwiesen ist.

Wir sind nunmehr in der Lage, die volle Übereinstimmung der

beiden Funktionen f(i), csc^ ^ nachzuweisen. Bildet man die Differenz:

f{i3) — CSC" 2,

SO erhält man eine Funktion, welche a) die Periode jr hat, b) sich

in jedem endlichen Punkte des Periodenstreifens, von hebbaren Singu-

laritäten abgesehen, analytisch verhält, und c) in den beiden End-

punkten desselben endlich bleibt und sogar dem Grenzwert zustrebt.

Das kann aber nur eine Konstante sein, und zwar hat diese den

Wert 0. Hiermit sind wir zu folgendem Ero^ebnisse gelauert:

Die Fuuhtion csc^^ läßt eine Fartialhruchzerleyunfi von der Form zu:

/J = — OC

Entwicklung von cot ^. Aus der soeben erhaltenen Darstellung

für CSC" s geht nun durch gliedweise Integration der Reihe eine

analoge Partialbruchzerlegung für die Funktion cot z hervor. Sei

S ein beliebiger Bereich der Ebene, welcher den Punkt ^ = im

Innern umfaßt, aber keinen der Punkte z = utc, » = + 1, +-,•••,

im Innern oder auf der Begrenzung enthält. Wir gehen von der

Formel aus:

.,
, A _ _ V' _^^- esc ^ ± ^, - ^ (-_„^)e;

/f = — X

wo der am Summenzeichen oben augebrachte Strich anzeigt, daß der

Wert n = übergangen werden soll. Im Bereiche S' konvergiert die

Reihe gleichmäßig und gestattet somit die gliedweise Integration längs

eines beliebigen, vom Punkte z = ausgehenden Weges. Die links

stehende Funktion verhält sich im Punkte ^ = analytisch, sofern

man ihr dort ihren Grenzwert beilegt; aber nuin kann das bestimmte

Integral

/ (— csc^^ -1-
.._, j

di
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nicht spalten, da die einzelnen Teile dann nicht konvergieren würden.

Indessen hat das unbestimmte Integral den Wert

cot^r (- c.
z

Hier muß c so bestimmt werden, daß letztere Funktion beim Grenz-

übergange lim ^ = gegen konvergiert. Nun ist cot^ — 1/,^ eine

ungerade Funktion, die im Punkte »" = nur eine hebbare Unstetig-

keit hat. Darum strebt sie dort dem Werte zu, woraus denn folgt,

daß c = zu setzen ist. Man gelangt somit zur Formel

:

z ^^ J {z — nny jLJ \_z — mt mt\
n=i — -j. 'J n = — 3c

Da nun aber der Bereich 6' so gewählt werden kann, daß er einen

beliebig vorgeschriebenen Punkt z =t= n% im Innern enthält, so gilt

die Darstellung allgemein, und wir erhalten mithin den

Satz. Die Fiinlition Qoiz läßt eine unendliche Partialhruchzerlegung

von der Form zu:

(II) cot^-i + >;'r-i- + Ai.
^ ' z ^mJ \_z — mt n Ttj

« = — cc

Dabei konvergiert die Reihe absolut, und läßt sich somit in die Form
umsetzen:

(III) cot^=. ' +T-,-^V«-
11 = \

Das allgemeine Glied der Reihe (II) besteht hier nicht mehr wie

bei der früheren Entwicklung für csc^ z lediglich aus dem Hauptteil

des Poles, es kommt vielmehr noch der Term 1/wn; hinzu, und ge-

rade dieser Term ist es, welcher die Konvergenz der Reihe hervor-

ruft. Läßt man ihn fort, so hat die Reihe keinen Sinn. Das ist

eben das neue Moment bei der Partialbruchzerlegung einer transzen-

denten Funktion. Fassen wir es vorgreifend zu einem Satze zusammen,

so können wir sagen:

Dei den transzendenten Funktionen braucht die Reihe der Haupt-

teile der Pole nicht zu konvergieren. Fügt man aber jedem derselben

ein geeignetes Polynom Jtinzu, — im vorliegenden Fcdle ist das die

Größe I/htc, — so entsteht eine konvergente Reihe, für deren funktionen-

thfioretisches VerJmlten die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen

vorbildlich ist.



§ 1. PartialbruchzerleguiifT der Funktionen C8c*z, cot z, usw. 44ri

Dieser Satz ist im Mittag- Lefflerschen Snt/e, i? 10, mit ein-

begriffen.

Wir machen noch auf eine Eigentümlichkeit der soeben erhaltenen

Darstellung aufmerksam. Läßt man z, stets im Perioden streifen ver-

bleibend, gegen einen bestimmten Endpunkt desselben rücken, so

nähert sich die Funktion dem Werte / oder — \. Dabei konvergiert

aber jeder Term der Reihe gegen 0, und hiermit haben wir das merk-

würdige Vorkommnis, daß der Grenzwert der Reihe mit der Reihe

der Grenzwerte der einzelnen Terme nicht zusammenfällt. Derartige

Reihen, welche eben sjaeziell dazu hergestellt werden, um diese Mög-

lichkeit dazutun, sind ja wohlbekannt, hier sind wir aber auch in der

Praxis einer solchen Reihe begegnet.

Aufsfabe 1. Man gehe direkt von der Reihe aus:

z ^ .^J iz — 7cn ' rrnj'
n = — X

und konstatiere, daß dieselbe eine periodische P\inkrinn darstellt, welche

mit der Funktion cot^ übereinstimmt.

Aufgabe 2. Man leite die Formel:

2z 2z 2z
tan 2 = -,

——5 \- -r^—\—i h -^—r^ h • •
•

(f)-^^
(")"-^'^

c:)'-''
°^^^' n, nz 2z

,
2z ^ 2z ^

2
*^^ "2 = i^^^ + P^^^ + P^T^ + •

her, a) indem man so vorgeht, wie oben bei der Aufstellung der ent-

sprechenden Formel für cot z-^ b) indem man in der Formel (U) z durch

.^ ersetzt; c) indem man von der Identität ausgeht:

tan z = cot z — 2 cot 2 z.

Aufgabe 3. Vermöge der Identität:

. = cot " — cotz
sin z 2

leite man die Partialbruchzerlegung für esc .- her:

sin i; 2 ' ^J ^ ^ \z — nn nn)

oder
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§ 2. Herstellung doppeltperiodischer Funktionen durch unendliche

Reihen. Die Funktionen \^{2), t{^)-

Seien w und co' zwei beliebige, von verschiedene komplexe

Zahlen, deren Arcusen nur nicht bis auf Vielfache von jt miteinander

übereinstimmen. Setzt man also

so ist /3=|=0; wir wollen ferner festsetzen, daß /3 > sei. In diesem

Paragraphen handelt es sich um den Beweis, daß es doppeltperio-

dische Funktionen zweiter Ordnung gibt, welche diese Größen w und a'

zu primitiven Perioden haben.

Hilfssatz. Die Beute

„^J (moi-\-m'(oY ^
m , m 0, +l,+2,.(1)

Jconvenfiert absolnt.

Dabei sollen ni und ni' alle ganzzahligen Werte annehmen, der-

art, daß alle mögüchen Wertepaare (m, ni') mit alleiniger Ausnahme

von (0, 0) zu Stande kommen. Die Punkte

£1 = ma -\- m'
o'

lieo-en in den Ecken eines Parallelogi'ammnetzes. Man fasse zuerst

dasjenige Parallelogramm P^, welches von den vier an den Punkt 2 =

L L / p/

heranreichenden Parallelogrammen gebildet wird, ins Auge. Auf dem

Rande desselben liegen 8 Punkte Sl. Um ein bestimmtes Gesetz für

die Reihenfolge der Terme der Reihe herauszugreifen, so wollen wir

diese 8 Terme zuerst nehmen, indem wir etwa mit 1/«^ beginnen und

dann den Rand von P^ in positivem Sinne durchlaufen. Sei / die

kleinste Entfernung des Punktes ^ = von einem Randpunkte. Dann

wird für jeden dieser 8 Punkte

1

^i'
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sein, und alle 8 zusammengenommen liefern iiiernach einen Beitrag

zur Reihe der absoluten Werte:

y-'-' ^ iß''

'

welcher kleiner als 8//^ ist.

Geht man jetzt zu einem zweiten Parallelogramm I'.,, welcher

aus P^ und allen an P^ stoßenden Parallelogrammen des Netzes be-

steht, so finden sich 8 • 2 = 16 Punkte fl auf dessen Rande. Diesen

Punkten entsprechend, schreiben wir 16 weitere Terme der Reihe an.

Für jeden derselben gilt die Relation:

Sl^
I

— (2Z)»'

SO daß sie also insgesamt einen Beitrag zur Reibe (2) liefern, welches

kleiner als 8 • 2/(2 ^)-^ ist.

Indem man so fortfährt, beweist man, daß die Anzahl der Punkte

auf dem Rande von P„ gleich Sn ist. Darum beträgt die Summe der

entsprechenden Glieder aus der Reihe (2) weniger als Sii/^niy, woraus

dann erhellt, daß die Summe einer beliebigen Anzahl von Gliedern

aus dieser Reihe den Wert der konvergenten Reihe:

j^ (n?)' ?' L ^ 2* ^ 3'' ^ J(n?)
71 = 1

niemals übersteigt. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, daß ein kleinerer ganz-

zahliger Exponent nicht genügt hätte, die Reihe

konvergiert nicht absolut. In der Tat sei L die größte Entfernung

eines Randpunktes von P^ vom Punkte = 0. Dann ist für jeden

der dem Rande von P„ entsprechenden 8« Terme der Reihe

;
1

ß' ^{nLY

und infolgedessen kann man stets genug Terme nehmen, damit die

Summe ihrer absoluten Beträge die Summe einer beliebig vorgegebenen

Anzahl von Termen aus der divergenten Reihe

übersteigt.

Herstellung einer doppeltperiodischen Funltion dritter Ord)it(n;f.

Auf Grund des voraufgeschickten Hilfssatzes können wir ohne wei-
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teres eine Reihe hinschreiben, welche eine doppeltperiodische Funk-

tion mit einem Pole dritter Ordnung im Periodenparallelogramm defi-

niert. Die Reihe lautet folgendermaßen:

(3) Q{z)==^ (^ßp ^ ^ = ''' f^ + ^^*' «'.

wo m und ni alle positiven und negativen ganzzahligen Werte inkl.

annehmen, welche zu verschiedenen Wertepaaren (in, m) führen.

Daß die Reihe (3) in jedem Punkte der Ebene, in welchem kein

Nenner verschwindet, absolut konvergiert, schließt man aus dem Kon-

vergenzsatze, § 1, Anm., indem man als Hilfsreihe Z'a,, die soeben

untersuchte Reihe (1) nimmt. Daß sie ferner in jedem endlichen Be-

reiche S gleichmäßig konvergiert, sofern man vorerst alle Terme fort-

läßt, welche einen Pol in S haben, beweist man ebenfalls im Anschluß

an jene Reihe. Sei nämlich q der größte Wert von \z\ in den Punkten

von S inkl. des Randes. Dann ist

Läßt man daher diejenigen Glieder der Reihe (3) fort, wofür
|

ü
[

^ Q ist, so findet man für die übrigen Glieder dieser Reihe:

\{si-zr\ -(|ß)_p)3

Um also das Weierstraßsche Konvergenzkriterium, Kap. 3, § 4, an-

zuwenden, braucht man nur 31^ = [ -ß
[

— q\~^ zu setzen.

Hiermit ist gezeigt, daß die Funktion Q^z) in jedem der Punkte Sl

inkl. des Punktes s = einen Pol mit dem Hauptteil (z — Sl)~^ auf-

weist, sich aber sonst analytisch verhält. Daß sie endlich die Perioden

CO, CO besitzt, sieht man ja der Reihe sofort an.

Die Weierstraßsche ^o-Funktion. An die Entwicklungen von

Kap. 10, § 8, anknüpfend leiten wir noch aus Q[3) durch Integration

eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung, die Weierstraß-

sche (t?-Funktion, her und zwar definieren wir sie als dasjenige Integral

von -2Q{z):

a) p{z)=y-2Q{z)ds,

wofür

b) lim [v? [z) - 4] =

ist. Schreibt man das unbestimmte Integral in der Form an:

f- 2 Q (z) fU =J- 2 Q (z) dz+C, a^O,
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und ersetzt man dann rechter Hand (^{z) durch die zugehörige Reihe,

so kommt:

;. ^jz

-\f2\
Die Bedingung b) hat nun zur Folge, daß die ganze letzte Zeile hier

fortfällt. Durch gliedweise Integration erhält man also schließlich

die Formel:

Die solchergestalt definierte Funktion (,J{z) erweist sich nach dem

Satze von Kap. 10, § 8 als doppeltperiodisch, was auch durch eine

geschickte Umformung der Reihe (4) an den Tag tritt. Wir haben

somit eine dem Avillkürlich angenommenen Periodenpaar (^co, co') ent-

sprechende doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung mit einem

doppelten Pole im Punkte z = gewonnen. Sie ist fernerhin eine

Q-erade Funktion von ^, sowie eine homogene Funktion der drei Ar-

gumente s, co, a von der — 2*^"^ Dimension. Nach den Entwicklungen

von Kap. 10, § 5 genügt sie einer Differentialgleichung von der Form:

wo G ein Polynom dritten Grades mit den Wurzeln

^1 = i^ (y) ' ^2 = V> (y) ,
c, = p (^^)

bedeutet. Um die Koeffizienten von G zu berechnen, bedient man

sich der Reihenentwicklung (4) von <^.){z) in der Nähe von z = 0. Es ist

{z — siy si'

(-i)
' 2 ^ + 3 ; + 4 ol +

(z — siy- si^ ß--* ' ß^ ' si'

Aus dem Reihensatze von Kap. 7, § 14 folgt also:

(5) s.(.) - i + 3 (2''
^.)

^'- + 5 {2'i^ ^ +

oder, indem wir mit Weierstraß



^2 = 60
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durch — z und zugleich il durch — il ersetzt. Sie ist ferner eine

homogene Funktion der drei Argumente z, w, w' von der — 1'°" Di-

mension. Endlich genügt sie den beiden Funkiionalgleichungen (vergl.

Kap. 10, § Sj:

^
^

e(~^+co')=e(.) + v, r

wo >;, ri Konstante bedeuten, welche sicher nicht beide verschwinden,

denn %{£) hat ja nur einen einzigen Pol erster Ordnung im Perioden-

parallelogramm und kann darum nicht doppeltperiodisch sein. Da
die Summe der Residuen von t^iz) im Parallelogramme gleich 1 ist,

so hat man:

(12) r]co' —Tj' CO = 27t i.

Hätten wir dagegen w und co' vorhin so genommen, daß 9t (-:— ) <0
wäre, so müßte dem rechten Gliede dieser Gleichung das entgegen-

gesetzte Aorzeichen zukommen.

Wir heben noch die Tatsache hervor, daß

F(^) = 75 + ^V(^),

^(z) = ^ + z'n^iz)

ist, wo q){z), iIj(z) beide im Punkte z = analytisch sind.

Aufgabe. Man zeige, daß

(13) | =
5(f), | =

5(f)-

§ 3. Darstellung doppeltperiodischer Funktionen mittels der

i;- und der y;- Funktion.

In der Umgebunor der Stelle z = hat man

t{z) = ^ + cp,iz),

^-^'^ t^"-'^iß) = iJ^ ^^"-'V) = ]„ + <Pn{^h
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WO sich jede der Funktionen q)^ {z) im Punkte z = analytisch ver-

hält. Auf Grund dieser Relationen erhält man eine Art Partial-

bruchzerlegung der doppeltperiodischen Funktionen, welche durch

den folgenden Satz des näheren erklärt wird.

Satz. Die allgemeinste doppeltperiodisclie Funktion f{z) läßt sich

als eine lineare Kombination von t,{z — ß^ und ihrer Ahleihmgen dar-

stellen, tcohei ß^, ... ß„^ die im Feriodenparallelogra7nm belegenen Pole

von f{z) bedeuten.

Sei nämlich der Hauptteil von /(/) im Pole ß

Zieht man dann von f{z) die Summe ab:

t-i

A e(^ - /3) + 2 A, \r^-— e(- ^) {z -ß),
/ = 2

^

so hat die also entstandene Differenz keinen Pol mehr im Punkte ß.

Indem man bei jedem Pole auf diese Weise verfährt, gelangt man

schließlich zu einer Differenz ^{z), welche gar keinen Pol im ganzen

Periodenparallelogranim mehr aufweist und außerdem doppeltperiodisch

ist. In der Tat sind alle Ableitungen von t,{z) ohnehin doppeltperiodisch.

Bezeichnet man die Residuen von f(z) mit C'^, . . . 6',„, so folgt aus

§ 2, (11), daß

<^{z + «) - 0(z) ^-C,ri-C,ij C„,7?,

^{z + ö')- 0{z) = - C^r/— C,r/ C,„V

ist. Da aber die Summe der Residuen von f(z) für das ganze Pa-

rallelogramm verschwindet, so haben die Ausdrücke rechter Hand

den Wert 0, und die Behauptung erweist sich damit als richtig.

Hiernach kann 0{z) nichts anderes als eine Konstante sein, womit

denn der Beweis erbracht ist.

1. Aufgabe. Man zeige, daß jede doppeltperiodische Funktion

zweiter Ordnung in einer der beiden Formen geschrieben werden kann:

Äs.Kz-ß)^B,
"4 1 7?

p {z — y) — p iß — 7)

Im zweiten Falle ist y der Halbierungspunkt der die beiden Pole

ß, ß' miteinander verbindenden Strecke:



§ 4. Die fT-Kimktioii 4f)l

2. Aufgabe. Hat eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ord-

nung- getrennte Pole, wovon der eine im Punkte z = 0, der andere

in z = — a liegt, so läßt sie sich in der Form ausdrücken:

3. Aufgabe. Im Anschluß an das Ergebnis der 1^ Aufgabe be-

weise man die Relation:

oder, anders geschrieben:

wobei H, V unabhängige komplexe Argumente bedeuten.

Fingerzeig. Man bediene sich der am Eingange des Paragi-apheu

stehenden Beziehungen.

§ 4. Die (J-Funktion.

Indem wir an die Relationen:

a) / cot^f?^ = log sin^ -|- C, sin.2r = eJ'^" ' "

^

b) lim^^ = l,

anknüpfen, lassen wir jetzt aus t, (z) eine Funktion a (^z ) in derselben

Weise entstehen, wie diesen Relationen gemäß die Funktion sin^ aus

€ot s hervorgeofangen ist. Sei also

a
j 6 {z) = c-^

,

b') lim^ii) = ö'(0) = 1.

Hiermit erhalten wir die Weierstraßsche (;-Funktion. Wie man
sieht, ist

{!) 6(z) = ze^

Daraus folgt, daß sie ungerade ist, denn der Exponent ist ja eine

gerade Funktion.

1. Satz. Die Funktion 6(z) ist eine ganze transzendente Funltion,

welche in den PmiJden z = ni co -^ m'a' eine einfae/ie Wurzel hat, sonst

-aber nirgends verschwindet.

Osgood, Funktioneutheorie. II. 30
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In der Tat sei S ein beliebiger endlicher Bereich der ^-Ebeue.

Dann kann man ^(ß) in der Form schreiben:

wobei sich die Summe nur über eine endliche Anzahl von Termen er-

streckt, und (f(z) sich in S analytisch verhält. Daraus findet man:

wo jj) (z) sich ebenfalls in S analytisch verhält. Infolgedessen hat

6 (z) keine singulare Stelle im Endlichen, Avährend andererseits die

Punkte z = Sl einfache Wurzeln der Funktion abgeben, w. z. b. w.

Im übrigen ist 6{z) homogen von dei- V^'^ Dimension in den drei

Argumenten z, a, co'.

Der Gebrauch mehrdeutiger Funktionen läßt sich hier vermeiden,

indem man vorerst folgenden Satz formuliert und beweist: In einem

einfach zusammenhängenden Bereiche *S'sei f(z) eindeutig und analytisch,,

sofern von den Punkten «j, ... a^ abgesehen wird. Ferner habe f(z)

in jedem jener Punkte einen einfachen Pol mit einem ganzzahligen

Residuum m^, / = 1 , . . . n. Dann wird durch die Differentialgleichung

(2) ^J = /-W

eine Schar in S eindeutiger Funktionen F(z) definiert, deren jede

im Punkte ((^ einen Nullpunkt oder Pol von der
j

m^ j**^" Ordnung be-

sitzt, je nachdem »?^ positiv oder negativ ist. In allen anderen

Punkten von S verhält sich F{z) analytisch und hat überdies einen

von verschiedenen Wert.

Zum Beweise setze man

f{2) = -J^ + • • • + -'^^ + g)(^),
' ^ ^ z — «1 z — an ' ^ ^ -^

'

wobei sich (p[z) in S analytisch verhält. Dann liefert die Funktion:.

F^ {z) = {z- «;/"! ...{z- «„)'"" e-

eine Lösung, wie man sofort nachrechnet.

Sei jetzt jP(^) eine beliebige Lösung von (2), welche sich in.

einem Punkte h =|= a^ von S analytisch veihält, ohne dort zu ver-

schwinden. Dann ist in der Xähe von z = h:

F'(z)_ .._f:{z)
F(z) I ^'^^

Fl {z)

Bildet man andererseits die Funktion F(z)/F.^(z), so zeigt sich, daft

in der ofenannten Nachbarschaft:



a(z + oi) =



454 III- 11- Reilieii- und Produktentwicklungen.

nehmen darf, die 2^**^ wird dann dadurch eindeutig bestimmt.*) Wir

wollen jetzt diesen letzten Punkt nötigenfalls durch denjenigen außer-

halb des Parallelogramms gelegenen kongruenten Punkt ersetzen, wo-

für die Kongruenz in die Gleichung (5) übergeht. Alsdann folgt aus

dem 2. Satze, daß die Funktion

g (^ — t)^! ) • G{z — a„)

c{z-ß,) ... a(z-ß,,)

doppeltperiodisch ist, und da ihre Nullpunkte und Pole überdies be-

ziehungsweise mit den Nullpunkten und Polen von f(2) zusammen-

fallen, so kann sie sich nur durch eine multiplikative Konstante von

/ ü) unterscheiden.

In der Weierstraßschen Funktionenlehre bildet die durch ein

unendliches Produkt definierte (?- Funktion (vergl. § 8) geradezu den

Ausgangspunkt für die Behandlung der doppeltperiodischen Funktionen.

Vermöge der Sätze der algebraischen Analysis werden dann in um-

gekehrter Reihenfolge, und zwar auf rechnerischem Wege, die Funk-

tionaleigenschaften der 6- und der verwandten Funktionen hergeleitet.

So hat man in jener Theorie zur Definition der ^- und p- Funktion:

(6) t(0)-l\ogö(ß^-'^,

(7) (,,(,) = _e'(,) = i(£)!^«(i).

Aufgabe 1. Man zeige, daß

(«) P (^) - 9W =
ciccfcizf

Dies entspricht der trigonometrischen Relation:

1 1 sin (k — z) sin (a -\- z)

sia.- z sin-

a

sin-« sin-

^

Aufgabe 2. Man zeige, daß

(9) (?(^) = . + ^^ZU)

ist, wo X {£) sich im Punkte ^ = analytisch verhält.

Aufgabe 3. Das Integral einer beliebigen doppeltperiodischen

Funktion setzt sich aus folgenden Bestandteilen zusammen:

a) einer doppeltperiodischen Funktion:

b) einer linearen Funktion;

c) einer Summe von ^-Funktionen:

d) einer Summe von Logarithmen von (7- Funktionen.

*; Damals wußten wir noch nicht, ob es stets erlaubt ist, irgend 2n — 1

dieser Punkte beliebig im Parallelogramm anzunehmen. Daß dies nun in der

Tat angeht, folgt auch erst aus dem gegenwärtigen Satze.
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§ 5. Additionstheoreme.

Wir lial»tii bereits am Eudc des § 8 die Funktionalgleichun«^

kennen lernen:''")

,1) 5„ + ,,.;,„^5,.) + i_^|^.
Hierdurch wird die ^-Funktion, gebildet für die Summe zweier Argu-

mente, durch Funktionen der einzelnen Argumente ausgedrückt. Eine

derartige Funktionalgleichung heißt allgemein ein AddiÜousthcorcm.

Ditferentiiert man (1) partiell nach », so kommt

oder nach Umformung mittels der Relationen

(3) (^^'(uf = 4p(uf - g, 9?(«.) - rj,
,

(4) /'00 = 6i^W-i5'2,

,-^ ,/„ I

N 2 [s-J (u) sJ (v) — i- ffa] [p ju) + s^ jv)] — 03—^' («) 9' {v)

Indem mau v>'l») und y>'(i) noch mittels der Relation (^) aus dieser

Gleichung "fortschafft, ergibt sich, daß p (u -{- v), <p (it), ^.? (t?) durch

eine algebraische Gleichung miteinander verknüpft sind:

Demnach besitzt die Funktion 's^iß), in Übereinstimmung mit dem all-

gemeinen Ergebnisse von Kap. 10, § 7, ein algebraisches Additionstheorem.

Aus (2) oder (5) erhält man feraer durch partielle Differentiation

nach u oder v das Additionstheorem für <^d'{z).

Man kann aber auch von der (j-Funktion aus zum Additions-

theorem für die y;-Funktiou gelangen. Nach § 4, (8) ist

i.) (ii) — id (v) = ^^

—

, ,, ; ,J
—- •

' *^ ' ) V / a{v)-6{u)-

Diöerentiiert man hier beiderseits logarithmisch nach u, sowie auch

nach V, und addiert, so erhält man die Relation (1 ).

Endlich sei noch bemerkt, daß das Additionstheorem {ö) direkt

aus dem 7. Satze von Kap. 10, § abgeleitet werden kann, ohne

die ^- und (7-Funktionen überhaupt zu definieren, wie ja auch in der

ersten Aufgabe des § 7 ebenda bereits hervorgehoben ist. Sei näm-

lich ic^O ein beliebiger Punkt des Periodenparallelogramms, und

*) In diesem Paragraphen l)ecleuteD u, r z\m'i unabhängige komplexe Ar-

gumente.
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man bilde die Funktion y>'(^ + a), welche dann in eine gerade und

eine ungerade Funktion gespalten werden möge:

<p {z + a)= 1-
[<,,) {s + a)^- y? (^ - aj\ + ^^ [v> (z + «) - p {s - «)].

Die gerade Funktion ist von der 4*''° Ordnung und läßt sich daher

als der Quotient zweier quadratischer Polynome in tp {z) ausdrücken.

Ferner überzeugt man sich leicht, daß das Nennerpolynom (von einem

konstanten Faktor abgesehen) nichts anders sein kann als[y>'(,s) —
y^'C«)]^-

Setzt man also die Gleichung an:

i [p(^ + ^) + F(^ - «)] =
|;^.(,)-p(^)]^ >

wo a, ?>, c unbestimmte Konstante bedeuten, und entwickelt man beide

Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von z, so ergibt der Vergleich

der Koeffizienten der ersten drei Terme genügende Bestimmungs-

ofleichuno-en für diese Konstanten.

Indem man weiterhin mit der Funktion

in ähnlicher Weise verfährt, gewinnt man schließlich das gewünschte

Resultat.

§ 6. Unendliche Produkte.

Unter einem unendlichen Produkte versteht man eine unbegrenzte

Folge reeller oder komplexer Größen,

/1W2; • • -7

womit man folgendermaßen verfahren soll: man bilde das Produkt

Pn=fl-f2 fn

und lasse dann n ins Unendliche wachsen. Xun liegt es nahe, in An-

lehnung an die Definition einer unendlichen Reihe zu sagen: nähert

sich p^^ dabei einem Grenzwerte, so soll das Produkt konvergent, sonst

aber divers^ent heißen. Durch diese Definition würden indessen Pro-

dukte als konvergent zugelassen werden, welche, ohne irgend einem

nützlichen Zwecke zu dienen, sowohl die Beweise als auch die Sätze

umständlich machen würden und aus diesem Grunde durch spätere

Festsetzungen wieder ausgeschieden werden müßten. Solche Produkte

wollen wir lieber von vornherein nicht aufnehmen, und darum fassen

wir unsere Definition der Konvergenz, wie folgt. .

Definition. Verschwindet höchstens eine endliche Anzahl der

Größen
f]^

und konvergiert das Produkt
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/ m + 1
' Im + 2 " " " ' Im + ;• >

WO /",, 4= f* füi" '' > *'* ist, bei festem ^;/ und unbegrenzt wachsendr in r

gegen einen von verschiedenen Grenzwert P,„, so heißt d;is vor-

gelegte unendliche Produkt konvergent, und wir legen ihm den Wert

^ =/;•/--• ••/;,-p. = lim p„

bei; in allen anderen Fällen heißt es divergent. Man schreibt das

Produkt, sei es konvergent oder divergent, in der Form:
r

fi-f2--- bezw. 77/;.
n = l

Beispiele. Das Produkt

[2^2) ViTs/ U • 4/
" " ' ^ i '

\ --i

"

3 / \ 3
'

4 /

kouveru'iert s'egen den Wert }, . Dagegen divergiert

1 2 Ü
2"

" 3 T '

'

"

gegen 0.

Ein unendliches Produkt hat hiernach mit endlichen Produkten

die Eigenschaft gemeinsam, daß es nur dann verschwindet, wenn einer

seiner Faktoren verschwindet. Dagegen wäre es ein In-tum zu glau-

ben, daß umgekehrt jedes unendliche Produkt, welches einen ver-

schwindenden Faktor enthält, den Wert hätte. Dazu muß ja das

Produkt erst überhaupt konvergieren.

Die theoretischen Entwicklungen über unendliche Produkte

stützen*) sich wohl am einfachsten auf den folgenden grundlegenden

Lehrsatz. Die notwendige und hinreichende Bedingung ßr die

Konvergenz eines unendlichen Produlis

besteht hei passender Wahl des Wertes von log f„ in der Konvergenz der

Hilfsreihe

log /;„+! + log 4+2 + •••.

ivo /; 4= für n > m ist. Im Falle der Konvergenz ist außerdem noch

log P,n = log L + l + log fm + -2 + ' ' '^

^'ö p -f .f^ m / /« + 1 / m + 2

a) Die Bedingung ist notwendig. Xach Voraussetzung konvergiert

hier das Produkt, und P,„ 4= 0. Man setze

Pm,r ^^ Im + l
' Im +2 Im + r

*. Wegen einer anderen Bebandlungsweise vgl. Stolz, Tlieoreiische An'th-

iiietil-. Tannery et Molk, Fönctions elUptiq^nex, Bd. 1.
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und lege log P^,^ einen bestimmten Wert ^ + 7^/ bei. Um den Punkt

z = Pj^ beschreibe man ferner einen den Punkt ^ = nicht umfassenden

Kreis K. Dann liegen die Punkte
p^^^ ^, r > r^, bei passender Wahl

von Vg alle in K, und infolgedessen läßt arc
^,,, ,.

eine Bestim-

Fig. 100.

mung 1]^ zu, welche sieh dem absoluten Betrage nach von 7] um
weniger als n/2 unterscheidet. Dementsprechend wird man die Be-

stimmung bevorzugen:

log P,„ r = log
I Pm, rl+Vrh ^ > T^,

und im übrigen log
f\^

so wählen, daß

wird. Nun behaupte ich: die linke Seite dieser Gleichung nähert sich

beim Grenzübergange r = oo einem Grenzwerte und zwar dem W^erte

logP^ = ^ + '>?«:

lim log
2\„, ^ = log / lim 2l,„, ,-)

= ^ + V ?•

In der Tat bildet diejenige Bestimmung von

log ^ = -\ log 1^1+ i arc z

in den Punkten von K, wofür

7t Tt

7/ — Y < arc ^^ < 7^ -i- y
ist, eine in K eindeutige stetige Funktion von z. Die in Rede stehende

Bestimmung von log p^^^ ,. fällt aber gerade mit dem Werte dieser

Funktion im Punkte ^=iJ,„ ,. zusammen. Demgemäß konvergiert auch

die Reihe rechter Hand, und es ist

log J^m = log4 + 1 + log/'^. + s H ;

w. z. b.w. Dabei ist dem log/,,;^^., /•>>'q, der Hauptwert beigelegt

worden, d. h. es ist — :;r < ^ (— log
/,« + ,) '^ ^-



§ G. Um'iullulic Troiliikto. 459

b) Die Bedingung ist auch binreichend. Xacb \'oniussetzuiig

konvergieit also hier die Reibe. Sei

'S,,,,,. = log /",„+! +—h log /;„+,,

'5m=l0g/;„4.l+----
Dann ist

e^v '• = /;„+! /;„+,,

iiud da c'- eine eindeutige stetige Funktion ist^ so muß
lim Sil, ,.

lim ("'''"', '• = e'-''- ' = e
'"

r — 'S.

sein. Darum konvergiert das unendlicbe Produkt, und es ist

/m+l /m + 2 ^ ^' '"•

Zusatz. Damit ein unendliches Produkt konvergiere, ist noticendig

und hinreichend, daß

sei, ivenn ii ins Unendliche wächst und r sich dahei in völlig a-illkiir-

licher Weise ändert.

Indem man

/; = 1 + «.

setzt, ergibt sich hiermit für die Konvergenz des Produkts als not-

wendig, daß
lim a^i =

II = a-

sei.

'2. Satz. Die BeiJien

a)
<-^,n + i + a,n + 2

-\ . «« + / + - 1^

b) log(l + «,„^0 + log(l + «,„^,) + • • •,

icohei dem log(l+«„, + ^) stets der Hauptivert beigelegt trird, konvergieren

gleichzeitig ahsolut.

In der Tat ist

,. loor (1 -]- a„) 1hm "^ ^ "^ = 1.

Konvergiert also eine dieser Reiben absolut, so gilt dies auch von

der anderen (vergl. S. 439, Anm.), w. z. b. w.

Zusatz. Das unendliche Produkt

(1 4- ff,) (1 + rt,) • • •

konvergiert stets dann, ivenn die Reihe

«1 + «i -r
•

absolut konvergiert.
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Definition. Das unendliche Produkt

(1 + «J (1 + a,)

heißt absolut T^onvergent wenn das Produkt

(l + |ai|)(l + ia2|)---

konvergiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, daß die Reihe

(fi, + r^, + • •
•

absolut konvergiert.

3. Satz, Die Faldoren eines nnendlkhen Prochilis Vönnen dann

wid nur dann heliebig umgestellt iverden, ohne den Wert des Produkts

zu ändern, ivenn das Produld ahsolut Tionvergiert.

Der Beweis ei'oibt sich sofort mittels der loo;aritbmischen Hilfs-

reihe.

Bezüglich des Produkts zweier oder mehrerer, auch einer unend-

lichen Anzahl unendlicher Produkte gelten analoge Sätze, wie bei der

Summe mehrerer unendlicher Reihen. Ebenso läßt sich der Satz be-

treffend das Einsetzen bezAv. Weglassen von Klammern bei den Reihen

sofort auf die Produkte übertragen.

§ 7. Fortsetzung: funktionentheoretische Eigenschaften.

Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung unendlicher Produkte,

deren Faktoren von einer komplexen Veränderlichen z abhängen.

Definition.*) Sei

ein unendliches Produkt, dessen Faktoren alle in einem Bereich S
eindeutig erklärt sind, und welches für jeden Punkt z dieses Bereiches

*) Diese Definition verdanke ich einer mündlichen Mitteilung meines Kol-

legen Hrn. Prof Böcher. Sie hat den Vorteil der Weierstraßschen gegen-

über, daß nach ihr auch bei den Produkten die gleichmäßige Konvergenz sich

der allgemeinen Definition von Kap. 3, § 3 (vergl. auch S. 258, erste Anm.) sub-

sumiert, sofern das Produkt überhaupt in jedem Punkte von S konvergiert,

ü^ach Weierstraß konvergiert nämlich ein Produkt gleichmäßig, wenn das

Teilprodukt f (z) . . . f (z) dem Grenzwerte 1 gleichmäßig zustrebt.

Die beiden Definitionen decken sich indessen nicht, denn nach der unserigen

können die Faktoren selbst dann, wenn sie alle in S analytisch sind, unendlich

viele Nullstellen daselbst haben, deren Häufungsstellen dann selbstverständlich

am Rande von S liegen müssen, während dieser Fall bei der Weierstraßschen
Defi-nition ausgeschlossen ist.

Immerhin besteht die folgende Relation: Konvergiert ein Produkt, dessen

Faktoren alle in 5* analytisch sind, nach unserer Definition gleichmäßig in S, und

ist 5" ein abgeschlossener, innerhalb S enthaltener Bereich, so konvergiert das

Produkt auch nach Weierstraß gleichmäßig in S'

.
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überhaupt koiiYerwiert. Dann heißt das Produkt (fliichniüßl;/ knnceri/cvt

in S, wenn das Teilprodukt:

in S gleichmäßig konvergiert.

1. Satz. Siinl die Faldoren eines nno^dllehen Fnx/idi^!

fMf'M---
in einem Bereiche S anahitisch, und konvergiert das Prodult gleichmäßifi

in S, so stellt es eine in S analytische Fnnldion F{z) vor.

Der Satz subsumiert sich als spezieller Fall unter den 6. Satz

von Kap. 7, § ö, indem man cc =-n, Tc = oo, s{z, a) = p„{z) setzt.

In eiuem inneren Punkte z = a von S, in welchem kein Faktor

versehwindet, hat auch das Produkt einen von verschiedenen Wert.

Verschwindet dagegen ein Faktor in a, so kann sicher, wegen der

Konvergenz des Produktes, nur eine endliche Anzahl von Faktoren

dort verschwinden. Die Gesamtzahl der Wurzeln, welche diese in

z = a haben, wird also endlich sein und möge mit m bezeichnet wer-

den. Alsdann läßt sich das gegebene Produkt in das Produkt dieser

Faktoren und eines neuen unendlichen Produkts zerlegen, wobei nun

letzteres eine in ^ = a analytische, dort nicht verschwindende Funk-

tion definiert. Infolgedessen erhält F{z) im Punkte a eine ?,v -fache

Wurzel. Das Ergebnis wollen wir in folgenden Satz zusammenfassen.

2. Satz. Die in S gelegenen Wurzeln von F(z) irerden son-ohl der

Lage als auch der Ordnung nach durch die Wurzeln der einzelnen Fal-

foren des unendlichen Produkts hestimmt.

3. Satz. Sei

t\{z)f,{z)...

ein unendliches Produkt, dessen Faktoren in einem Bei-eiche S endlich

und, von einer endlichen Anzahl derselben abgesehen, von verschieden

Meilen; analytisch, oder gar stetig brauchen sie nicht zu sein. Damit

dann das Produkt gleichmäßig in S konvergiere, genügt, daß die Reihe

X

^"log/'^f.)

gU'khmäßig in S konvergieti, uobei N so groß gemnnmen uird. daß

ßr n^N f„(z)^0 ist.

Um den Beweis zu liefern, gehen wir von der Zerlegung

aus, indem wir vorab bemerken, daß für einen beliebigen festen
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Wert von n 2^„(^) ^^ ^ endlich bleibt. Nun behaupte ich, und

werde auch sogleich beweisen: zai jeder positiven Große «' gibt es

eine von z unabhängige, feste Zahl ni^ derart, daß

(2) /;.+t(^) /.+.(^)-i<^'

bleibt, wie auch immer z in S und r unter den natürlichen Zahlen

angenommen werden mögen. Hieraus folgt aber erstens, daß

ist, und da nun ferner

(4) rP,n^r{^) -\Pmi/)\- L + li^) ' ' ' L + ri^)

ist, so erkennt man, daß ^)„(^) für alle Wertepaare (z, ;?), wo z in S
liegt und n =1, 2, . . . ist, endlich bleibt:

Indem wir jetzt auf (1) zurückgreifen, schließen wir, daß

ist, womit denn der Satz bewiesen ist.

Es handelt sich also nur noch um den Beweis der obigen Be-

hauptung. Nach Voraussetzung entspricht einer beliebig kleinen posi-

tiven Größe 1] eine feste ganze Zahl ni ^ N, wofür

log/:„^i(^) + ---+log/;,^,(^) <yj

bleibt, wenn z ein beliebiger Punkt von S und r eine beliebige na-

türliche Zahl ist. Indem wir andererseits an die Identität

(5) /;«+i»^)- • --L^M = e^°^/"<+i(-)+--+^"^'/„,+.u)

anknüpfen, schließen wir aus der Stetigkeit der Funktion

W= <>'',

daß einer beliebig kleinen positiven Größe £ eine zweite positive

Größe ?j zugeordnet werden kann, derart, daß für alle an die Be-

dingung Z <^rj gebundenen Werte von Z stets W— 1 <« bleibt,

womit sich denn die Richtigkeit der Behauptung ergibt.

Hiermit ist der Beweis fertig^. Wir fügen noch die Bemerkung

hinzu, daß die gleichmäßige Konvergenz der Reihe noch keine not-

wendige Folo;e der o-leichmäßigen Konvergenz des Produkts ist, dessen

Faktoren beispielsweise in einem Punkte z = a von S den Grenz-

wert haben könnten, ohne selbstverständlich in diesem Punkte zu

verschwinden.

Zusatz. Bleiben die Faldoren eines unendliclien Produkts

f,(z)Uz)...

endlich in einem Bereiche S und konven/iert das Teiliirodnli:



§ 7. Fortsetzung: t'unktioiicMtlieoretiHfbe Flijjenschaftoii. 4<k;

</h'icJn)iäßi;i ;/(t/cn 1:

/m + l */) • • • Im rry-J " ^
|
< ^

,

'• = l,-^ • • •,

SO lo)iver(/i('rt das Prodiili f/h-irhniiißif/ in. S.

Das Weierstraßsc'he Kriterium für die q;leichmäßise Koiivertfenzo o o
einer uiieiullichen Reihe, Kap. 3, § 4 überträgt sich auf unendliche

Produkte, wie folgt.

4. Satz. Kriterium für gleichmäßige Konvergenz. SeiO ~ o
Ol

fi(/)fM = /Z[i + ^Ä^)l W) = 1 + «„(^j,
H = 1

ein unendliches Produli, dessen Faldoren in einem Bereiche S eindeidi<j

erMärt sind und endlieh bleiben. (ieniUjt dann die Reihe

a^ {z) + «2 {z)^

dem Weierstraß seilen Kriterium:

ivo ^M,^ eine Iconvergente Beihe positiver Konstanten ist, so lon-

vergiert das unendliche Produli gleichmäßig in S.

Zum Beweise bedienen wir uns des

vorhergehenden Satzes und haben also nach-

zuweisen, daß die Reihe

(«3) 2 l^s/'A^)

Fig. 107
gleichmäßig konvergiert. Man nehme m ^ X
so groß, daß

iJ/,, ^ ^, n^ m,

ausfällt, und verstehe ferner unter log[l +«„('^^]> » ^ "^ stets den

Hauptwert

:

log [1 + a„ (z)] = -^ log 1 1 + a„(0)
I

+ a„ i,

wo also — :;r < a,j < .T ist. Jetzt behaupte ich:

a) |log l + a„(^)||<2J/„-,

b)
; a,J < arc sin J/„.

Daraus folgt aber, daß

logd + rt„^?)) < 2ili„ + arc sin J/„ = m„

bleibt, wenn n ^ m ist. Des weiteren konvergiert die Reihe positiver

Konstanteu

:
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denn 9)?„/il!f„ nähert sich ja einem Grenzwerte, wenn n = <x> wird.

Infolgedessen läßt sich das Weierstraßsche Kriterium für die o-leicli-

mäßige Konvergenz der Reihe ((3) anwenden, indem man sieh eben

der Reihe (7) bedient.

Wir wenden uns nunmehr zum Beweise obiger Behauptung.

ad a). Es ist zunächst

log (1 - 3Q < log 1 + a„ (^) < log (1 + JfJ.

Nun folgt aber aus dem Mittelwertsatze, daß, wenn h reell,

log(l+/0 = j-_^-g^, 0<Ö<1,

ist. Beschränkt man Ji daher auf das Intervall — 1/2 < Ä < 1/2, so

sieht man, daß

log (1+ h)\<2 h
1

ist, und hiermit ist a) bewiesen.

ad b). Indem wir an die in der Einleitung, S. 175, (II) auf-

gestellte Relation:

— arc sin
I
^

I

^ arc (1 + ^) ^ arc sin
[ ^ |, | £;

[
< 1,

anknüpfen, ergibt sieh Relation b) sofort.

Zusatz. Unter den Voraussetzunge)i des Satzes konvergiert das

unendliche Produkt auch absolut.

In der Tat genügt das Produkt den Bedingungen des 2. Satzes

von § 6.

Aufgabe. Man beweise den folgenden Satz: Konvergiert das

unendliche Produkt

dessen Faktoren in einem Bereiche S analytisch sind, gleichmäßig in

S, so ist dort, abgesehen von etwaigen Wurzeln der Funktion F{s),

§ 8. Unendliche Produkte für sin z, 6{z), usw.

Aus der Partialbruchzerlegung für cot ^, § 1, erhält man durch

Integi-ation ein unendliches Produkt für sin z:

cot z
Z ^^ \_Z — H7T ^ HTtJ'



§ 8. Unendliche Produkte fiir siii z, a(z), usw. 4(;5

Jcot Zdz = logsin^ = log. +/2'[z-^ + nn\ ^' + ^^

= log ^" +2 [log {z-n:t) - log (- h:i) + ^~J -f-
6'.

Dabei denken wir uns einen endlichen einfach zusammenhängenden,

den Punkt . = im Innern enthaltenden Bereich S, welcher keitien

der Punkte z = utc, n = ^\, ±2, . . ., umfaßt. Die Funktionen

log sin z, log z sind in S mehrdeutig, während die übrigen in der

Formel auftretenden Funktionen dort eindeutig und analytisch sind.

Hieraus folot, daß'oV

smz^hzJJ [l-,^]^""

ist, wo es nur noch übrig Ijleibt, den Wert von A- = (f zu bestimmen.

Dies geschieht am einfachsten mittels der Relation

lim ^^Ä = 1.

Da nämlich das unendliche Produkt nach § 7, 3. Satz in .S' gleich-

mäßig konvergiert, so schließt man daraus, daß k = \ ist.

Im übrio-en konvergiert das Produkt absolut. Schreibt man näm-

lieh den allgemeinen Faktor in der Form 1 + «,, und vergleicht man

die Reihe Ea.^ mit der Reihe Ulln-, so stellt sich heraus, daß

lim ""

H=x 1/n-

existiert. Demgemäß kann man die Faktoren des Produkts so um-

ordnen, daß die Exponentialfaktoren sich gegenseitig aufheben. Hier-

durch cjelancft mau zu den definitiven Formeln:

='^17[i-„-^]-
« = 1

Ersetzt man noch z durch %z, so kommt
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Wie beim BeAveise des 1. Satzes, § 4, so kann mau auch hier

mehrdeutiger Funktionen entraten.

Das unendliche Prodult für 0(2). Verfahrt man in ähnlicher

Weise mit der Reihe für ^(/), § 2, so erhält man zunächst:

ß{z) dz = log ^ + ^' [log (.r - .<l) - log {-^) + ± + ^g\ + C,

«(.) = / - /,-.- JJ [1 _ l]

z 1 z-"

j(2
"*" y i^

Das unendliche Produkt konvergiert absolut für jeden Wert von z,

und in jedem endlichen Bei'eiche S konvergiert es außerdem noch

gleichmäßig. Beides beweist man ohne Mühe mit Hilfe der absolut

konvergenten Reihe I^^~'^, vergl. § 2. Aus der Bedingung

lim ^J"") = 1
.- = z

findet man ferner /,- = 1. Hiermit erhält man als definitive Formel:

1 z-

JJF-
(1) -'(-)=-/7'(i-i)^''

^

Im voraufgehenden Kapitel habe ich mir es angelegen sein

lassen, die theoretische Grundlage für die periodischen Funktionen

zu schaffen. Dem Leser sei es jetzt als eine wertvolle Übung emp-

fohlen, sich selbständig die Theorie der elliptischen Thetafunktionen

zu entwickeln, und zwar von ihrer funktionentheoretischen Definition,

nicht von den Reihen und Produkten aus.*) Dabei wird man direkt

zu jenen Formeln geführt, welche die Jaco bischen Theta- mit den

Weierstraßschen Sigmafunktionen verbinden.**) Im übrigen sei auf

die mannigfachen Reihen- und Produktentwicklungen für die trigono-

metrischen Funktionen verwiesen, wie sie sich beispielsweise bei Bier-

mann, Analytische FunJdionen, Kap. 6 finden.

Aufgabe 1. Man zeige, daß die Funktion cos * sich durch das

unendliche Produkt darstellen läßt:

cos ^ = JJ (1 - (^^q^) ^

?? = — X

= 11 V " (M^iP^V

(«+i)«

*) lu dieser Hinsicht vergleiche man wieder das Buch von Weber,
ElUptisclie Funl'tio}i€n und algebraische Zahlen.

**) Man vergleiche hierüber H. A. Schwarz, Formeln und Lehrsätze zum
Gehrauche der elliptischen Functionen.



§ 11. Die Wcierstraßsflif Abluuulluug \(>m .lalirc IMT«;. [i\~

Aufgabe '2. Mau zeige, daß

wo qp(^), '^t'(^), x(.^) S'*^'^ '"^ Punkte ^ = analytisch verhalten.

§ 9. Die Weierstraßsche Abhandlung vom Jahre 1876.*)

In der Algebra lernt man eine ganze rationale Funktion in ein

Produkt linearer Faktoren zerlegen. Die soeben besprochenen Ent-

wicklungen von sin .2" und 6(^s) in unendliche Produkte lassen sich

als eine Verallo-emeinerung dieses Satzes auf stanze transzendente Funk-
et o o

tiouen mit unendlich vielen Xullstellen ansehen. Dabei besteht in-

dessen der allgemeine Faktor nicht mehr, wie bei den Polynomen,

aus einer linearen Funktion, sondern es tritt noch ein Exponeutial-

faktor hinzu:

(i-/,)^""- (i-Ä)^

z 1

Dieser letzte Faktor ist es eben, welcher die Konvergenz des Pro-

dukts erzeugt.

Von dieser Bemerkung ausgehend **) warf Weierstraß die

Frage auf, ob es nicht allgemein bei einer beliebig vorgeschriebenen

Verteilung der Nullstelleu, vorausgesetzt nur, daß sich dieselben nir-

gends im Endlichen häufen, stets eine ganze transzendente Funktion

gibt, dereu Wurzeln dieser Verteilung entsprechen. Auch die Ord-

nung der einzelnen Nullstellen soll willkürlich vorgegeben werden.

Es stellte sieh heraus, daß die Frage in der Tat zu bejahen ist. Das

Ergebnis sprechen wir, wie folgt, aus.

Der Weierstraßsche Satz. Ge<jeben sei eine unendliche***)

FunUmenge a^, cu, . . ., lim a„ = oo. Jedem Punlte «„ derselben werde

*) „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen'', Ahhandluugtu

der Könifjl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 1876; Werke, Bd. 2, S. 77.

**) Dieser Gedanke geht auf Gauß zurück, welcher sich zur Definition der

F-Funktion folgender Fonnel bedient hatte:

11=

1

« =

1

***) Der Satz gilt auch für eine endliche Menge.

Osgood, FunktionentheoTie. II. 31
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eine nutiirliche Zahl ^^^ zugeordnet Dann gibt es stets eine ganze trans-

zendente FnnUion G{z), icelche im Punlie a^^ («=1,2,...) eine

Wurzel ^J'" Ordnung besitzt und sonst nirgends verschwindet. Im
iibrigen wird die allgemeinste derartige Funldion r{z) durch die Foniiel

gegeben:

r{z) = e'''^'^G(z),

ivo G-(z) eine spezielle Funldion von der genannten Bescltaff'enheit und

g{z) eine ganze (rationale oder transzendente) Funldion ist.

Es handelt sich hiei- vor allem um einen Existenzsatz. Indem

wir uns die Zahlen «j, «o, ... so geordnet denken, daß |ö„ + il^|«„l
ist, nehmen wir eine unendliche Folge natürliehir Zahlen ni^, m.^, . . .

an, derart, daß die Reihe

n = l "'I

für alle Werte von z absolut konvei'giert.*) Im Falle a^^ == njt oder

— nn: ist, genügt es, wie wir bei-eits gesehen haben, durchweg m^^=l

zu setzen, während für «^^ = 5i = m« + m'a, m^^ = 2 genommen

werden darf. Bei allen Verteilungen der Nullstellen, welche in der

Praxis eine Rolle spielen, kommt man schon, wie hier, mit einem

festen Werte ;»„ = m aus. Hingegen wird m^ im allgemeinen Falle,^

wo sich die Nullstellen in der Nähe des Punktes oo stärker ver-

dichten, zugleich mit 7i ins Unendliche wachsen müssen. Man erhält

offenbar stets eine brauchbare Reihe von Zahlen ni^^, indem man ein-

fach ni^ = n setzt, denn es Avird dann

lim
, , ,

= lim {Ji» \ =0,
n= -Jj Z

womit denn die Konvergenz erwiesen ist.

Gehen wir jetzt zur Aufstellung einer speziellen Funktion G {£)

über, so wird eine solche durch das unendliche Produkt:

n=\ « =

1

definiert, wo

*) Sollte insbesondere «j = sein, so möge die Summe mit n = 2 beginnen.

Beim Produkte wird man dann ebenfalls mit » = 2 anfangen und zugleich deu

Faktor ^''i davor setzen.



§ it. l>ie Weiorstialisriie AhlraiKllmiir vom Jalirc IJ^TH. 401)

ist. Dabei (k-nkeii wir aus /Aiuäi-hst ^u,, durclnve«^ <i;leicli 1. Dieses

konvergiert nach ^ 7 für jeden Wert von z absolut und außerdem

in jedem endlichen Bereiche >S' gleichmäßig. KriiiiifM-n wir uns niiiii-

lich der Reihenentwicklung:

log (1 -Z) = -Z-^-^ , Z < 1,

bezeichnen ferner mit q die obere Grenze von ' r für die Punkt«' von

5, und nehmen endlich iV so, daß

:
«„ > Qj n^^N,

ist, so erkennen wir, daß der Hauptwert von log/„U), n^N, durch

die Formel gegeben Avird:

iog/;(^) = iog(i -
{
J +[/jz)

m,

1 (IV"'»'^''_ ^ — ( ^ V""'

Es handelt sich um die gleichmäßige Konvergenz der Reihe ^ log /'„ (z),

und dies wird, wie gewöhnlich, vermöge des Weierstraßschen Kri-

teriums festgestellt. In der Tat ist

'°g/;,wi^J„,„-Vi.(^r

Setzt man daher das letzte Glied dieser Relation gleich il/^, so kon-

vergiert die Reihe ^M , wie aus Vergleich mit der absolut konver-

genten Reihe (1), geschrieben für ^ = p, unmittelbar hervorgeht.*)

Ist endlich t(,j>l, so wird man den Punkt a^ |it„-fach zählen.

< )der man darf ihn auch bloß einmal zählen, indem man die Größen

III
, so wählt, daß die Reihe

V-!
^. „;...+ . resp. ^^(,„^+,)„^..,..2

*) Wie mau sticht, genügt es schon, weiiu mau die Größen m^_ so nimmt.

'laß die Reihe
'JZ

^j^

„ = 1 ^ "^ "

iH'ständig konvergiert. Im Falle »/,, endlich l.l.ii..Mi darf, ist diese BpiIiiiLniiiL'

iiit der früheren gleichbedeutend.
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beständig konvergiert. Dann wird mau noch (r(^'j vmd (/,,{^) durch

die Ausdrücke des nachstehenden Zusatzes zu ersetzen haben.

Hiermit ist bewiesen, daß durch das unendliche Produkt (2) eine

ganze Funktion G {2) definiert wird, wie sie der Satz verlangt. Sei

jetzt r(z) eine beliebige Funktion, Avelche den Bedingungen des

Satzes genügt, und man bilde das Verhältnis r{s) / G{z). Dadurch

wird eine neue ganze Funktion Gi (2) definiert, welche überdies im

Endlichen nirgends verschwindet. Demgemäß erweist sich ('>)'u)/Ö5(^)

ebenfalls als eine ganze Funktion, und daher läßt sich ('')(-) i^ der

Form e-''^-') schreiben.

Hieran schließt sich noch der folo'ende Darstelluncpssatz. Dabei

wird die Funktion G (z) als schon von vornherein vorhanden an-

gesehen, und es handelt sich bloß um einen durch einen bestimmten

unendlichen Prozeß gegebenen Ausdruck für dieselbe.

Zusatz. Jede ganze FunMion G{z) läßt sich diircli ein imend-

liclies Produkt daratellen :*)

G(.)-e.'<=)/7(l-i-)''-.'--<"
H =1

^.(^)=''.K.+i(vJ+--+i.(0""].
ivo /i^ die Ordnuuf/ der Wurzel a^ und m^^ eine geeignete natürliche

Zahl bedeuten. Das Produkt konvergiert absohit für jeden Wert von z

und gleichmäßig in jedem endlichen Bereiche der Ebene.

Aus dem soeben bewiesenen Hauptsatze schließt Weierstraß

weiter:**)

Gegeben seien zwei unendliche Punktmengen: a^, a.2, ..., lima^ = oo;
11 = Oi

1)^,1)^, . . .,\\viih^j = 00; dabei soll nur kein Punkt der ersten Menge

mit einem Punkte der zweiten Menge zusammenfallen. Ferner sei

jedem Punkte a„, b^ eine natürliche Zahl fi,^ resp. v^ zugeordnet. Dann
gibt es stets eine eindeutige Funktion, welche im Punkte a^, einen Nidl-

punkt fij^'' resp. in b^ einen Pol vj^"" Ordnung besitzt und sich sonst

im Endlichen analytisch verhält imd nicht verschivindet.

Die allgemeinste derartige Funltion f(z] irird durch die Formel

gegeben:

' ^"^^ ^ G, (z)

'

*) Man vgl. die vorletzte Anmerkung.
**) Eine oder auch beide die.ser Punktmencren dürfen endlich sein.



§ 10. Der MittajT-Letnersche Satz. 171

WO giß), ^^1 ('')? ^"^2 (*) i'«'^-*c Funktionen sind. Jhihri lictjcn die

Wurzeln von Gi{z) und G^(z) in den Funiden a^^ resp. h^^, und iveisen

dort je die MxJfiph'zifiif »,, nsp. v^^ (dif.

§ id. Der Mittag -Lefflersche Satz.

Xachdem Weierstraß also gezeigt hatte, daß die Xulljmnkte

und Pole einer eindeutigen Funktion, welche im Endlichm keine

höhere Singularität als Pole besitzt, beliebig vorgeschrieben werden

können, indem er die Funktionen durch unendliche Produkte wirklich

aufstellte, übertrug Mittag-Leffler den Satz von der Partialbruch-

zerleoung der rationalen Funktionen auf transzendente Funktionen,

wie folgt.

Der Mittag-Leffl ersehe Satz. Vorgelef/t sei eine unendlirhe

Vunldmenge n^, ch, . . ., lim «„ = oo, soivie, dem Punkte «„ entsprechend,

<in heliehiges Polynom in l/(^ — aj;

Dann gibt es stets eine eindeutige Funktion f{z\ ivelclie im Punkte a„

einen Pol mit dem Hauptteil g^ hesitzt und sich sonst im Fndliehen

analytisch verhält.

Eine solche Funktion ivird durch die unendliche Pieihe gegeben:

/«=i;[.'/„c^)-nw],

ivo ^^{z) ein geeignetes Polynom in z bedeutet. Die allgemeinste der-

artige Funktion F[z) erhält man dann, indem man

F{z) = f{z)-\-G{z)

setzt, ICO G{z) eine beliebige ganze Funktion ist.

Es handelt sich hier wiederum vor allem um einen Existenzsatz.

Die Zahlen a^, <i.,, . . . denken wir uns so geordnet, daß
j «„ + i | ^ «„

ist. Sei

B,<B,<--, lim ll„= x,

eine Folge positiver reeller Zahlen, und ^^ei ferner

rt=i

eine konvergente Reihe positiver Konstanten. Der springende Punkt



472 III, 11. Reihen- und Produkteutwicklungen.

beim Beweise ist nun der, daß man eine unendliche Folge von Poly

nomen

:

so bestimmen kann, daß die Reihe

'r

(1) ^^Az-^-'^^^'^
n = 1

"

für jeden Wert z =|= a„ konvergiert und zwar so, daß, wenn man einen

beliebigen endlichen Bereich >S' ins Auge faßt und diejenigen Terme

von (1) fortläßt, welche in .S' unstetig werden, die dadurch erhaltene

Beihe in S ausnahmslos analytischer Funktionen gleichmäßig in S

konvergiert. Dies geschieht, indem man nachweist, daß die Terme

von (1), von einer bestimmten Stelle an, dem Weierstraßschen

Kriterium genügen:

'.}n (71b;;) "~ ^« *^^)
! < ^- ' '' = '^^

'

SO daß also der durch die Reihe (1) definierten Funktion die Singu-

laritäten der einzelnen Terme aufgeprägt werden.

Um jetzt den Beweis ins einzelne durchzuführen, sei li eine be-

liebige natürliche Zahl, und man fasse diejenigen Punkte a^^ ins Auge,

wofür

ist. Nun kann man g^^ in eine Potenzreihe entwickeln:

welche im Kreise ^
1

-< ^'„ konvergiert und daher überdies im Kreise

l^'^R/. gleichmäßig konvergiert. Dementsprechend spalte man so

viele Terme von der letzten Reihe ab,

n(^) = fo + Ci^ + -- + c^2P,

daß der Rest:

On{^) - rÄ^) = ^^i^""-' + ^,^.^'^' + • •
•

im Kreise B/. betrachtet, dem absoluten Betrage nach kleiner als M^^

bleibt. Läßt man /.• jetzt sukzessive die Werte 1, 2, ... annehmen,

so erhält man dadurch eine unendliche Folge von Polynomen der ge-

wünschten Beschaffenheit. Denn, sei S ein beliebiger endlicher Be-

reich, und man nehme in so groß, daß S in R^^^ liegt. Bildet man

dann die Reihe

« = 1 n = l n = N



§ 10. Her Mitta^'-Lertlt^rschc Satz. A~;\

Avo ^V so gewählt wird, daß
! "„ , > /il,„, sobald n'^N ist, so ver-

halten sich die Terine der rechter Hand auftretenden Reihe säintlicli

analytisch in ,S, und die Reihe konvei-giert überdies daselbst gleich-

mäßig. Darum stellt sie eine in <S aijalytische Funktion vor. Der

letzte Teil des Satzes ist cvideiit.

Wie beim Weierstraßschen Satze ein Konvergenz erzeuijender

Faktor r'" sich zu dem linearen Faktor 1 ~ " gesellte, so tritt

auch hier zum llauptteil r/, ( \ ein Konvergenz erzeugender Term

y,,(^) hinzu.

Aus dem Mittag-Lefflerschen Satze kann man den Weier-
straßschen Satz herleiten, indem man

"\z-aj 2 — a„

setzt und den Ausdruck bildet:

11 = 1 "« = 1

/t=i

An den Mittag-Lefflerschen Existenzsatz, wie er oben au.s-

gesprochen ist, schließt sich noch der folgende Darstelkmgssatz.

Zusatz. Sei f{z) eine eindeutige analytische Ftüiktion von z,

/reiche im Endlichen l:eine anderen Singularitäten als Pole hat. Dann
Hißt f{z) eine Partialhrnchzerlegung von der Form zu:

« = i
^~

«

ICO g^^ den Hauptteil des Poles «„, 7,, ein Polymnu, und G eine ganze

FunJdion bedeuten.

Im Falle der Funktion cot ^ kann man beispielsweise a.2^ = »in:;

(72,,, + 1 = — m% setzen. Dann wird

^^^ (^J =
^ - "- ' ^^'"

^'^ = ~ ^
'

'" > '

imd die Funktion O (/) fällt fort; vgl. den letzten Satz, § 1.

^1 (.^)
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§ 11. Verallgemeinerungen der vorhergehenden Sätze,

Die Sätze der beiden voraufgehenden Paragraphen beziehen sich

auf eindeutige Funktionen mit einer einzigen wesentlichen singulären

Stelle, welche in den Punkt z = oo verlegt wurde Eine erste Verall-

gemeinerung erhält man, wenn man eine eindeutige Funktion mit einer

endliehen Anzahl wesentlicher siugulärer Stellen in Betracht zieht.

Dieser Fall ist auch zugleich von Weierstraß in der genannten Ab-

handlung von 1876 behandelt worden, sofern wenigstens Quotienten-

darstellungen in Betracht kommen. Nachdem Picard, Mittag-
Leffler u. a. spezielle Fälle untersucht hatten, wo die Anzahl der

wesentlichen singulären Punkte ins Unendliche steigt, gelangte sodann

Mittag-Leffler*) zu einer möglichst weitgehenden Verallgemeine-

rung seines, sowie auch des Weierstraß sehen Stazes, zu deren Be-

trachtung wir uns jetzt wenden wollen.

Der verallgemeinerte Mittag-Lefflersche Satz. Vorgelegt

sei eine isolieHe unendUclie PunTitmenge {et): a^, «g, . . ., deren Ahleitimg

mit {c) bezeichnet tverde.**) Jedem PnnJ.ie a^^ iverde ferner ein Poh/no))i*'^''*)

in l/{3-aJ:

icillJäirlich zugeordnet. Dann gibt es stets eine eindeutige Funldion f{z),.

tvelche in jedem den beiden Mengen (a) und (c) iiicJd ungehörigen Punkte z

ancdytisch ist und im Punkte «„ einen Pol mit dem Hauptteil g^ (———

j

besitzt. Die Funldion f(z) wird durch eine unendliche Beilte von der

Gestalt:
T,

11=1

definiert, wobei y^^ (J) eine rationale Funldion von z ist.

Wird die Ebene durch die Menge (c) zerstückelt, so stellt f(z) Stücke

verschiedenerf) monogener analytischer Funktionen vor.

*) Acta matheniaiica, Bd. 4 (1884), S. 32.

**) Es läßt sich leicht zeigen, daß eine isolierte Menge notwendig abzählbar

sein muß. Unter der Ableitung einer Punktuienge versteht man die Menge ihrer

Häufungsstelleu.
***) Allgemeiner kann eine beliebige ganze transzendente Funktion von

l/(^ — rt„) an Stelle des Polynoms treten. Die Funktion f{z) wird sich dann

in der Nähe von a„ als die Summe dieser Funktion und einer in «„ analytischen

Funktion darstellen lassen.

f) Im allgemeinen werden die Funktionen wenigstens voneinander verschieden

sein. Die Frage, ob im besonderen zwei derartige Stücke nicht doch eventuell

ineinander analytisch fortgesetzt werden können, mag dahingestellt bleiben.
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Der LkMvois des ursprünglicluMi M ittii^-L eff'l er sehen Hatzes von
i< 1(1 überträgt sieh auf diesen Satz, indem man die Cauchy-Taylorsche

Jxeihe einer linearen Transformation unterwirft. An die Entwickhingen "

von Kap. G, § 17 anknü[)feiul, zeichnen wir zwei l^udvtc £ ----
^, c

auf. welche beide im Endlichen liegen mcigen. und iihcn dann (he

lineare Transformation

:

z — c-

aus. Dadareh geht die Kreisschar ii) in die Scliar konzentrischer

Kreise

(2) \Z\=l
.

über, und zwar so, daß das Innere letzteren Kreises demjenigen der

beiden Gebiete, in welche die ^J-Ebene durch den Kreis

(3)
^-^=^ = l

zerlegt wird, entspricht, in welchem der Punkt ^ = ^ liegt.

Ist nun andererseits eine Funktion ^u) vorgelegt, welche sich

im Punkte ^ = ^ analytisch verhält, so wird diese in eine Funktion

1

Fig. 108.

0{Z) übergeführt, welche in Z=0 analytisch ist und sich mithin

durch die Cauchy-Taylorsche Reihe darstellen läßt:

(4) ^(Z) = 6'o+C,i^+aZ2+....
Hieraus folgt:

(5) ^(,) = c; + c,^f+c^(^ + ---.

Des weitereu kann mau den Geltungsbereich letzterer Reihe sofort

ablesen. Läßt man nämlich A, von ausgehend, stetig wachsen, so

fegt der Kreis (3) einen Bereich der ^^-Ebene aus, worin sich g){z)

eine Zeitlang analytisch verhält. Wenn cp(/) aber einen von r ver-

schiedenen singulären Pimkt besitzt, so wird es einen bestimmten
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Kreis K: ?. = X, dieser Scliar geben, welcher den Konvergenz- vom

Divergenzbereiche der Reihe (5) trennt, wie man ans der konformen

Abbildung (l^'i erkennt. Im Gebiete

(<>) ;-:^7 < ^

wird dann die Reihe absolut konvergieren, sie wird außerdem gleich-

mäßig in jedem Bereiche S konvergieren, welcher nebst seinen Rand-

pnnkten ganz innerhalb dieses Gebietes liegt. Insbesondere darf aS' den

Punkt 5=oo umfassen, falls dieser Punkt im genannten Gebiete liegt.

Wir haben vorausgesetzt, daß ^ und c beide im Endlichen liegen.

Dem Falle, wo nun ^ = oc ist, entspricht die Transformation

ist dagej^en c = cc», so AA'ird man nur auf

geführt. Hiermit erscheinen uns die beiden Reihenentwicklungen von

Kap. 7, § 13 unter einem neuen Gesichtswinkel. Es sind das eben

diejenigen speziellen Fälle der hier betrachteten Entwicklungen, wo-

für einer der Punkte ^, c im Unendlichen liegt.

Wir sind nunmehr in der Lage, an den eigentlichen Beweis des

Satzes zu gehen. Wir wollen annehmen, daß die Menge (c) im End-

lichen liegt und daß der Punkt z= oc der Menge {a) nicht angehört, —
beides ist ja stets durch eine lineare Transformation zu erreichen.

Alsdann sei der Bestimmtheit wegen £; = oo; Avesentlich ist dabei nur,

daß t, weder der Menge (a) noch der Menge (c) angehört. Dem-

entsprechend wird in der Reihenentwicklung (5)

an otelle von
z — c z — c

treten, während der Mittelpunkt des Kreises K in c zu liegen kommt.

Der Angelpunkt des Beweises besteht nun dnrin, daß man eine Reihe

von folgender Beschaffenheit bildet:

a) y„(^J soll eine rationale Funktion von z sein, deren Pole in

den Punkten von {c) liegen;

b) sei S ein beliebiger Bereich, dessen innere und Randpunkte

nur sämtlich von den Punkten der Menge (c) verschieden sind; dann

soll sich die Reihe (7) in zwei Teile zerlegen lassen

:
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^•^> 2 ["" C - <.„)
- '''•

^^'

'J
= [2 +2") [»n [, ! „, )

- y. (<ij

derart, daü die Terme der letzten Reihe sich alle in N analyti.sch ver

halten nnd daß diese Reihe außerdem gleichmäßig in ,S' konvergiert.

Hiernach stellt sie eine iu S analytische Funktion vor. Da iinn S'

so gewählt werden kann, daß es einen l)e]iebigen Punkt a^^ umtaßt,

so folgt, daß die durch (7) definierte Funktion einen Pol mit dem

Hauptteil y^ in a^ hat, sich aber in jedem weder (a) noch (c) an-

gehörigen Punkte analytisch verhält.

Gehen wir jetzt zur wirklichen Aufstellung der Reihe (7) über. Sei

" =1

eine konvergente Reihe positi-

ver Konstanten. Man fasse ferner

einen beliebigen Punkt «,j der

Menge («) ins Ange und be-

zeichne mit c^ denjenigen Punkt

der Menge (c) (bezw. einen da-

von, falls es mehrere geben

sollte), welcher a^^ am nächsten

liegt. Dabei brauchen die Punkte

c„ selbstredend nicht alle von-

einander verschieden zu sein.

Sei endlich
#

l'ig. loy.

«., — c„

Wie man sieht, ist

lim h, = 0.

Die Funktion g^^ werde nun in die Reihe:

Or t=r^) - ^0 + , J c„ + (. -X';^
+

entwickelt. Nach dem voraufgeschickten Satze konvergiert letztere

außerhalb des Kreises |^f — c„ =//„, sie konvergiert fernerhin gleich-

mäßig außerhalb des Kreises -^ —
(?,J
= 2//„. Demzufolge kann man

so viele Terme von ihr abspalten:

r.W - Co + -^-..,-+,,:;„,'
.

daß die Differenz r/„ — y,^ für alle außerhalb des letztgenannten Kreises
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befiudlichen Punkte z dem al)soluteu Betrage nach kleiner als M^^

bleibt:

Bildet man daher die Reihe

^[.".C^)-j'.w]

so genügt sie den in Rede stehenden Bedingungen. Denn sei H die

kleinste Entfernung eines Randpunktes von ^S' von einem Punkte der

Menge (c). Dann ist II > 0, und man braucht nur iN' so groß zu

nehmen, daß

bleibt. Für solche Werte von n wird S dann innerhalb des Bereiches

liegen, für welchen die Relation (9) besteht, und die rechter Hand

stehende Reihe der Zerlegung (8) genügt somit in S dem Weierstraß-

schen Kriteriiim für gleichmäßige Konvergenz.

An den verallgemeinerten Mi ttag-Leffler sehen Satz schließt sich

noch eine analoge Verallgemeinerung des Weierstraß sehen Satzes,

welche folgendermaßen lautet.*)

Der verallgemeinerte Weierstraßsche Satz. Vorgelegt sei

eine isolierte unendliche Fnttldmenge (a): a^, ch, . . .'^ ihre Ableitung

irerde mit (c) bezeichnet. Jedem Fiinlie a^ derselben tverde eine natiir-

türUche Zahl [i^ zugeordnet.'"^'*) Dann gibt es stets eine eindeutige Funk-

tion F(z)y ivelche in jedem von den PunJden der Menge (c) verschiedenen

Funkte z analytisch ist und überdies im PunJde a^ eine Wurzel ii^-ter

Ordnung besitzt, sonst aber nirgends verschwindet.

Die Funktion F(z) wird durch ein unendliches Produkt von der

Gestalt definiert

:

«=i

tvo c^ einen bestimmten Punkt der 3Ienge (c) und m^^ eine geeignete na-

türliche Zahl bedeutet.

*) Mittag-Leffler a. a. 0.

**) An dem Beweise wird nichts geänderb, wenn man unter fi„ auch eine

negative ganze Zahl versteht. Läßt man diese Möglichkeit zu, so erhält man
zugleich die Verallgemeinerung des letzten Satzes von § 9.



t; 1-J. l)er -Mittapr-Lotflcrselie Anscliiiiio<,'uii<,'satz. IT'.I

Wird die FJ)(')ie duvrli dir Jlent/c (c) zcrsdichijl . .so xlrJII f'i : i

SfiicJic verschiedener*) ancdiftiselier Funltionen vor.

]\ran hildo uäinlicli die Funktion fiz), welche der verallgemeiuerte

Mittag-Leff lersehe Satz für die Punkte ((^^ und f'üi-

liefert. Hier wird

Setzt man sodann

d ( ' )--^"

SO wird dadureli allen Fordernno-en des Satzes o-enüfft.

§ 12. Der Mittag-Lefflersehe Anschmiegungssatz.

Aus den im vorhergehenden Paragraphen besprocheneu Ergeb-

nissen hat Mittag-Leffler a. a. 0. noch eine weitere Verallgemeiue-

rnng seines ursprünglichen Satzes hergeleitet, welche den ersten Satz

jenes Paragraphen als einen speziellen Fall in sich schließt. Das

Theorem lautet, wie folgt.

Anschmiegungssatz. Vorr/elegt sei eine isolierte unendliche

Panlimenge («): a^, a^, . . ., deren Ableitung mit (c) bezeichnet iverde.

Jedem Panldc «„ der Menge icerdc ferner eine Fiod.fio)/

k = JJ

zugeordnet, uo q^^ eine natürliche Zahl oder U und p„ < q„ eine ganze

Zahl bedeutet. Dann gibt es stets eine eindeutige Funltion f{z), aclche

in jedem den beiden Giengen (a) und {r^ nicht angehörigen PunJde z

*) Man vgl. die ent.sprechemle Aumerkung zum verallgenieiuerteu .Mittag-

Leff 1er sehen Satze.
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analytisch ist und sich überdies in der Nähe des Panltes «„ so verhidt,

daß die Differenz

im' Piinlde a^ eine Wurzel mindestens (q^-\- \)-ter Ordnung hat.

Die Funktion / (^) schmiegt sich also den vorgegebeneu Funk-

tionen /•„ je bis zum ('/„+ l)-ten Gi-ade der Kleinheit in den Punkten

a an, während man andererseits eine vorQ;egel)ene Funktion F(z) durch

die beim nachstehenden Beweise explizite dargestellte Funktion f[z)

an beliebicr vielen Stellen ie bis zu einem willkürlichen Grade der

Kleinheit annähern kann.

Man bilde zunächst nach dem verallgemeinerten Weierstraß sehen

8atze eine Funktion "^(z), welche im Punkte «,, eine ('^,, + 1)- fache

Wurzel hat, sonst aber nicht verschwindet, und fasse den Hauptteil g^

des im Punkte «„ befindlichen Poles der Funktion /'„/^y ins Auge:

wo (/„ eine ganze rationale Funktion von l/(z — a„) ist und 0(0) sich

im Punkte z = a^^ analytisch verhält. Hierauf stelle man diejenige

Funktion \{z) auf, welche den Punkten f/„ und den Funktionen g^

nach dem verallgemeinerten Mittag-Leffl ersehen Satze entspricht.

Dann liefert dars Produkt:

die in Aussicht gestellte Funktion /'(V). Denn in der Nähe des

Punktes a„ ist

%{z) = (z-ay,^'cp(zj,
r (/j = {/. (^i-) + Z (^),

wo g){z) und i(z) sich im Punkte a^^ analytisch verhalten. Darum

wird in der genannten Umgebung

und hiermit ist iler Satz bewiesen.

Dieser Satz läßt sich als eine Verallgemeinerung der Lagrau ge-

sehen Interpolationsformel ansehen. In der Tat erhält man jene Formel^

indem man bloß von einer endlichen Menge (a): a^, . . . a„, ausgeht

und p^ = q.^ = 0, /•„ = y4{,") = A^"'^ setzt. Dann wird



§ 13. Kindimtiu;!' l''iiuktioiien mit \ oi\'c<ri'l.riii'iu Itcliiiitionsl firirlic 4m

M._:.

* = l

A iiw eiidnug-. Bei geAvisseu neueren Untersuchnnii;eii über Funk-

tionen, welche durch eine Maclaurinselie Keihe dofiuiert werden, ist

folgender Satz von luterrsse. Sei

eine beliebige (konvergente oder auch beständig divergente) Maclan-

rinsche Reihe. Dann gibt es stets eine ganze Funktion .(/(^), welche

für 2 = 1,2,... den Wei't des entsprechenden Koeffizienten der Reihe

annimmt. Dieser Satz subsumiert sich als spezieller Fall unter d'^n

soeben bewiesenen Satz.

§ 13. Eindeutige Funktionen mit vorgegebenem Definitionsbereiche.

Weierstraß hat den Satz ausgesprochen, daß es zu Jedem zwei-

dimensionalen Bereiche T eindeutige Funktionen gibt, welche sich

in T analytisch verhalten und in jedem Randpunkte von T eine sin-

o-uläre Stelle haben. Auf Grund des verallo-emeinerten Weierstraß-

sehen Satzes läßt sich dieser Satz leicht beweisen. Man teile die

Ebene nämlich in ein Quadratennetz mit der Seiteulänge 2~^ ein und

zeichne dann, indem man k zuerst den Wert 1 beilegt, in jedem

(Quadrate, welches einen Randpunkt von T im Innern oder auf seiner

Begrenzung und zugleich auch innere Punkte von T entlililt, einen

innerhalb T gelegenen Punkt a^^ auf. Jetzt schreite man zum Werte

/. = 2 und prüfe jedes der neuen Quadrate, welches innere und Hand-

punkte von T enthält, darauf hin, ob es bereits einen Punkt u^^ um-

faßt. Wenn nicht, so zeichne man einen solchen Punkt in ihm auf,

d. h. einen Punkt, welcher innerhalb T liegt. Durch fortgesetzte

Wiederholung dieses Sehrittes gelaugt man schließlich zu einer iso-

lierten unendlichen Punktmenge (a): a^, a.-,, . .
. , welche aus lauter

inneren Punkten von T besteht und in jedem Randpunkte von 7'.

sonst aber nirgends eine Häufuno-sstelle hat.*)

*) Der Fall, wo sich der Rand vuii 1 \n> y ^endliche erstreckt, bildet otien-

l>ar keine Ausnahme. Hier stellt sich zwar für jeden Wert von k eine neue
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Bildet man nun eine Funktion F(z) nach dem verallgemeinerten

Weierstraßschen Satze, welche eine Wurzel in a^^ hat und sonst

nicht verschwindet, so wird derjenige Teil von F[z), welcher zum

Kontinunm T gehört, eine eindeutige monogene analytische Funktion

mit dem Definitionsbereiche T ausmachen. Da sich nämlich ihre Null-

stellen in jedem Randpunkte von T häufen, so wird von einer analy-

tischen Fortsetzung^ über T hinaus keine Rede sein können.

§14. Über die Entwicklung eines Zweiges einer Funktion nach

rationalen Funktionen bezw. Polynomen.

Wir wollen noch zum Schluß diese.s Kapitels über eine Unter-

suchung von Runge*) referieren, welche sich durch die Einfachheit

der Methoden, sowie durch die Tragweite der Resultate auszeichnet.

Satz von Runge. Sei T ein helichirjcr Bereich der z-Ehene, und

seif{z) eine Funktion, ivelclie sich analytisch in T verJtält.**) Dann läßt

sich f{z) in eine Reihe rationaler Funktionen von z entwickeln, tvelche

in jedem ganz innerhalb T gelegenen Bereiche S gleichmäßig konvergiert

Hängt T insbesondere einfach zusammen, ohne den Punkt oo im

Inneren zu enthalten, so lassen sich besagte rationale Funktionen durch

Polynome ersetzen.

Runge geht von der Entwicklung des Bereiches T, welcher

zunächst den Punkt oo nicht im Inneren enthalten soll, — diese Ein-

schränkung kann ja nachträglich durch eine lineare Transformation

aufgehoben werden, — in Teilbereiche T^, wie dies in Kap. 5, § 3

des näheren besprochen wurde, aus und stellt f(z) zunächst im Be-

reiche Tjj durch die Cauchysche Integi"alfonnel dar:

isolierte und also abzählbare Menge ein. Eine abzählbare Menge abzählbarer

Mengen ist aber bekanntlich selbst wieder abzählbar.

*) „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen'', Acta Jlathematiea,

Bd. 6 (1884), S. 229.

**) Runge gestattet der Funktion f{z), Pole in S zu haben. Da diese in-

dessen vermöge der Mittag -Leffler sehen Sätze (welche allerdings zur Zeit, wo
Runge seine Untersuchungen machte, noch nicht bekannt waren, aber vor dem
Erscheinen letzterer Arbeit veröfi'entlicht wurden) für sich behandelt werden

können, indem man eine Funktion (p{z) direkt aufstellt, welche in jedem der-

selben einen Pol mit gleichem Hauptteil hat, und diese dann von vornherein

von f{z) abzieht, so wollen wir davon absehen.



§ 14. i'lior die Entwicklutij.' eines Zweip^ea einer Funktion. 4H3

Alsdann bemerkt er, daß dieses Integral nichts anderes als der Tirenz-

Avert einer rationalen Funktion,

ist, wobei in zugleich mit v ins Unendliche wächst, und daLi auüerdem

s,.{^) im Bereiche T„_j gleichmäßig konvergiert. Darauf ersetzt er

s,(„~i. welches doch Pole in T hat, durch eine neue rationale Funk-

tion, die keine Pole in T hat, während sie in T„_i um beliebig wenig

von s,.(z) abweicht. Hiermit ist der Beweis des ersten Teils des

Satzes geliefert. Wenden wir uns jetzt zur Durchführung der Einzel-

heiten.

Um also zuerst festzustellen, daß s^.{2) in T„_i gleichmäßig kon-

vergiert, nehmen wir etwa als Teilungsgesetz für den Rand C'„ von T„

dies, daß die Bogen (t/., tf._^_i) beim Übergange von v auf v-\-l sämt-

lich halbiert werden sollen, womit denn u den Wert 2' erhält. Dem-

o-emäß hat man:

wobei mit /^ ,,/ = !,... 2>' — 1, die '2'-' — l Teilungspunkte des Bogens

[tf., 4^i) gemeint sind und
/^., o'' = ^i + i

^^^- ^^^g^n der gleichmäßigen

Stetigkeit von f(t) längs T^ entspricht nun einem beliebig kleineu

positiven e eine feste Zahl »i, derart, daß für alle in Betracht kom-

menden Werte von /. und j

\f(t,,j)-f(h)\<^

bleibt, sobald v ^ w genommen wird. Letztere Relation läßt sich

auch, wie folgt, schreiben:

f{h,.:)-nQ + t, wobei '?i<6.

Zugleich möge m so groß gewählt werden, daß die Länge A/

des Bogens (f^, ^^^J für alle Werte von /.• kleiner als € ausfällt.

Dann wird

Diesen Festsetzungen gemäß wollen wir den obigen Summanden

umformen. Da

und

t + r- 2 t'-2
(*t.
— 2) ih + t'-

O SSO od. Funktionentheorie. II.
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ist, SO findet man:

ah,;) _ m
also

ti., — z h-
+

f(h-,,)S'

(h-^){h,j-^)y

^h,j-

Indem wir noch die kürzeste Entfernung eines Punktes von C'^ von

einem Punkte von 6'„_i mit D, und zugleich den größten Wert von

\f{t)\ längs C„ mit JI bezeichnen, ergibt sich, daß

I

S fiKj)^' \^±^^^'
h-' (h--')(h,j-n D ' D-

ist, woraus man dann die endgültige Abschätzung gewinnt:

1
Sv + p (^) - s, (^) :

< ^^^^^J- f •

Dabei bedeutet l die Gesamtlänge des Randes von T^. Hiermit ist

die gleichmäßige Konvergenz von s^,(z) dargetan.

Behufs der Entfernung der Pole von s^, (z) aus T stellen wir

folgenden Hilfssatz auf.

Hilfssatz. Sei R{z) eine rationale Funldion, welche ihre sämt-

liclien Pole im Innern eines endlichen oder unendlichen Bereiches K hat

Dann gibt es eine ziveite rationale Funktion Ri(z), welche ihre sünd-

lichen Pole in einem heliehigen inneren PunMe ä von K hat und außer-

halb K beliebig wenig von E iz) abiveicht.

Es genügt offenbar, den Satz bloß für einen beliebigen Term

der Partialbruchzerlegung von P(z):

C^

zu beweisen. Zu dem Zwecke verbinde man a mit ä durch eine inner-

halb K verlaufende Kurve L, vergl. Fig. 110, und bezeichne den ge-

ringsten Abstand eines Punktes von L von einem Randpunkte von K
mit A. Sei £<1 eine beliebig kleine positive Größe. Dann kann

man einen Punkt «^ von L so wählen, daß für alle Außenpunkte von K

—^\<s<l
bleibt. Dabei wollen wir uns L vorläufig als im Endlichen gelegen

denken. Außerdem wollen wir L noch durch die Punkte a^, . . . %_j
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in Je Bogen zerlegt denken, deren Liiiige }< kleiner als At aiislTiUt.

Daher Avird stets für alle Außenpunkte z

bleiben.

-- <£< 1

Fig. 110.

Es sei uns jetzt gestattet, den Ausdruck

a,!^[i-r::r]i"

zu bilden, wo n-^ eine sogleich näher zu bestimmende natürliche Zalil

bedeutet. Dann haben wir hierin eine rationale Funktion, welche nur

im Punkte * = a^ einen Pol hat und außerhalb K den Wert

(z — a)

annimmt, wobei durch gehörige Wahl von n^ offenbar erreicht werden

kann, daß
| ^J in allen Außenpunkten von K beliebig klein bleibt, so

daß also ins])esondere in solchen Punkten

bleibt.

Die Partialbruchzerlegung für die rationale Funktioii ( 1) setzt

sich wieder aus Termen vom Typus

C"}'

(z — a,f

zusammen. Dem soeben gewonnenen Resultate gemäß kann man jeden

derselben durch eine rationale Funktion ersetzen, welche nur in z = a^

einen Pol hat und außerhalb K urb weniger als s'/iX^ von dem be-

treffenden Terme abweicht, wo N^ die Anzahl dieser Terme bedeutet.

Hiernach weicht die Summe dieser rationalen Funktionen außerhalb

A' um weniger als 2ek von der Au.sgangsfunktion C^/{z — a)" ab.

32*
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Fährt man so fort, so gelangt man scliließlich zu einer Funktion,

die nur in ^ = ä einen Pol hat und außerhalb K um weniger als £

von C^/{2— ay abweicht.

Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, falls L im Endlichen liegt.

Sonst sei Sq ein Punkt, der nicht auf L liegt, und man übe die lineare

Transformation

:

,_ 1

aus. Dann gilt der Hilfssatz für die transformierten Yariabelen, und

somit auch für die ursprünglichen.

Aus dem Hilfssatze ergibt sich nunmehr der Beweis des Satzes,

indem man als Bereich K das Äußere von 7\,_i nimmt und die Pole

ß = t^ von s^, (^) in die Randpunkte von T verlegt, wodurch dann s,, (^)

durch eine rationale Funktion jR,, (z) ersetzt wird, welche sich in T
ausnahmslos analytisch verhält und in T^_^ um weniger als etwa 1/v

von s,, (^) abweicht. Im allgemeinen wird der Rand von T aus meh-

reren getrennten Punktmengen bestehen, so daß also die Glieder der

Reihe

1=1

notwendig Pole im Endlichen haben müssen. Hängt dagegen T nur

einfach zusammen, ohne den Punkt oo zu umfassen, so darf man alle

Pole gleich in den Punkt z=(X) verlegen, womit denn eine Reihe

von Polvnomen zu Stande kommt.



Zwölftes Kapitel.

Die elementaren Funktionen.

§ 1. Der Logarithmus und dessen Umkehrung. *J

Zur Definition des Logarithmus führen wir die reeUe Funktion

der reellen Variabeleu x:

(1) zo _ fdx
J ^' <x <^,

ein und entwickeln die Eigenschaften derselben. Wir werden sie

dann nachträglich als den natürlichen Logarithmus von x definieren,

vor der Hand aber wollen wir nur durch die Bezeichnung L auf das

Endresultat hindeuten. — Es ist vor allem

L (1) = 0; L (a) > 0, « > 1 ; L (a) < 0, n < l.

*) Eine systematische BehaiuUung der Funktion log x auf Grund der nach-

stehenden Definition (1), nebst einer Entwicklung der Eigenschaften von a^ uud

a;" vermittels des solchergestalt gewonnenen Logarithmus hat Bradshaw in den

Äruials of Mathematics, 2. Reihe, Bd. 4 (1903) S. 51 gegeben. Wir schließen

uns der Bradshaw sehen Darlegungr im wesentlichen an.
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1. Satz. Die Funktion L{x) ist für alle positiven Werte von x

eindeutig und stetig. Sie hat fernerhin eine Ableitung, ivelche durch

die Formel

(2) ^'(^) = i
gegeben ist.

Der Satz ist bloß ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes der

Integralrechnung, wonach das bestimmte Integral einer stetigen

Funktion

:

If[x) dx,

eine stetige Funktion seiner oberen Grenze, F(x), vorstellt, und im

übrigen F'(x) = f{x) ist.

Zusatz. Aus der (ileichung

L{y) = Lix)
folgt, daß

y = X
ist.

Denu der Mittelwertsatz ergibt, daß

L{y) = L{x) + {ij-x)L'[x + d(y-x)]

ist, und da die Ableitung ^"^ L nie verschwindet, so muß y — x =
sein.

y ^L(x)

Wir können dieses Resultat auch so ausdrücken, daß wir sagen:

Die Funktion L {x) ist monoton, und zwar nimmt L (x) stets zugleich

mit X zu.
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2. Satz. Die Fimläion L(x) (jcitiifff drr I''iii/l,-tit}iiiil<ih irlnnn/:

(A) L{x)+ L{y) = L{xy),

uo X und y sivci hdichuje imsitive Größen hedeuUii.

Man schreibe die linke Seite von (A) in der Gestalt an:

r;-h
und führe darauf im zweiten Integral eine nene Integrationsvariabele

r = xt

ein. So kommt:

l'dt _ I'
dt

J t ~J "T'

woraus sich dann ergibt, indem man die Integrationsvariabele rechter

Hand jetzt wieder mit i benennt, daß

X x>i xyxy

f

1

ist, w. z. b. w.

1. Zusatz. Es ist

(3) L{l)^-L{x)-

(4) L(x") = nL{x),

ivo n eine ganze ZaJd*) ist; ferner ist

(5) . X (4- oo) == + CO, X (0+) = — CO.

Setzt man in (A) y = 1 .r, so ergibt sich (3). Die Relation (4)

gilt zunächst für n = 0, 1. Vermöge des Schlusses von n auf n -[- 1

beweist man sie dann allgemein für die natürlichen Zahlen, um sie

endlich auf die negativen ganzen Zahlen mittels (3) zu erstrecken.

Da L(x) eine monoton zunehmende Funktion ist, so genügt

offenbar zur Becfründunsc des ersten Teils von (ö), wenn wir bbiß

feststellen, daß

lim L(x,^ = + CO,
H = X

wobei a:„^^ > o:,, und lim x^^ == cc ist. Nun ist aber nach (4)

*) Unter x~"' {m, eine natürliche Zahli soll 1 x'" verstanden werden;

außerdem soll noch .r* = 1 sein. Die Erklärung einer gebrochenen Potenz setzen

wii- hier aber nicht voraus.
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L{2-) = uL(2), L{2)>0,

und man braucht mithin nur x^^ = 2" zu setzen. Unter Benutzung

von (3) beweist man jetzt sofort den zweiten Teil von (5).

2. Zusatz. Die Funktion L{x) ninrnit jeden beliebigen Wert ein-

mal an; m. a. W. hat die Gleichung

L (x) = C,

wo C beliebig, stets eine und nur eine Wurzel.

In der Tat kann man zufolge (5) zwei positive Zahlen a und b

finden, wofür
L (a) <C<L {b)

wird. Nach dem 3. Satze von Kap. 1, § 4 schließt man dann, daß

die in Rede stehende Gleichung mindestens eine Wurzel hat, und nach

dem Zusätze des 1. Satzes gibt es auch keine zweite.

3. Satz. Die Umlcehrfunldion

y = E{x), ivo X =- L{y),

ist eindeutig und stetig für alle Werte des Arguments: — oo <_x <i oo,,

und hat durcJuveg einen positiven Wert. Sie besitzt fernerhin eine Ab-

leitung tvelche durch die Formel gegeben ist:

E'(x) = E(x).

y-



§ 2. Die 7'" Wurzel einer positiven Zahl und die allgemeine Potcn/.. \[)\

Dieser Satz ist wieder l»lol3 ein spezieller Füll des bekiinnten

Umkehrsatzes von Kap. 1, § G, Aufgabe 3 (vergl. „Berichtigungen und

Zusätze").

Zusatz. I)ie Fnuldioii E(x) ist nioiiofon, und zivdr nimmt sie

stets zugleich mit x zu. Daher folf/t inshcsondere aus

E(x) = E(y),
(laß

x = y

ist. Im iil>ri(/cn nimmt sie jeden positiven Wert einmal an; m. n. \V.

hat die Gleielninq

E(x) = C>0,

wo C beliebig, stets eine und nur eine Wurzel. Es ist

E(+oo) = + oo, E{-oo) = 0.

4. Satz. Die Fnnldion E{x) genügt der FunJdionalgleichung

:

E{x)E{y) = E{x + y\

uo X und y zwei beliebige reelle Zalden sind.

Sei nämlich

E{x)= l \ E{y)= y,

I

Dann ist

x^y = L{^ + L{ii) = L{tr;),

also

E{x + y)^U-W)E(v),
w. z. b. w.

Zusatz. Es ist

[E{x)\" = E{nx),

wo n eine natürliche Zahl ist.

§ 2. Die q'"^ Wurzel einer positiven Zahl und die allgemeine Potenz.

Unter der 3^'"' W^wrzel einer Zahl a, wo q eine natürliche Zahl

ist, versteht man eine Zahl b, welche, in die r/^ Potenz erhoben,

gleich a wird.

1. Satz. Jede positive Zald a läßt eine und nur eine positive

q'- Wurzel b zu'^):

a = b'', b = \a .

*) Unter dem Symbol y«, j/a , wo a eine positive Zahl ist. versteht man
in der elementaren Mathematik, sowie in der reellen Funktionentheorie nur die

positive Wurzel. So ist beispielsweise
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Wir wollen zuerst eine notwendige Bedingung für eine c/^ Wurzel x

von a suchen:
x"^ = a,

L(x'J) = L(a).

Soll X fernerhin positiv sein, so wird nach § 1 (4)

qL{x) = L{a),

(1) ^ = E(|i(«)).

Hiermit ist x eindeutig bestimmt, und daher gibt es höchstens eine

positive 5*'' Wurzel von n. Daß es aber auch wirklich eine solche

gibt, erhellt daraus, daß man jeden der obigen Schritte eindeutig

umkehren kann.*)

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, daß

(2) L (f/ä) = y L(a), L (f/V) = I L{a)

ist, wo 2^ ßirie ganze Zahl ist.

Die Funktion x", wo n eine natürliche Zahl bedeutet, ist ein-

deutig und genügt im übrigen den Relationen:

Ag) («'")" = «""'; (A)

A3) «'"•?>'"=(«&)'". J

Im Anschluß hieran beweist man in der niederen Algebra, unter An-

nahme des 1. Satzes, die Hauptgesetze für die Wurzeln:

B,) Va^={nrn
B,) "'fV=f/a;

Ba) fyl^ya-
B4) j/a y^Tj = f/a&

;

woraus sich dann die weiteren Reduktionsformeln ergeben:

y.r- = — x, falls X <^
ist. In allen Fällen ist

y^;- = X .

*) Den zweiten Teil des Satzes kann man ja auch auf algebraischem Wege
beweisen, indem man eine beliebige g-te Wurzel von a mit ft' bezeichnet und

sich dann der Identität:

yi ^ l,<i^ Q)' _ i)(Tt)"i--^j^h">-^'h^ Vh'i-'^;

bedient. Die spezifische Leistung der Funktion i(.ri besteht eben im Existenz-

beweise., daß es nämlich wenigstens eine 5-te Wurzel gibt.

(B)
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V a
I'-

wo X das kleinste gemeinsame Vielfache von p und 7 bedeutet. Als-

dann stellt man die Frage, ob

(3) a" = (jp(a, »),

als Funktion des zweiten Arguments aufgefaßt, nicht auch für all-

gemeine rationale Werte dieses Arguments so erklärt werden kann,

daß die Fuuktionalgleichungen (A) bestehen bleiben. (^Prinzq) der

Erhaltung der formalen Gesetze?) Dies gelingt bekanntlich vermöge

jeuer Wurzelgesetze. Zur endgültigen Ausdehnung der Funktion (3)

auf allgemeine reelle Werte des zweiten Aro;uments erübrigt noch

ein Stetigkeitsbeweis, welcher weder der niederen Algebra angehört,

noch mit algebraischen Mitteln ganz einfach ausfällt. Wir gehen

jetzt zur Behandlung dieser Fragen, welche sich vermöge der uns

zu Gebote stehenden Funktion L{x) und ihrer Umkehrung E{x)

äußerst einfach gestaltet.

Gebrochene und irrationale Potenzen.

Die Größe

\aP

erscheint zunächst als eine Funktion der drei Argumente a,i>,(i:

fa''' = fia,p,q).

Hinsichtlich dieser Funktion beweisen wir jenes Theorem, worauf sich

die Definition der gebrochenen Potenzen gründet.

2. Satz. Die Größe

fia, i>, q) = fa",

wo a eine beliebige positive, q eine natiirliclie und p eine ganze Znld

bedeuten, ist eine liomogene Funktion der leiden Argumente p und q

von der 0'*'" Dimension:

f(a, mp, mq) = f(a, p, ?^ = qp (« ,

^ ) ,

uo m eine ivillkürliche natiirliclie ZaJd ist.

In der Tat ist nach (2)

L (j/aP) = -^~ L ( fl
)

,
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(4) f«; = £(^;i(«)) = ^,(«,^-),

womit der Satz eben bewiesen ist.

Wir sind jetzt in der Lage, positive und negative gebrochene

Potenzen einzuführen. Indem wir nämlich diese Potenzen vermöge

der Gleichung

definieren, weisen wir ohne Mühe nach, daß diese Funktion sich der

Eigenschaften (A) erfreut, woraus sich dann die Richtigkeit der Wurzel-

gesetze (B) schon von selbst ergibt. Aber die gegenwärtige Behand-

lungsweise leistet noch mehr, sie setzt uns in den Stand, den Potenz-

begrifi' zugleich auf den allgemeinen Fall auszudehnen, daß die Potenz

eine beliebige reelle Zahl ist, wobei außerdem auch die Stetigkeit und

Differentiierbarkeit der neuen Funktion sofort erkenntlich werden.

Wir wollen dies alles in den folgenden Satz zusammenfassen:

o. Satz. Indem tvir die Funktion cp{a, x) nunmehr für ein be-

liebiges reelles x durch die Gleichung:

(5) (p((h x) = E{xL{a))

erMären, erhalten wir eine FiinJction, welche unumschrünid den Funldional-

gleichungen:

(p{a,x)(p(a,y) = (p(a,x-\- y)
|

(A) (f\(p{a,x),y'\ = (f{a,xy)

(p{a, x) (p(b, x) = (p(ah, x)

genügt, icobei also x und y zwei beliebige reelle Zahlen bedeuten. Da
für jeden rationalen Wert des Arguments x ^ piq die Funlition q>(a,2^/l)

mit yaP zusammenfällt, so subsumieren sich die Wurzelgesetze (B) «75

ein spezieller Fall unter (A). Im übrigen ist (p{a, x) ein stetige

Funktion von x.

Hiermit sind ivir berechtigt, (p(a,x) als eine Potenz aufzufassen*-):

(f{a, x) = «''.

*) Daß die Gleicliungen (A) zur Definition der Potenz «^ genügen, haben
wir gesehen. Wie weit diese Gleichungen voneinander unabhängig sind und ob

sie auch andere stetige Lösungen zulassen, mag vorläufig dahingestellt bleiben.

Hierauf kommen wir noch in § 4 zurück.
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An der Definition der Potenz vermittels der Funktion Fi.r),

Formel (ö):
«' = E{xL{a))

lesen wir alle weiteren Eigenschaften dieser Funktion unmittelbar ab.

Insbesondere heben wir noch folgende hervor:

4. Satz. Die Fanhtion a-^ ist für alle Werfe von x jiosifii:, cin-

deiäig und stetig, und läßt eine Ahleitmifj zu, irclche durch die Formel:

gegeben ist. Sie ist ferner stets monoton, und zwar nimmt sie im Folie

a > 1 mit tvachsendem x beständig zu; die Ableitung ist hier durch weg

positiv, und es ist

« + * = + oo, «-* = 0+.

Ist dagegen 0<a<l, so nimmt die Funktion beständig ab; die Ab-

leitung ist jetzt negativ, und es ist

a+^' = 0+, «-="' =4-00.

Demgemäß hat der Graph y = a^ im ersten Falle den Charakter des-

jenigen von y = E(x), Fig. 113, uährend er sich im ziceiten Falle an

das Spiegelbild dieser Kurve in der Geraden x = anlehnt.

Fahren wir jetzt fort, indem wir die Funktion F{x) als eine

Potenz darstellen. Ich behaupte, daß

L(e) = 1, Eil) = e

ist, wo e, wie üblich, als der linies:

(7) . = lim (l+ ly

erklärt wird. Man setze fi = 1/x, dann wird

(1 + 7)' (1 + xy

,

1

z(i + ,Y = '^^1, (1 + .r = £p-^±^'].

Beim Grenzübergange lim ./ = konvergiert L{\-\-.v)'x gegen

L'{\) = \, und da E(.r) stetig ist, so konvergiert auch die ganze

rechte Seite der letzten Gleichung gegen einen Grenzwert, nämlich

gegen E{1). Hiermit ist die Behauptung bewiesen und zugleich

folijeuder Satz gewonnen:
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5. Satz. Es ist

E(x) = e,
ivo

e = lim ( 1 + -V"
,,, = + 00 V f^/

ist.

Durch diesen Satz hat man auch Anschhiß mit der gewöhnlichen

Definition des natürlichen Logarithmus erreicht:

X = E(y) = e^, y = L(x) = log x.

Daran gliedert sich noch die übliche Definition von ^og^x, a > 0,

a + 1:

(8) X = a'-', II = log„ X,

sowie der Satz:

(9) log„ X = log, X • log„ h,

nebst dem Zusätze:

(10) log, h = r— •

Im übrigen ist

(11) f^.r _ ^.rloga^

(12) \og^x'J = y\og^x.

Endlich werden die Reihenentwicklungen:

(13) log{l^-x) = x-^+'^-...,

nach dem gewöhnlichen Verfahren der Infinitesimalrechnung auf-

gestellt. Aus der letzten erhält man einen rasch konvergierenden

unendlichen Prozeß zur numerischen Berechnung der Zahl e*):

e= 1 + 1 + 1 + 1^ = 2, 718 281 828 ....

6. Satz. Die FimTition

x^, < jc < oo,

ist positiv, eindeutig und stetig, und es ist

(^^" n-l-— = nx" \
(Ix

*) Der Leser wolle bemerken, daß wir bei allen den bisherigen Entwick-

lungen niemals nötig hatten, die Zahl e näher zu bereclinen, — bestimmt wurde

sie ja schon durch die Formel (7). Eine besondere Untersuchung zur Erhaltung

der in Rede stehenden Eeihe wäre deshalb überflüssig gewesen. An dieser

Stelle ergibt sich die Reihe schon von selbst. Hierin ist auch für den Unter-

richt in der Infinitesimalrechnuno- ein Finererzeigr mit enthalten.



§ 3. Fortsetzung: Folgerunpen aus den HauptssUzen.

I>ii Unthihrfaiildiijii ist folfjcndc, sofern, ii ^ /.s7;

41)7

y = X , ICO X = ij".

Der Satz folgt aus der Definition:

2-" = ßn\o-4x

I >arnach ist

dx'
, n .

dx X

Fig. 114.

Zusatz. Die Funktion x" ist monoton und znar nimmt sir zu-

gleich mit X heständig zu oder nh, je nachdrm n positic oder negativ ist.
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Die ÜDgleichuDgeu. welche die Funktionen fr'' und x" erfüllen,

lassen sich nun nachträglich vermöge des Wertes der Ableitung her-

leiten.

§ 4. Über Funktionalgleichungen.

Im vorhergebenden Paragraphen sind wir einer Reihe von Funk-

tionalgleichungen begegnet, welchen die Funktionen log x und a'' ge-

nügen. Indem wir jetzt zwei dieser Gleichungen näher treten, be-

weisen wir das

Theorem. Die alUjemeinste sietUje Lösung der Fuuldionul-

gleicliumj

ist

x>0,

y > 0,

f(x) = Clogx;

i— !X> <C X <C oo,

I
— OÜ < // < oo,

diejenige von

IL Fix)F(:y) = F(x + y),

ist

Fix) = e^'^" heziv. F{x) = 0.

Sei f(x) zunächst eine beliebige Lösung von I. Daun schließt

man vor allem, indem man x ^ y = 1 setzt, daß

/•(l) =

ist. Ferner erhält mau, ähnlich wie in § 1,

f{^)''-fW,

f{x") = nf(x), /(f/^)-|/-(x),

WO n eine ganze Zahl ist. Setzt man hier n = p, x = Ya, wo a > 0,

=1= 1 ist, so kommt:

So viel, ohne die Stetigkeit von f{x) zu verlangen. Setzt man nun

noch diese Eigenschaft voraus, so stimmt die stetige Funktion ({a"^)

für alle rationalen Werte des Arguments x mit der stetigen Funk-

tion xf(a) überein, woraus denn folgt, daß allgemein

/-(a^) = xf{a), — CSD <C X < oc,

ist. Führt man also noch
loor «

em, so wird
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^^^^ ^ log'l
^^^' :'^- " < '^' '' '• ''• " •

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, hemeiken wir zu-

nächst, daß F{.r) keinen negativen Wert anucliinrn k:iiiii. I)<iiii

wäre Fiß) < 0, so würde die Relation

f{';)f{^)-fm

zu einem Widerspruch führen. Auch zieht das Verschwinden von

F(x) für einen einzigen Wert x = a: F{a) = 0, das identische Ver-

schwinden von F{x) nach sich, da dann

O^F(a)F{x-a) = F(x)

wird. Demo-emäß dürfen wir voraussetzen, daß durchweg

F(x) >
ist.

Wir wollen jetzt neue Variabelen einführen:

.r = log|, ^ = log7;,

und zugleich auch
F{logt)=(P{t)

setzen. Alsdann geht IL in

über. Daraus findet man weiter:

log (^) + log {l]) = log (^7?).

Dies ist aber nichts anderes, als die Relation I., und darum ist:

log 0(1) =C log I,

0(|) = eciogi_|c^

F{x) = e''^.

Hiermit ist der Beweis des Theorems vollständig geführt.

Die Frage, ob die Funktionalgleichungen I. und IL außerdem noch

unstetige Lösungen zulassen, ist noch nicht entschieden. Wilson''')

hat gezeigt, daß, wenn es überhaupt eine Lösung F^ (x) gibt, die nur

in einem einzigen Punkte unstetig ist, F,^ (x) dann in jeder l'mgebung

eines jeden Wertes des Arguments jedem vorgegebenen positiven

Werte beliebig nahe kommt, so daß also der Ort der Gleichung

y = F^ {x) eine in der oberen Halbebene ij > überall dichte Punkt-

menge bildet.

*) Änjuäs of 3IatJi., 2. Reihe. Bd. 1 (1899), p. 47.

Osgood, Funktionentheorie. II. 33
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§ 5. Die trigonometrischen Funktionen.

In der Elementarmathematik werden die trigonometrischen Funk-

tionen vermöge eines rechtwinkligen Dreiecks geometrisch definiert,

wodurch denn auch ihre Beziehung zum Kreise von vornherein an

die Spitze gestellt wird. Demgegenüber begegnen wir gleich zu An-

fang der Mechanik einem Problem der allerersten Wichtigkeit, welches

uns ebenfalls zu diesen Funktionen führt. Handelt es sich nämlich

um die kleinen Schwingungen eines materiellen Systems um dessen

Gleichgewichtslage, — denken wir etwa an das gewöhnliche Pendel,

— so wird in den meisten Fällen eine erste Annäherung zur Be-

wegung des Systems durch die Differentialgleichung

reguliert, wobei t die Zeit und i/ eine geeignete Koordinate bedeuten.

Durch Einführung einer neuen unabhängigen Variabelen,

X = nt,

geht die Differentialgleichung dann in die Normalform:

(A) + ^ =

über. Auf der Theorie letzterer Differentialgleichung ruht daher ein

wesentlicher Teil der Mechanik.

Wir wollen eine Lösung von (A) vermöge einer Potenzreihe in

X zu gewinnen suchen. Indem wir diese mit unbestimmten Koeffi-

zienten ansetzen:

(1) y = «0 + f*l^ + «2^^ H }

erhalten wir zunächst:

^ = 2-la, + 3-2a,x + 4.5a^x'^--.,

und somit durch Vergleich mit (1) folgende formale Relation zwischen

den Koeffizienten:

also

«2 =

«3 =

Hiermit werden wir zu den für alle Werte des Arguments konver-

gierenden Reihen geführt:

1

2I ^'0 7
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s(a:)=a; ---, + -
,

c(x)=^l-:'^-'
4!

Daß die hierdurch definierten Funktionen s(x), c{x) der Differential-

gleichung (A) in der Tat Genüge leisten, erkennt man nun sofort.*)

Fassen wir das Ergebnis in einen Satz zusammen.

1. Satz. Die Differentialgleichung

(A) U+y-0
läßt zicei spezielle Lösmigen zu, welche durch die beständig konvergie-

renden Reihen:

(2)

/ N X'' , X-'

4! 'J

gegeben iverden. Daraus setzt sich ferner eine allgemeine Lösung in

der Form:

(3) y = asix) + bc(x)

zusammen, wo a, b ivilUdirliche Konstante bedeuten. Wie man sieht, ist

(4) 5(0) = 0, c(0)==l,

(5) s{x) = c(x), c'{x) = — s{x),

(6) s{—x)=- — s ix), c(—x) = c (x).

Fahren wir fort, indem wir bemerken, daß sich jede der Funk-

tionen s(x), c(x) nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickeln läßt.

Es ist nämlich

s'{x) = c{x),

s"{x) = — s{x),

s"(x) = — c(x),

s""(x)= s{x),

*i Damit hier das Raisonnement mit aller Schärfe hervortritt, sei uns doch

folgender kleiner Rückblick gestattet. Wir warfen die Frage auf, ob nicht viel-

leicht durch eine Potenzreihe eine Lösung zu erzielen sei. Indem wir dann an-

nahmen, daß dies wirklich zuträfe, — daß es also m. a. W. eine konvergente

Fotenzreihe gäbe, welche, in die linke Seite von (A) eingetragen, diesen Aus-

druck identisch zum Verschwinden brachte, — untersuchten wir zunächst, -wie die

Koeffizienten der Reihe berichaffen sein müßten. Damit stellten sich die beiden

Reihen für s{x), c{x) ein, welche augenscheinlich für alle Werte des Arguments

konvergieren. Und nun stand uns frei, entweder durch Eintragen in die linke

Seite von (A) direkt nachzuweisen, daß dies auch in der Tat Lösungen sind,

83*
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woraus erhellt, daß bei fortgesetzter Wiederholung der Differentiation

diese vier Funktionen sich immer wieder in gleicher Reihenfolge ein-

stellen werden. Sei x = Xq ein beliebiger Punkt, um den Avir auch

ein willkürliches Intervall X(^ — Ji, :^ x ^ Xq -\- h legen wollen. Da

s{x), c{x) stetig sind, so bleiben sie endlich in diesem Intervalle.

Daher konvergiert das Restglied in der Taylorschen Formel:

/•(^'o
+ /')

=

fix,) + /"(-^o )
/'+•••+ F' ('^o)

!;
! + r^"

"-
'' (^0 + ö/o^^,

mit wachsendem n gegen 0, wenn f{x) gleich s (x) oder c (x) gesetzt

wird. AVir haben mithin folijende Entwicklung crewonuen:

o
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also ist

s''(x) +c-(,r) = /.-.

Setzt in.iu noch hierin x = 1, so koninit:

1 = /.•,

und hiermit ist der Beweis geliefert.*)

Wir wollen uns jetzt mit der Periodizität dieser Funktionen be-

schäftigen. Beginnen wir mit s(x). Der Graph dieser Funktion:

y = s{x),

geht durch den Koordinatenanfang und tritt zunächst in den ersten

Quadranten. Dabei ist auch wegen (A)

s"{x) < 0,

woraus man erkennt, daß die Kurve ihre konkave Seite nach unten

kehrt. Nun will ich vor allem beweisen, daß s(x) für einen positiven

Wert von x ein Maximum erreicht, denn daraus lassen sich alle

Periodeneigenschaften leicht herleiten.**) Zu dem Zwecke wählen wir

eine kleine positive Größe cc, wofür zugleich

.i(a)>0, .s'(fi) = c(«) >
ist, was ja offenbar angeht. Für Werte von x, die nur wenig gi-ößer

als (i sind, wird dann s{x)'>s(a) sein. Dagegen kann s(x) mit

wachsendem x nicht beständig größer als s{a) bleiben, wie wir jetzt

nachweisen wollen. Nach der Taylorschen Formel ist

s (j:) = .5 («) + c («) {x - a) - s (X) ^"^ ~ ""^

, a<X< x.

Daher würde die Annahme:

s(x)>s(k). x>a,
zur Folge haben, daß

< s (x) - s (a) < {x - cc) [c («) - s {a)
'^ ~ "]

wäre, und dies trifft augenscheinlich für große Werte von ./• nicht

zu. Daraus geht die Existenz des in Aussicht gestellten Maximums

hervor. In diesem Punkte muß offenbar s(x) = c{x) verschwinden.

Wir wollen mit p '2 den kleinsten positiven Wert von x bezeichnen,

Avofür letzteres eintritt. Dann wird

*) Man erhält die Formel (8) auch dadurch, wie Godefrov heraerkt hat,

indem man in der zweiten der Relationen (7) // = — x- setzt und sich dann der

Relationen (6) bedient; Theorie elementaire des scries, S. 15<).

**) Godefroj- beweist direkt aus den Reihen >^2), daß 8(.r) im Intervalle

0<ic<2 positiv bleibt, während e{x) dagegen im Punkte .r = 2 negativ wird.
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0< c(x) = s'(ic), 0£x<l;

(9) '' (f)
= ^ (I )

= 0' <';) = !' ^" (I )
= - Kl) < '>

Demnach haben wir es auch mit einem Maximum im Sinne der Diflfe-

rentialrechnung zu tun. Fassen wir das bisher erlangte Ergebnis in

Worte zusammen: Es gibt ein Intervall 0^a?^^j/2, in welchem die

Funktion s(x) mofioton zunimmt, um im Endpunkte x = pj2 desselben

ihren Maximolivert 1 zu erreichen. Dabei kehrt der Graph der FunJdion

seine konkave Seite stets nacJi unten.

Fig. 115.

Wir wollen jetzt zeigen, daß der weitere Verlauf des Graphen

von six) im Intervalle pj^-^x-^p aus dem Spiegelbilde des soeben

besprochenen Bogens in der Geraden x=p/2 besteht. Die Bedingung

hierfür ist offenbar die, daß

(10) s{f-x) = s{^^+x)

sei. Setzt man nun in (7) y=p/2, so kommt:

(11) s[x-\-^)^c{x), c{x+^) = -s{x).

Hieraus findet man weiter, indem man x-\-p/2 an Stelle von x tre-

ten läßt:

(12) s(x + pi) = — s{x), c [x -\- p) = — c {x).

Um jetzt (10) zu erhalten, wird man s{pj2 — x) vermöge (ß) und (12)

umformen

:

^ (f ~^)^~^{^'~ \) = •' (-^ + 2 ) ' ^- ^- ^- ^•

Aus dem solchergestalt konstruierten, im ersten Quadranten belegenen

Bogen stellt man noch eine Fortsetzung in den dritten Quadranten

her, indem man, der Relation (6j gemäß, jenen Bogen im Anfang

spiegelt.

Wir sind nunmehr in der Lage, die Frage der Periodizität zu

erledigen Indem wir in (12) x -{- x) an Stelle von x setzen, wird

(13) s{x+ 2p) = — s{x +})) = s (x), c(xi- 2p) = c (x).



§ 5. Die trigoiiometrisohi'M Kunktioncii. 505

llieiiiiit erweist sich '2p als eine Periode beider Funkt ioiifii, uinl zwiir

ist 22) eine primitive Periode. Sonst gäbe es nämlich "im- kleinere

positive Periode co:

s {X + co) = s (.r) , .<?' (.r -f co) = s (x) , < w < 2i).

Das trifft aber nicht zu, wie ein Blick auf den Tlraphen von six)

zeigt. Analytisch kann der Beweis so geführt werden. Wegen

s (^ + w) = s {x)

c

(w) -\- c{x)s (fij) = s{x),

s{x -\-a) =- c{x-\- a) = c{x) c{g)) — s(a;) s((o) = c{x),

also

[c (co) — 1] 5 {x) + s (oj) c {x) = 0,

-s(«) • s(ä;) + [c((o) - IJcfa-) = 0,

ist

[c((o)-lf +s2(co) = 0,

woraus nun insbesondere folgt, daß

s{co) =
ist. s{x) hat aber nur eine positive Wurzel, die kleiner als 2p ist,

nämlich x = p, und diese Größe ist. keine Periode, wie aus (12)

erhellt.

Da endlich c{pc) = s{x -\-pl2) ist, so ist auch zugleich hiermit

die Periodizität von c{x) erledigt. Wir erhalten so den

4. Satz. Die FnnJdionen ^{x), c(x) sind periodisch )nit der primi-

tiven Periode 2 p.

\S(X/, C(X)

Aus den vorangehenden Entwicklungen kann man einen Schluß

auf die gegenseitige Änderung von s{x) und c{jc) machen. Wir setzen

die Graphen dieser Funktionen im Intervalle —p^x<.p her und

entnehmen daraus ohne Mühe den folgenden Satz:

5. Satz. Die Funltionen s(x) und c{x) nehmen jeden udlkürlichen

Wert — 1 <a<l in stcei getrennten PunJden des Intenalls —p^x<Cp
an, dagegen die Werte 1 und — 1 nur in einem einzigen Punhie. Sind

ferner a und h irgend zwei an die Bedingung

«2+62 = 1

gelüiüpfte Zahlen, so lassen die sinndfanen Glriciiungcn:
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s(x) = a, c{x) = h,

stets eine und nur eine Lösung im genannten Intervolle zu.

Der analytische Beweis dieses Satzes wird auch durch jene Graphen

nahe gelegt.

Wir wurdeu zu den Funktionen s(_x), c(x) geführt, indem wir

Lösungen der DiiBferentialgleichung (A) aufsuchten. Dabei ergab sich^

daß die ganze Funktionsklasse

?/ = a s (j;') + hc(x)

Lösungen liefert. Wir wollen jetzt den Beweis erbringen, daß weiter

keine Lösungen von (A) vorhanden sind.

6. Satz. Jede Lösung von (A) läßt sich in der Form:

y = as{x) -\-l)C {x)

darstellen, ivohei a und h Konstante sind.

Erklären wir vor allem, was wir imter einer Lösung von (A)

verstehen. Wir setzen ein beliebiges Intervall a ^x ^h und eine

darin eindeutige Funktion f(x) voraus. Dann heißt f(x) eine Lösung

von (A) in diesem Litervalle, wenn f(x) in jedem Punkte von (A)

eine Ableitung erster, sowie eine zweiter Ordnung besitzt, und außer-

dem der Differentialgleichung (A) in jedem Punkte des Intervalls,

genügt.

Zum Beweise des Satzes gehen wir von folgendem evidenten Satze

aus: Sind fix), (p(x) zwei mit Ableitungen zAveiter Ordnung ausge-

stattete Funktionen, so ist

r(x) fix) ^d^if'ix) f(^\_

cp" (x) q)(x) ^^\fp'(x) (fyx)^

Verschwindet daher erstere Determinante in jedem Punkte eines Inter^

valls, so muß dort ausnahmslos

(p'(x) (p(x)
f'{x) (f (x)

— fix) (p'(x) = const.

sem. —
Betrachten wir nun eine beliebige Lösung g von (A), und be-

zeichnen wir noch die speziellen Lösungen s(x), c(x) resp. mit y^, y^'^

y^=s{x), y,^^c(x).
Dann folgt aus

daß
i/2+ !/2 = ^
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'/' V
„ =0

ist, und hieraus weiter nach der ol>it,n'ii Bemerkung, daß

//' y = II ij.^ — ////., = const. = (I

11-2 Hl
' '

"

ist. Ähnliche Beziehungen finden statt, wenn wir (he drei Buch-

staben >/, l/i, y.> zyklisch miteinander vertauschen:

y'-2iii-iky'i = -'^-

Multiplizieren wir diese drei Gleichungen resp. mit ij^, ij.,, >/ und ad-

dieren dann die so resultierenden Gleichungen zusammen, so kommt:

= ay^ + hij.2 — ij, w. z. b. w.

Der Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes, daß die

Lösung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung durch

Angabe des Wertes der f\inktion nebst demjenigen der ersten Ab-

leitunjy in einem Punkte vollständig bestimmt wird. Hier ist

Im übrigen ist die Behaudlungsweise in einem allgemeinen Verfahren

enthalten, wonach die lineare Abhängigkeit von 11 Funktionen aus

dem identischen Verschwinden ihrer Wronskischen Determinante ge-

schlossen wird.*)

Zive'der Beiceis des Additionstheorems. Aus dem vorstehenden Satze

ergibt sich noch ein zweiter Beweis des Additionstheorems (7). Es ist

*) Hierüber vergleiche man Böcher, „Certaiii cases in which the vanisbing

of tbe Wronskian is a sufficient condition for linear dependence". Tmnsnctiom

of the American Mathematical Society, Bd. 2 1901), S. 139, woselbst auch die

bezügliche Literatur zitiert wird.

"Wir bemerken noch im Vorübergehen, daß in der Mechanik von diesen

Eindeutigkeitssätzen vielfach stillschweigend Gebrauch gemacht wird. Bei der

Integration der Dilferentialgleichung, welche das zweite Newtonsche Bewegungs-

gesetz zum Ausdruck bringt:

d-il ,.

dt- '

— um bloß den einfachsten Fall zu erwähnen, — begnügt man sich nämlich

damit, eine Lösung aufzustellen, welche den Anfangsbedingungen gerecht wird,

indem man dann ohne weiteres annimmt, daß diese Lösung die Bewegung des

Systems notwendig regulieren müsse. Könnte indessen eine lineare Differential-

gleichung singulare Lösungen haben, so hätte man doch keinen Beleg dafür,

daß gerade diese Lösung diejenige wäre, welche dem vorgelegten rr..I.l.in .nt-

spricht.
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nämlich offenbar six-^a) eine Lösung von (A). Nach diesem Satze

muß also

s(x-\- a) = as{x) + bc{x)

und daher ferner

s'(x-\- a) = c(x-\- a) == ac(x) — hs (x)

sein. Setzt man hierin x ^= 0, so kommt:

s(a) = h, c(a) = a,

also:

s{x-\- a) == s (x) c (a) + c (x) s («),_ w. z. b. w.

§ 6. Fortsetzung: Identifizierung der Funktionen s{x), c(x) mit

sin X, cos ic.

Um die beiden Funktionen, deren Haupteigenschaften wir im

vorhergehenden Paragraphen entwickelt haben, mit den trigonome-

trischen Funktionen sinic, cosa; zu identifizieren, muß man vor allem

eine Definition letzterer haben, welche entweder von vornherein arith-

metisch ist oder doch eine arithmetische Formulierung nahe legt. In-

dem wir einen Winkel, wie üblich, als die geometrische Figur auf-

fassen, welche durch zwei von einem gemeinsamen Punkte ausgehende

Halbstrahlen i bezw. Strecken) gebildet wird*'), vereinbaren wir uns, als

Maß desselben die Länge desjenigen Bogens des Einheitskreises um
anzusehen, welcher zwischen den beiden Schenkeln eingeschlossen wird.

Deckt sich nun insbesondere der eine Schenkel mit der positiven

.a; -Achse, so wird man dem Winkel den positiven oder negativen Wert

e = ±s
beilegen, wo

(1) s=fydx'-\-dtf, x'^f^^x,
(1,0)

die Länge jenes Bogens ist. Wir wollen dieses Integral ausrechnen.

Zu dem Zwecke überlegen wir uns vorerst, daß der Kreis (1) die

parametrische Darstellung:

(2) x = s{£), y = c{i)

zuläßt. Daß nämlich hier jeder Wert von t einen Punkt des Kreises

liefert, folgt schon aus § 5, (8). Aber auch umgekehrt entspricht

einem jeden Punkte des Kreises nach dem 5. Satze von § 5 eine

*) In dieser Hinsicht sei auch auf Kap. 5, § 4 verwiesen.
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lleihe von Werten /, die sich alle um ^uii/.zjililigf Vielfache von 2/)

voneinander unterscheiden.

Aus der hiermit begründeten Darstellung (2) findet man nun

dx^ + (lif- = dt-,

und mithin

S = ±t.

Es bleibt also nur noch übrig, in geeigneter Weise festzusetzen, wann

ein Winkel als eine positive, wann als eine negative Größe angesehen

"werden soll, um endlieh zur Relation

(3) t = e

zu gelangen.*)

Hiermit ist der Weg zur Arithmetisierung der gewöhnlichen Defi-

nition von sin d und cos gebahnt, wonach sich denn diese Größen

als die Koordinaten desjenigen Punktes des Einheitskreises erweisen,

welcher einen vom Punkte x = l, y = aus gemessenen Bogen von

der Länge s = S begrenzt, wo

Ä=ö(mod. 2i^), 0£S<2i), ^;>0

ist. Daraus ergibt sich die in Aussicht gestellte Identifizierung:

S'(ö) = sinÖ, c{e) = cosd.

Im übrigen erweist sich jetzt die Periode 2p als die Länge der Peri-

pherie des Einheitskreises, 2a:-, also ist

P = ^

Schlußhemerkungen. Was die übrige Theorie der trigonometrischen

Funktionen inklusive der Definition:

. siu X
tan X = -

, usw.

nebst der Besprechung der inversen Funktionen anbetrifft, so ist

die übliche Behandlungsweise entweder bereits analytisch oder sie

läßt sich doch sofort in eine analytische umsetzen. Hieran schließt

sich noch eine Reihe interessanter Fragen, deren Besprechung

indessen außerhalb des Rahmen.s dieses Werkes liegt; es sind das

u. a. a) die Zahl .t, Transzendenz und Berechnung, sowie auch die

Zahl e; b) die Bernoullischen Zahlen und die Reihen ^/.~": c) die
k

Eulersche Zahl; d) einiges über die trigonometrischen Reihen: e) die

*) Eine einfache Fonn, deren diese Festsetzung fähig ist, besteht geradezu

in (3), als Definition aufgefaßt.
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livperbolisehen Funktionen. Wir verweisen deswegen auf die gebräuch-

lichen Lehrbücher, etwa Godefroy. Theorie e'lementaire des series, 4.

und 5. Abschn.; Stolz und Graeiner, Theoretische Arithmetil;. Dagegren

werden wir uns noch ausführlich mit gewissen Funktioualgleichungen^

als hinreichende Bedingungen aufgefaßt, sowie mit einigen Reihen-

und Produktentwickluugen zu beschäftigen haben.

§ i. Über die Bestimmung der Funktionen sin x und cos r auf

Grund ihres Additionstheorems.

Theorem. Seien S(x), ('{x) zwei Fnnldionen, welehe für alle

Werte von x eindeutig erldäri sind und das Additionstheorem

:

S (x + y) = S (x) C (ij) + C {x) S (:y),

^ ^ C{x + tj) = C(x)C(y)-S{x)S(y),

hesitzen. Außerdem verlangen wir entiveder, daß

(Bi

)

S{-x) = -S {x) , C{- X) = C{x)

oder daß

(B2) S\x)-\-C'ix) = l

sei. Gibt es dann einen einzigen Wert von x, tvofür leide Funktionen

stetig sind, so sind sie ausnahmslos stetig, und zwar ist

S(x) = sin ^x.

Unter Voraussetzung (Bg) tvird fernerhin

C{x) = cos UX]

dagegen ist bei der anderen Voraussetzung

C{x) = cosux beztv. C(x) = 0.

Wir schicken die Bemerkung voraus, daß das gleichzeitige Ver-

schwinden von S(x) und C(x) für einen einzigen Wert x = a das

identische Verschwinden dieser Funktionen nach sich zieht. Zum Be-

weise braucht man bloß in (A) y = a zu setzen.

Aus dem Additionstheorem schließen wir nun vor allen Dingen,

indem wir x = y = setzen

:

[2(7(0) -1] 5(0) = 0,

C\0)-C(p)- S'(P) = 0,

also:

a; S{0) = 0, 6'(0)=1;

^ ^
b) >S(0) = 0, C(0)=0.

Xach der obigen Bemerkung hat b) das identische Verschwinden von
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S{x), C(x) zur Folge. Geben wir jetzt zu ii) über und setzr-ii wir

in (A) // = — X, so kommt:

= S (x) C (- X) -\- C (x) S (- x)
,

I

1 = C{x) C(-x) - S{x) S(-x). I

(20

Daher ist

-S(x) = [C\x) + S\x)]S{-x\\
^

'^
C(x) = [C\x) + S^'ix)] C{- x).

I

Bisher haben wir von keiner der Voraussetzungen (B) Gebrauch

gemacht. Aus den beiden letzten Gleichungspaaren erkennen wir nun,

daß die Voraussetzung (B^) entweder das identische Verschwinden

beider Funktionen S{x), C(x) oder aber die Relation (Bg) nach sich

ziehtj während die andere Voraussetzung die Relation (B^ ) ergibt.

Indem wir fortan vom identischen Verschwinden der Funktion

C{x) absehen, so daß also die Relation (Bg) stets gilt, bilden wir die

Ausdrücke:

( s(x-{-h)-S{x)= 2C(:r + |)5'(^),

.
\c(x + h)-C{x) = -2S{x+^-^S[^).

Verstehen wir hierin zunächst unter x jenen Wert, wofür beide Funk-

tionen S(x), C (x) nach Voraussetzung stetig sind, so finden wir, da

\S{x) und ' C (x) beide wegen (B,) nicht gleichzeitig unter 112
herabsinken können:

(-4) limS(l) = 0.

Hiez-aus folgt nun weiter, indem man x jetzt einen beliebigen Wert

beilegt und auch dabei der Endlichkeit von S(x), C{x) für alle Werte

des Arguments eingedenk wird, daß diese Funktionen ausnahmslos

stetig sind.

Wir wenden uns jetzt zur Difierentiation der Funktionen S(x),

C(x). Aus den Gleichungen:

S (x -^ h) — S (x)

h
= ^(-+*)-^^^

(&)

<4)

erhält man als hinreichende Bedingung für eine Ableitung, daß S^x) x
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beim Grenzübergange lim x = einem Grenzwerte ^ zustrebe. Wir

wollen nun zeigen, daß dies in der Tat zutrifft.

Schicken wir zuerst die Bemerkung voraus, daß S(x) keine un-

endlich kleinen positiven Wurzeln hat, sofern S(x) nicht identisch

verschwindet. Ist nämlich S(a) = 0, so ist wegen (B^) C(a) = + 1.

Setzt man daher in (A) y = a, so folgt, daß 2 a jedenfalls eine Periode

von S(x) ist. Darum ziehen unendlich kleine Wurzeln von S(x) auch

unendlich kleine Perioden nach sich, und da nun S{x) stetig ist, so

werden wir hiermit auf den soeben ausgeschlossenen Fall geführt.

Nehmen wir der Bestimmtheit halber an, daß S(^x) für kleine ^josi-

tive Werte des Arguments positiv sei:

(6) 0<S{x), 0<x<X.
Indem wir jetzt an die Bedingung anknüpfen, daß eine stetige

Kurve y = f[x) in einem gegebenen Intervalle konkav sei und außer-

dem ihre konkave Seite nach unten kehre*):

f{x -}- h) - 2f{x) + f{x - h)<0,

haben wir im vorliegenden Falle

(7) S{x + h) -2S{x) + S{x-h) = - 2S{x) [1 - C[h)] < 0,

wobei die Punkte x ± h beliebig im Intervalle ^ x ^ X angenommen

werden. Demgemäß wächst der Quotient

S(h) . S{-h) S{h)-^ , sowie —^—~i~ = —r-^
h ' — h h

beständig, wenn h gegen abnimmt, und nähert sich mithin not-

wendig einem Grenzwert ^u, bezw. wächst ins positive Unendliche.

Letzterer Fall kann indessen nicht eintreten. Denn er würde zur Folge

haben, daß die Funktion S{x^ in jedem Punkte eines bestimmten

Intervalles eine unendliche Ableitung hätte. Daß das aber nicht an-

geht, kann sich der Leser auf verschiedene Weisen überzeugen.

Um die vorausgehende geometrische Überlegung mit aller Strenge

arithmetisch zu begründen, sei | ein beliebiger Punkt des Intervalls

(6): < :r < X Wir wollen zeigen, daß

*) Diese Bedingung findet sicli bei Stolz, Allgemeine ArWimetik, Bd. 1,

S. 193, sowie bei Stolz u. Clmeiner, Funktionentheorie, 1. Abteil., S. 61. Wir
werden indessen beim arithmetischen Beweise nur von der Relation (7), als ana-

lytische Beziehung aufgefaßt, nicht aber von der soeben erwähnten geometrischen

Deutung derselben, Gebrauch machen.
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ist.*) Gäbe es näiiilich einen Punkt in diesem Intervalle, wofür

(lies nicht zuträfe, so könnte man daraus auf die Existenz eines Inter-

valls Xj^ ^oc ^ X2 (0 ^ x^ < x^ ^ ^) schließen, derart, daß

'^<'-f>, also S(.r)<'^K., ,,-,<x<x,.

während

S(^,) =
^-f-^^,

Six,)==^px,

ist. In der Tat bilden die Punkte, in denen S(x)/x <i.S(i,)^i, ist,.

falls welche überhaupt vorhanden sind, ein oder mehrere Kontinuen,

woTon wir eins: x^ <C x <i x.^ herausgreifen. Setzt man nun

SO wird

S{x + h) - 2 S{x) + S{x- li)

^S(x,:)-2S(^^-^^') + S{x,)

>^^,
Dies widerspricht aber der Relation (7), und hiermit ist der Beweis

fertig.

Da nunmehr feststeht, daß 8{x)/x beim Grenzübergange limA- =
einem positiven Grenzwerte a zustrebt, und da ferner S{x), C{x) aus-

nahmslos stetig sind, so finden Avir aus (5):

(8) S'{x) = iiC{x), C'(x) = -tiS{x).

Setzt man noch

X = ux.

so wird

Six) = S{f) = S (x), C(x) = Cl^) = (l(x),

(5'(^') = Q(x'), d'ix) = - B'(x'),

*) In der Tat gilt nur das obere Zeichen. Doch genügt es unserem Zwecke,

wenn wir den Satz bloß in diesem Umfange beweisen.
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also

e" (x) = - S {x'), G" {x') = - 6 (x).

Und nun entnimmt man aus dem 6. Satze des § 5, daß

3 (x) = sin x', G (x) = cos x'

ist Darum ist

S(x) = sin ax, C{x) = cos ^x.

Der Fall S{x)<.0, < x < X, wird durch die Transformation

S(x) = — S (x) auf den soeben erledigten zurückgeführt. Verschwindet

dagegen S(x) identisch, so wird zunächst wegen (B,) C{x) = ± 1.

Das untere Zeichen kann indessen niemals gelten. Denn, wäre

C{xq) = — 1, so würde aus (A) folgen, indem man x = i/ = Xq:2 setzt:

c'(f +2*) = a (f)' = -!.

Hiermit ist das am Eingange des Paragraphen ausgesprochene

Theorem vollständig bewiesen.

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, daß die Funktion tan x

eine ähnliche Behandlung auf Grund ihres Additionstheorems zuläßt.

Es besteht hier der folgende Satz:

Entsprechendes Theorem für tan ^. Sei f(x) eine Funliion,

icelche für alle Werte von x, höehstens mit Ausnahme isolierter Stellen,

eindeutig erliärt ist und das Additionstheorem:

fix + 1/) = iM±m_
besitzt, wo X, y und x -\- y irgend drei Pnnlite des Deftnitionsbereiches

sind. Ist f(x) dann in einem einzigen Punkte stetig und überdies in

der Nähe d&r Stelle x = ausnahmslos definiert, so ist f(x) in jedem

Punläe ihres Definitionsbereiches stetig, und mvar kann fix), sofern man
hebbare Unstetigkeiten ausschließt, nichts anderes als die Funktion

tan ^x sein:

fix) = tan yix.

§ 8. Andere Definitionen der elementaren Funktionen.

a) Algebraische Definition der Exponentialfunktion. Vor allem

gedenken wir der Definition von a^'^ und cf, welche auf der (j^^^

Wurzel der Zahl a beruht. Hierüber vergleiche man die gebräuch-

lichen Lehrbücher, etwa Stolz und Gmeiner, Theoretische Arithmetik;

Tannery, Introduction d la the'orie des fonctions cVune variable. Da-

bei wird die Kenntnis keines speziellen unendlichen Prozesses voraus-
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gesetzt, was zur Folge hat, daß sicli die Behandlung dementsprt'chfnd

umständlich gestaltet.

b) Definition der Exponeiitialfunktimi auf (inind ihs Aihlitinns-

theorems. Es gilt folgendes Theorem: Sei f(.r) eine Funktion, die

für alle Werte von x eindeutig erklärt ist und das Additionstheorem:

(1) f{^-\-y)-f{x)f\y)

besitzt. Indem wir ft)rtan vom besonderen Falle absehen, daß fix)

identisch verschwindet, ist stets f{x) > 0, und zwar stimmt fix) für

jeden rationalen Wert x=pq mit y a'' überein, wo f(\) = a gesetzt

ist. Verlangt man überdies, daß /(./) für einen einzigen Wert von x

stetig sei*), so erweist sich f{oc) als ausnahmslos stetig. Sodann

nähert sich der Quotient (/"(jO — 1), -i" einem Grenzwert, wenn x gegen

abnimmt:

.r = ü
^

Endlieh hat f(x) eine Ableitung und genügt der Differentialgleichung

(2) f'(x) = af{x). —
Um den Existenzbeweis für eine derartige Funktion fix) zu

führen, kann man eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten

ansetzen und dieselbe dann entweder in (1) oder in (2) eintragen.

Dieses Verfahren ist sofort auf den Fall komplexer Veränderlichen

anwendbar. Die x4.bel8che Untersuchung über die binomische Reihe

läßt sich auch zu diesem Zwecke verwenden. Man vergleiche ferner

unter d).

c) Die Definitionen von Kap. 6, §§ 12— 15. Diese sind durchaus

elementaren Charakters. Sie beruhen auf den bekannten Eigenschaften

der reellen elementaren Funktionen und entraten jedes dojipelteu

Grenzüberganges.

d) Definitimi der Exponerdialfunldimi auf (irmid (/i't Jiiffi rrnfinl-

gleichung:

Setzt man in (2i:

x=iix, /(.,; =/(^) = fl..O,

so wird (2) auf die Normalform

*j Diese Bedingung kann weiter gefaßt werden. Nach dem von Wilson
erhaltenen Resultat i§ 4, Ende) genügt es nämlich zu verlangen, daß es einen

Wert von x geben solle, in dessen Umgebung f{x) bloß endlich bleibt.

O sgood, Funktionenttieorii'. II. S4
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f(-r')==f(.r')

gebracht. Es liegt jetzt nahe zu fragen, ob diese Differentialgleichung

nicht auch für komplexe Werte des Arguments eine Lösung zuläßt.

Diese Frage hat Demartres*) mit elementaren Hilfsmitteln erledigt.

Er setzt ^ ...
w = B (cos O + i sin 0),

wodurch (3) die Gestalt annimmt:

r.— + iE ^ j
(cos + i sin 0) = R (cos ^ + i sin O).

Hieraus folgt:

cx ' ex

Andererseits findet man aus den Cauchy-Riemannschen Differential-

gleichungen :

bw 1 cw
dx i dy^

daß

ist. So kommt:

also:

dx cy ' dy ex

dB p cM ^
ex ' cy '

'^^
R, R^Jc(f = e^,

dx

sofern ic für reelle Werte von ^ mit e' übereinstimmen soll. Ferner

schließt man:

ä^ = ^' ä^=l' ^ = ^-

Hiermit ist w eindeutig bestimmt:

tv = e^ (cos y + i sin p),

und da bleibt denn nur noch übrig, ebenso wie in Kap. 6, § 13 nach-

zuweisen, daß diese Funktion in der Tat eine naturgemäße Erweite-

rung der reellen Funktion e^ für komplexe Werte des Arguments

liefert, indem sie der weiteren Funktionaleigenschaften dieser Funktion

teilhaftig wird.

e) Unmotivierte Definitionen vermöge iviUkiirlidter unendlicher Pro-

zesse. Hierzu zählen wir vor allem die Definitionen von e-^, sin x,

*) Demartres, Coiirs d'analyse, Bd. 2, S. 11 Sein Ausgangspunkt war
indessen nicht die Differentialgleichung (3), sondern das Additionstheorem (1),

für komplexe Werte geschrieben, woraus er erst jene Differentialgleichung ab-

leitet.
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I OS .r vermittels der entsprechenden Potenzreihen. Sodann erwähnen

wir die Definitionen:

,4, „'™('+«)=^'

I

.">

)

lim n ('j/if — 1 ) = log X.

Der Grenzübergang (4) ist ja bereits einmal für den Fall eines kom-

plexen Arguments besprochen worden, Kap. 8, § S. Dieser Formel

setzten wir damals auch entsprechende Ausdrücke für sin z und cos z

un die Seite.

Kehren wir noch zur Definition der Exponentialfunktion vermöge

der Potenzreihe zurück und setzen

8(^) = l+^+ j' + 3j + .-.,

so erhalten wir zunächst eine ganze transzendente Funktion von z.

Diese genügt der Differentialgleichung

und läßt fernerhin das Additionstheorem (1) zu:

8 (*i + z^) = 8 (z^) 8 {z^),

wie man nach dem zum Beweise des 2. Satzes von § 5 angewendeten

Verfahren sofort erkennt; denn es ist

8('')(^) = 8(4 « = 1,2,3,....

Im übrigen ist

ts (z) = e'^ (cos y + i sin y),

wobei wir die reellen Funktionen e', sin x, cos x als bekannt voraus-

setzen. Zur Rechtfertigung der Definition

8(^) = e--

ist jetzt nur noch ein kurzer Schritt.

f) Definition vermöge Integration durch liomplexes Gebiet End-

lich erwähnen wir noch die Definitionen:

räz
. i' dz . r dz

log
-^ = / T '

^'""^ *^" '^j 1 + P '

^""'^ '''' ""

^^ / yi^T«

'

1

Darnach werden wir die Exponential- und trigonometrisehen Funktionen

als die Umkehrungen dieser Funktionen anzusehen haben.

Bei der Integration reeller rationaler Funktionen im reellen Ge-

biete stellt sich neben dem Logarithmus noch die Funktion
34*
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X

ein, und zwar kommt mau bereits mit diesen beiden Funktionen aus.

Darum liegt es nahe, die Theorie letzterer Funktion auf reeller Grund-

lage vollständig zu entwickeln, was auch nach den vorausgehenden

Methoden leicht durchzuführen ist.

§ 9. Über einige Reihen- und Produktentwicklungen. Ein Satz

betreffend gleichmäßige Konvergenz.

In Kap. 11 haben wir Reihen- und Produktentwicklungen für

die trigonometrischen Funktionen aufgestellt, indem wir von den

Eigenschaften der periodischen Funktionen im komplexen Gebiete

ausgingen. Wir wollen in diesem Paragraphen eine Methode kennen

lernen, welche sowohl auf komplexes als auch auf reelles Gebiet an-

wendbar ist. Beginnen wir mit der Funktion cot x.

Reihenentwicklung für cot x. Indem wir an den Moivre-

schen Satz, S. 174, (3) anknüpfen, finden wir:

, q (tan cp i

cot m (f
= -L^. - •

^ Cr(tanqp)

Dabei möge m eine ungerade Zahl sein: m = 2(li + 1. Dann wird

die rechte Seite ein echter Bruch, wie man vermöge des Grenzüber-

gangs lim (p = TC i2 sofort erkennt, da die linke Seite dabei gegen

abnimmt, ioncp aber unendlich wird. Wir wollen diesen Bruch in

Partialbrüche zerlegen. Der Grad des Nenners ist jedenfalls nicht

höher als m. Andererseits können wir ni getrennte Werte von

— Tiß < 9 < 7c!2 angeben, wofür cot mtp unendlich wird:

cp = 0, ± — , ± — , •••±

Demnach ist

G (tan (p) = C tan (p (tan (p — tau—- 1 (tan
(f + tan -

Hiermit erhalten wir als Partialbruchzerlegung:

cot m OD = ^ ~
-,—

^^ 4-
.

kn
;,__,, tan qp — tan —

Zur Bestimmung von A,. multiplizieren wir beiderseits mit sin m(p

und lassen
(f

dann den Grenzübergang lim cp = };%/m ausführen. Da-

bei konvergieren alle Terme rechter Hand bis auf den mit A,^ gegen

1



sec' m

t-- „ 1» tan in tan—

§ 9. Über einige Reihen- und Produktentwicklunf^en. öll)

»•. welch letzterer die unbestimmte Form 0/0 annimmt. Sein Gn-nz-

wert wird durch das gewöhnliche Verfahren der Differentialrechnung

cniiittelt. So finden wir:

, -li-'« cos kn . 1 „ kn
cos KTt = -~

i , At == sec- — •

, K7t ' * in m
sec* —

Indem wir noch niq} = x setzen, erhalten wir als Resultat:

(1) C0t;r = ^
oder auch:

^kx ^ X
fi 2 sec- — m tan —

(2) cot X =—i— + y ^^

—

V-
«r*

•'
wt tan — f^ m' tan in- tan -—

m in in

Bei diesen Formeln angelangt wäre Euler schon am Ziele ge-

wesen. Denn beim Grenzübergange m = oo nähert sich ja der all-

gemeine Term dem Grenzwerte 1 (x' — hn) bezw. 2x/{x^— Jc^tc'^), wo-

mit sich denn aus (2) die Reihe von Grenzwerten

_L 4_ '^ 2a;
.

X ^Lj X- — k-n-
k = \

ergibt. Wir wissen aber, daß es keineswegs selbstverständlich ist, daß

die Reihe der Grenzwerte und der Grenzwert der Reihe überein-

stimmen sollen. Um diese Frage zu erledigen, woUen wir nun ein

allgemeines Theorem beweisen, welches den eigentlichen Kern bei

derartigen doppelten Grenzübergängen enthält. Wir fassen den Satz

zugleich etwas weiter, als es zum gegenwärtigen Zwecke gerade

nötig ist.*)

Theorem. Sei s^{m) eine Funktion der leiden imahhnngirien

naUirlichen Zahlen n, m, ivelclie folgenden Bedingungen genügt:

a) 5„(>«) streit einem Grenza-erte zu, trenn n = oj iiird:

Mm s,Xm)=f{rn);

b) s^^{m) strebt einem Grenzu-erte zu, nenn m = oo uird:

lims„("0 = '^«'

tri = X

*) Zum leichteren Verständnis des Inhalts dieses Satzes wird dem l..'>er

empfohlen, sich zuerst in die zweite Formulierung desselben als Kciheusatz

hineinzudenken.
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c) s„{m) konvergiert gleichmäßig, wenn m = oo wird:

1
^«("0 — ^«'O'O I < ^? ** > "^j '''> ^

tco V nicht von m ohhängt.*) Dann schließen irir:

1. f(>n) strebt einem Grenziverte zu, wenn m — oo ^vird:

lim f(m) = A;
in = oc

2. /S,j strebt einem Grenziverte zu, wenn n = oo ivird:

lim S„ = B;

3. beide Grenzwerte sind gleich:

A = B.

Beweis. Aus
c)

I

s„(m) — s„.{in)
|
< £, n>v, n > v,

folgt zuvörderst vermöge des Grenzübergangs m = oo:

\^n-^n'\^^^ n>v,n>v,
womit 2. bewiesen ist:

lim S„ = B.

Läßt man ferner in c) w'= oo werden, so kommt:

c)
I

s„(m) — f{m)
I

^ £, n > V,

und darum auch:

Nun besagt aber Bedingung b), daß

I ^nW — sj.^^0 < *> in>x, m' > ;t,

ist, wobei x sowohl von f als auch von n abhängt. Indem wir hier

n etwa gleich v -\- \ setzen, finden wir aus den drei letzten Relationen:

,

f{m) — f(m')
1
< 3 £, »w > X, m' > jc.

Damit ist 1. bewiesen:

lim f(m) = A.
in = a

Endlich schließen wir aus c') vermittels des Grenzübergangs

m = oo:

S,, — A\^s, n>v,
worin nun 3. enthalten ist:

A = B.

*) Diese Relation braucht indessen nicht für alle Werte von m zu be-

stehen. Wesentlich ist nur, daß jedem vorgegebenen positiven s zwei feste

Zahlen v, u entsprechen, derart, daß besagte Beziehung gilt, sobald nur n > v,

n ^ V und m > fi sind.
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Hiermit ist der Satz bewiesen. Wir haben ihn /war nur für

Jen Füll ausgesprochen, daß die Argumente n, m natürliche Zahlen

sind. Er gilt aber offenbar allgemein unter geeigneter Abänderung
der Formulierung für eine Funktion s(x, y) von /.wei beliebigen reellen

oder komplexen Argumenten x, y, welche je eine endliche oder nn-

eudliche Häufungsstelle lim x =- x, lim y -= y besitzen.

Wir wollen noch diejenige Formulierung des vorstehenden Satzes

hinzufügen, welche sich auf die unendlichen Reihen bezieht.*;

Der entsprechende Reihensatz. Sei

f{mj = Wi(w) + «2(m) H

eine miendliche Reihe, deren Glieder Funktionen der natürUchen Zahl »i

sind und die folgendermaßen beschaffen ist: erstens konveryiert jedes

Glied der Reihe beim Grenziiberyange lim m = oo gegen einen Grenz-

ivert; ziveitens konvergiert die Reihe gleichmäßig. Dann strebt die

durch die R^he definierte Funktion f{m) einem Grenziverte zu, wenn

m = oc wird. Ferner konvergiert die Reihe der Grenzwerte der ein-

zelnen Glieder, und endlich stimmen diese beiden Grenzwerte iiberein:

lim /"(w) = lim «i(»?) + lim W2(''0 + * " • •

7/1 = » 111 = -j: lu= -ji

Diese Formulierung hat namentlich den Vorzug, daß wir bereits

im Besitze eines brauchbaren Kriteriums zur Feststellung der gleich-

mäßigen Konvergenz in einem gegebenen Falle sind, da sich das

Weierstraßsche Kriterium von Kap. 3, § 4 hier ohne weiteres an-

wenden läßt.

Kehren wir nunmehr zur Ergänzung der vorhin bezeichneten

Lücke zurück! Nach dem soeben bewiesenen Theorem handelt es

sich bloß noch um die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (2). Wir

suchen deshalb ein Mf. zu bestimmen, welches den Bedingungen des

Weierstraßschen Kriteriums Genüge leistet. Zu dem Behufe formen

wir das allgemeine Glied der Summe (2), wie folgt, um:

X— 2 m tan—m
I tu sm —

I
— cos-—

(
m tan - 1

V m/ in \ m/

Sei x^kx eine willkürhche Zahl, und sei Ä>\x\. Nach Annahme

eines positiven s bleibt dann

I mtan— < Ä, m > u.

^j Der Leser wolle beachten, daß es sich hier doch bloß um eine andere

Form des Theorems handelt; inhaltlich sind ja beide Sätze gleichbedeutend.
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Andererseits überzeugt man sich leicht, daß

ist.*) Daher dürfen wir

sin a; 2 n ^ ^ ''

-(4)- ^-

setzen, und hiermit ist der Beweis fertig.

An die vorstehende Entwicklung für cotic schließt sich noch die

andere Form derselben, vgl. Kap. 11, § 1:

TT cot :ra: = + ^, ( 1 ) = "V -,-^^,,
X ^mJ \x— n n ) X -^ I »r — x^ '

n = 1

sowie auch die durch Integration daraus zu erhaltende Produkt-

entwicklung für sin x:

n — \

Andererseits läßt sich aber letztere Produktentwicklung direkt auf-

stellen, woraus dann umgekehrt jene Reihenentwicklungen abgeleitet

werden können. Zu dieser Betrachtung wollen wir uns jetzt hin-

wenden.

Pro duktentWicklung für sin x. Wir gehen wieder vom
Moivreschen Satze aus, wonach

sin nitp '^ G (sin cp), m = 2^ -^^ 1

,

ist, und zerlegen das Polynom rechter Hand, ähnlich wie vorhin, in

lineare Faktoren:

G (sin
(fj)
= C YJ (siu 9> - sin ^) •

Zur Bestimmung des Faktors C dividieren wir beiderseits durch
(f>

und lassen dann (p gegen abnehmen. So kommt:

m ^n'i-^^'^)'

wobei der am Produktzeichen angebrachte Strich, wie üblich, anzeigt,

daß der Wert A; = übergangen werden soll. Indem wir noch mcp = x

setzen, erhalten wir die endgültige Formel:

*) Es genügt ja, daß sin a 'a bloß eine positive untere Grenze K im ge-

nannten Intervalle hat, was noch leichter festzustellen ist.
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sin-

sin* —
Hiermit wäre Ealer wieder am Ziele gewesen, denn der all-

gemeine Faktor nähert sich oöeubar 1/(1 — x/k7r) resp. 1/(1 —cr^jlrn}).

Indessen bleibt noch der Beweis, daß das Produkt der Grenzwerte

der Faktoren konvergiert, und zwar gegen denselben Grenzwert wie

das Produkt der von m abhängigen Faktoren. Beides wird in ganz

ähnlicher Weise wie im Falle der Reihenentwicklung für cot x ver-

möge des vorstehenden Theorems bewiesen. Die Durchführung der

Einzelheiten wird dem Leser überlassen.

Definition der Exponentialfunktion vermöge des Grenz-

wertes

im (1 + ^)'

Auf Grund des obigen Konvergenztheorems beweisen wir zuerst, daß

ist, woraus sich dann die Ableitung der Grenzfunktion sofort be-

rechnet. Setzt man ferner

(i+0"(i+fr=[i+(-±-^+f.)r
Und wendet man jenes Theorem auf die rechte Seite dieser Gleichung,

nachdem sie erst nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt ist, von

neuem an, so ergibt sich, daß die Grenzfunktion das Additionstheorem

f{x + y)=f(x)f{y)

zuläßt. Hiermit ist die Grundlage für die Theorie der Exponential-

funktion und des Logarithmus wieder auf eine andere Weise geschahen,

vergl. § 8, e).

Aufgabe. Indem man vom Moivreschen Satze ausgeht und

m
(f
= X setzt

:

cos"'~^ — sin^ — + • • •

,



Dreizehntes Kapitel.

Das logarithmische Potential.

§ 1. Physikalische Grundlagen.

Durch verschiedene Probleme der mathematischen Physik war

man schon früh auf harmonische Funktionen geführt worden, d. h. auf

Funktionen, die der Laplaceschen Difierentialgleichung:
j

. d^u . d^u , d^u f.

Genüge leisten. Diese Probleme wollen wir vorerst der Reihe nach

besprechen.
i

a) Stationäre Wärmeströmungen.

Wir denken uns eine metallne Platte, deren Hauptbegrenzungs-

flächen aus zwei parallelen Ebenen bestehen. Die Ausdehnung dieser

Flächen soll groß im Yerffleich zur Dicke der Platte sein.

Wir wollen die eine Seite auf die Temperatur 100° bringen,

indem wir Dampf dagegen strömen lassen, während die

andere Seite mittels schmelzenden Schnees auf 0*^ erhalten

wird. Dann findet zunächst ein unregelmäßiger Wärmeaus-

tausch statt, welcher alsbald einen bestimmten Grenzzustand

immer noch mehr anstrebt. Faßt man einen im mittleren

Teü der Platte gelegenen Bereich ins Auge, so werden die

Strömungslinien dort beim Grenzzustande annähernd gerade,

— im Falle sich die Platte nach allen Richtungen hin ins

Unendliche erstreckt, so werden diese Linien ja wirklich ge-

rade sein, — während die Temperatur u in einem inneren

Punkte P im direkten Verhältnisse zur Entfernung x dieses

Punktes von der wärmeren Seite abfällt:

mA

IMg. 118.

U = 100 - 100

wo a die Dicke der Platte bedeutet. Wie man sieht, ist u eine har-
,

monische Funktion. '
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Die Wärmemenge, welche einen ebenen innerhalb dur Platte ge-

legenen Bereich 6 vom Flächeiiiiihiilt A in «br Zeiteinheit passiert,

werde mit Q bezeichnet. Unter einer isotropen l'latte von konstiinter

innerer Wärmeleitungstahigkeit K versteht man eijie, wofür ^ nnr

von Ä, a, K und von der Richtung einer Normale von a, sonst

aber nicht von der (rrfiße und Lage von abhängt, und zwar so, dali

.. KA C08Ö
^ a

wird, wo den Winkel zwischen der Strömungsrichtung und der

Normale bedeutet. Wir werden uns übrigens auf solche isotropen

Substanzen beschränken. Für den einen Sinn der Normale wird Q
eine positive, für den entgegengesetzten Sinn eine negative Größe

sein. Dem entspricht die Auffassung, daß die Wärmemenge Q
als positiv oder negativ angesehen werden soll, je nachdem die

Wärme nach derjenigen Seite hin strömt, oder nicht, nach welcher

. du .

die Normale zeigt. Bezeichnet man mit . die nach der Richtungr

der Normale gebildete partielle Ableitung von u , so ist = —
,

und wir haben:

n — _ 7r_
dnQ = -k'^.^-

Das allgemeine Problem der stationären Wärmeströmung ist nun

folgendes. Man denke sich irgend einen Wärme leitenden Körper,

dessen Oberfläche Wärme zugeführt bezw. abgezogen wird und zwar

so, daß die Temperatur in jedem einzelneu Punkte der Oberfläche in Be-

zug auf die Zeit konstaut bleibt. Die Verteilung der Temperatur auf

der Oberfläche soll im allgemeinen eine stetige sein, in vereinzelten

Punkten und längs gewisser Kurven darf jedoch eine Unstetigkeit

eintreten. Die Temperaturwerte am Rande seien mit U bezeichnet.

Eine Wärmeströmung tritt nun ein. Beim weiteren Verlauf derselben

wird ein stationärer Strömimgszustand angestrebt, welcher, wie f<-»lgt,

charakterisiert ist: würde man alle Punkte des Körpers gleichzeitig

auf die angestrebte Temperatur bringen, so würden sie diese Tempe-

ratur auch weiterhin beibehalten, und die Strömungslinien würden

sich nicht mit der Zeit ändern. Bezeichnet man noch mit u den

Wert der Temperatur beim stationären Strömungszustande, so ist n

eine im ganzen Körper stetige Funktion, welche sich den Hand-

werten U stetig anschließt und übrigens im Innern des Körpers har-

monisch ist:
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Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf folgende

Physikalische Hypothese. Ist U eine beliebige, im Bereiche

einer stationären Strömung gelegene herandete oder gescJdossene Fläche,

und bezeichnet man die partielle Ableitung der Temperatur u nach der

Normale mit cu/hi, so wird die Wärmemenge Q, welche 2J in der

Zeiteinheit passiert, durch das über die ganze Fläche hin erstreclde

Doppelintegral

'^— ^IIl~dS
c n

dargestellt.

Ist E insbesondere eine geschlossene, keine Begrenzungsfläche

oder sonstige Randpunkte des Körpers umfassende Fläche, so ver-

schwindet Q, und man erhält mithin die Relation:

//on

Aus dem Green sehen Satze:

wobei sich n auf die innere Normale bezieht, ergibt sich dann zu-

nächst der Beweis für die Notwendigkeit der Bedingung. Würde
nämlich die stetige Funktion Au in einem inneren Punkte von S
etwa einen positiven Wert annehmen, so könnte man diesen Punkt

mit einer kleinen geschlossenen Fläche umgeben, in deren Innerm Am
durchweg positiv bleibt, und das dreifache Integral würde dann für

das Innere dieser Fläche nicht verschwinden.

Um zweitens zu beweisen, daß die Bedingung hinreicht, erweitern

wir vor allem die obige physikalische Hypothese, indem wir sagen:

Bei einer beliebigen Wärmestrumung wird die Geschwindigkeit, mit

welcher die Wärme eine gegebene Fläche U passiert, durch die Formel

gegeben:

fj-^--^.UZ''^'

wobei Q jetzt die Wärmemenge bedeutet, welche in der veränderlichen

Zeit t durch U hindurchfließt.

Hierzu tritt noch ein zweites physikalisches Gesetz. Wird eine Sub-

stanz der hier zu betrachtenden Beschaffenheit mit dem Rauminhalte V
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von der Temperatur x auf die 'reni[)eratur ii' gebracht, so wird die

dazu verbrauchte Wärmemenge Q durch die Formel

Q=C(u-i()V

gegeben, wo C eine der besonderen Substanz eigene pliysikalische

Konstante, ihre sogenannte spezifische Wärme bedeutet. Dieses Gesetz

wird dann auf den Fall ausgedehnt, daß die Temperatur n bezw. k'

eine beliebige stetige Funktion des Ortes ist, und lautet dann

folgendermaßen:

A^= C fI
f{u:-n)dV,

r

WO A^ der Zuwachs der Wärmemenge ist. Endlich hänge u auch

von der Zeit f ab, u(x, y, 2, t). Dann ist nach dem Mittelwertsatz

u' — u = Ut{x, y, s, /q + 6At)At, < ö < 1

,

und man erhält somit als physikalisches Gesetz:

r

wo Q (i-esp. Q -\- const.) die zu einer veränderlichen Zeit t in ]' ent-

haltene Wärmemenge bedeutet.

Im Falle einer geschlosseneu Fläche haben diese beiden Größen

'Qjft den gleichen Wert. Mittels des Greenschen Satzes wollen

wir noch die erste derselben umformen. So kommt:

r

Hieraus folgt, daß

SU \ d'l -KAn I
r/r=o

V

ist, wobei V ein beliebiger, ganz im Räume der Wärmeströmung ge-

legener Bereich ist. Demnach muß der Integrand in jedem Punkte

jenes Raumes verschwinden, und daher ist

du K /d^if
1

^'w
I

^''<\

dT~ C' \dx^ "^
dy-

"^
T7»/-

Aus diesem Resultat erhellt sofort, daß die Laplacesche Glei-

chung Alf = eine hinreichende Bedingung für eine stationäre Str«">-

mung ist. Aber auch für die notwendige Bedingung liefert diese

Formel einen direkten Beweis, welcher viel schärfer als der vorhin

gegebene ist.
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Der zweidimensionale Fall. Für die Funktionentheorie kommt nur

der Fall einer zweidimensionalen Bewegung in Betracht. Darunter

versteht man folgendes. Wir denken uns den Körper, in welchem

die Wärmeströmuug stattfinden soll, als einen unendlich langen Zy-

linder, dessen rechtwinkliger Querschnitt aus einer bezw. aus mehreren

geschlossenen Kurven bestehen soll. Auf der Oberfläche soll die

Temperatur in allen Punkten ein und derselben Erzeugenden stets

den nämlichen Wert haben, sonst aber beliebig vorgeschrieben wer-

den, sofern man sie nur im allgemeinen als stetig annimmt. Beim

entsprechenden stationären Strömungszustande wird dann der Wert

der Temperatur in jedem Punkte ein und derselben innerhalb des

Körpers befindlichen, den Erzeugenden parallelen Geraden auch stets

konstant bleiben. Wählt man als .2" -Achse eine den Erzeugenden

parallele Gerade, so verschwindet damit cu/cz, und die Laplacesche

Diö^'erentialgleichung nimmt also die Form an:

ox- ' dy-

Eine dieser Diö"erentialgleichung genügende Funktion nennt man ein

logarithmisches Potential, während eine allgemeine von allen drei

Argumenten x, y, z abhängige harmonische Funktion wohl als ein

Neivtonsches Potential bezeichnet wird.

Anstatt den Körper, in welchem die W^ärmeströmung vor sich

gehen soll, als einen unendlich langen Zylinder zu denken, kann man
sich auch auf eine dünne Platte oder Lamelle beschränken, welche

durch zwei ideale, zu den Erzeugenden senkrechte Ebenen aus dem

Zylinder ausgeschnitten wird. Durch diese beiden Begrenzungs-

flächen der Lamelle wird dann kein Wärmeaustausch stattfinden. Es

würde also au dem stationären Strömungszustande innerhalb der

Platte nichts ausmachen, wenn diese Oberflächen von vornherein mit

einer Masse umgeben würden, welche keine Wärme durchläßt, während

am übrigen Rande die gleichen Bedingungen wie im Falle des un-

endlichen Zylinders herrschen.*) Erstreckt man nun das Flächen-

integral über einen beliebigen geschlossenen Zylinder, dessen Er-

zeugende denjenigen der Platte parallel laufen, so kommt:

du

I ^ ds = 0,

wo C der Schnitt der {x, y )-Ebene mit dem betreffenden Zylinder ist.

Der mathematische Beleg für diese Behauptung wird später erbracht.
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Die Gleichung
II = const.

definiert eine Schar sogenannter l!^ofhrnnlscl>(r oder SivfuniHrvcu.

Die zu denselben rechtwinklige Schar gibt die Strömnugslinioi ab und

wird, wie folgt, erhalten. Wir wollen vorläufig annehmen, daß der

Bereich S, in welchem das logarithmische Potential betrachtet wird,

einfach zusammenhängt. Seien (a, h) und {cc, y) zwei Punkte des-

selben, welche wir durch eine Kurve L miteinander verbinden. Dann

wird die Wärmemenge v, welche L in der Zeiteinheit passiert, durch

das Integral

/du ,

erstreckt über die Kurve L, gegeben. Dabei ist diejenige Normale

gemeint, welche so gegen die positive Tangente, wie die positive //-

gegen die positive rr-Achse orientiert

ist. Und nun erkennen wir, daß

diese Wärmemenge v allein von den

Endpunkten (a, h) und [x, ij), nicht

aber von der dieselben verbindenden

Kurve L abhängt. In der Tat sei L'

eine zweite solche Kurve, und sei v

die entsprechendeWärmemenge. Dann

beweist man, daß v = v' ist, indem

man dieselbe Überlegung wie in

Kap. 4, § 2 beim Beweise des 1. Satzes anstellt.

Das vorstehende Integi-al wollen wir noch einer leichten Um-

formung unterwerfen. Bezeichnet man mit v, t den Winkel zwischen

der gemeinten Normale resp. der positiven Tangente und der posi-

tiven a:- Achse, so ist v = x -\- 7i/2, und wir haben:

^ cos V + r.- sm V = — V— sm t + .
^
cos t

ßx ry ex cy

du dx du dy
_^ JyJs^Jxds'

Fig. Uli.

C u

dn

Demnach wird

du j ,
fu j

dy ^' '

Nun fällt aher dieses Integral unter den Tvpu.s / Pr/j' -f <?'///,

Kap. 4, § 2, und da sein Wert nicht vom Integrationswege abhängt,

so muß, dem 3. Satze jenes Paragraphen gemäß,
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d^u d^u

dy^ dx-

seiu. Hiermit haben wir also eine Bestätigung resp. einen neuen

Beweis der Tatsache, daß die Funktion u harmonisch ist.

Des weiteren folgt aus demselben Satze, daß

dv du dv du
8x dy^ dy dx

ist. Das sind aber nichts anderes als die Cauchy-Riemannschen
Diö'erentialgleichungen, womit denn auch Anschluß mit der Funk-

tionentheorie erreicht wird. Hierin liegt zugleich der Beweis, daß

die beiden Kurvenscharen:

u = const., V = const.,

rechtwinklig zueinander sind, denn man hat offenbar

du d V

dx dy
du dv

dy dx

Die solchergestalt erhaltene Funktion v heißt zu ii lonjugiert.

Gleich einer Konstanten gesetzt, liefert v die Strömungslinien der

Wärmebewegung. Wie man sieht, genügt auch v der Laplace sehen

Differentialgleichung Ai' = 0, und ferner: ist v konjugiert zu w, so

ist — u wieder konjugiert zu v. Hieraus geht hervor, daß jede Lö-

sung eines Wärmeströmungsproblems die Lösung eines zweiten solchen

Problems mit sich führt, welche durch Yertauschung der isothermi-

schen und der Strömungslmien erhalten wird.

b) Stationäre Elektrizitätsströmungeu.

Das Problem der Strömung von Elektrizität in einem Leiter ist

mit den soeben besprochenen Problemen der Wärmeleitung vom

mathematischen Standpunkte aus betrachtet im wesentlichen identisch.

Man braucht nur im vorhergehenden die Wörter Wärme und Tem-

peratur durch EleMrisität bezw. Potential zu ersetzen.

c) Strömung einer inkompressibelen Flüssigkeit.

Hier wollen wir uns von vornherein auf den zweidimensionalen

Fall beschränken, wobei also die Flüssigkeit zwischen zwei parallelen

Ebenen strcimen soll und zwar so, a) daß die Bahnkurve jedes ein-

zelnen Punktes der Flüssigkeit in einer den Begrenzungsebenen paral-

lelen Ebene liegt; b) daß je zwei zu irgend einem Zeitpunkte in ein

und derselben, auf den Begrenzungsebenen senkrechten Geraden be-
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tiiuUiolie Punkte immer iiooli iu einer solchen Geraden bleiben. Die

Bewegung aller auf einer solchen Geraden gelegenen Punkte d«^r

Flüssigkeit wird also durch die Bewegung einer einzigen der.sell)cn,

etwa durch diejenige des Schnittpunktes der Geraden mit einer d«r

Begrenzungsebenen, vollständig dargestellt. In dieser Ebene legen

wir daher ein rechtwinkliges Koordinatensystem zu Grunde und be-

zeichnen die Geschwindigkeitskomponenten des Punktes (.r, //) längs

der Koordinatenachsen bezw. mit X, Y. Unter einem stationären

Ströraungszustande versteht man hier einen solchen, bei welchem

X, Y nur von x, y, nicht aber von der Zeit abhängen. Wir

wollen uns auf solche Strömungen beschränken nnd außerdem noch

voraussetzen, daß die Dichte q der Flüssigkeit konstant sei. Es han-

delt sich nämlich um die Bewegung inkompressibeler Flüssigkeiten.

Als zweidimensionale Dichte ö bezeichnen wir dann das Produkt ö^Iiq,

wo Ji den Abstand der beiden Begrenzungsebenen voneinander be-

deutet. Im Bereiche der Strömung denke man sich eine Zylinder-

fläche S, deren Erzeugende auf der Koordinatenebene senkrecht stehen

und diese Ebene in einer Kurve C schneiden. Bei geeigneten Stetig-

keitsvoraussetzungen bezüglich der Funktionen X, Y ergibt sich dann,

daß die Flüssigkeitsmenge Q, welche S in der Zeiteinheit passiert,

durch das luteoral dargestellt wird:

Q = ö fxdii — Ydx.

Ist C insbesondere eine beliebige geschlossene Kurve, die keinen

Randpunkt des Bereiches enthält, in welchem die Flüssigkeit strömt,

so verschwindet offenbar das Integral:

J'xdij- Ydx = 0.

c

Und umgekehrt: sind X, Y zwei Funktionen von x, y, wofür dieses

Integral über jede solche Kurve hin erstreckt verschwindet, so bleibt

die innerhalb der Kurve befindliche Flüssigkeitsmenge konstaut, und

es entspricht mithin diesen Funktionen als Geschwindigkeitskompo-

nenten eine stationäre Strömung. Für das Verschwinden des Integrals

ist aber nach Kap. 4, § 2 notwendig und hinreichend, daß X, Y,

welche als stetige, mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehene

Funktionen von x, y vorausgesetzt werden sollen, der Bedingung ge-

nügen :

(1) f^+^^=0.^ '' ex cy
Osgood, Funktionentheorie. II. •''•^
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Im übrigen werden die Bahukurven der Bewegung durch die

Differentialgleichung gegeben:

dy Y

Da nun das Integral

dx X

J=fxdij - Ydx,
(a,b)

wenigstens in einem einfach zusammenhängenden Bereiche, vom Inte-

grationswege unabhängig ist und überdies eine Funktion definiert,

wofür „ , ^ _^ ^ _ Y _ = Y
dx '??/"'

ist, so werden jene Strümung.slinien auch durch die Kurvenschar

J = coust. geliefert.

Über die Entfernung der beiden Begrenzungsebenen voneinander

haben wir bisher noch keine Voraussetzungen gemacht. Wir wollen

sie uns von jetzt ab als sehr nahe aneinander gelegen, bezw. als eine

unendlich dünne Lamelle oder Membran denken. Dies empfiehlt sich

um so mehr, da wir später Strcimungen auf krummen und Riemann-
schen Flächen in Betracht ziehe i; werden.

Es kann nun vorkommen, daß es eine Funktion u gibt, deren

partielle Ableitungen nach x, y bezw. mit X, Y übereinstimmen:

du ^ du -^

ox ' oy

Das Integral nimmt dann die Form an:

l du -, ou j ,
rdtt 7

J dx -^ dy — J dn '

wo n sich auf die Normale von C bezieht. Eine solche Funktion

muß wegen (1) der Laplac eschen Differentialgleichung

. d^u . d^u ,.Au = -7^-^ + ^^-., =
ex oy-

genügen und heißt somit ein GeschwindigJceitspotential. Die Geschwin-

digkeit, womit ein Punkt seine Bahn zurücklegt, ist

-\/(duY ,
(duy

V \dx) + \dy)
•

Der Angelpunkt dieser ganzen Erörterung über Strömungen in-

kompressibler Flüssigkeiten liegt nun in der Umkehrung dieses Satzes:

Jeder Lösung der Laplace selten Diff'erentialgleicJntxg Au = entspricht

eine stationäre Strömung einer inkompressihelen Flüssigkeit von konstanter

Dichte mit Geschwindigkeitspotential.
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Hieran knüpfou wir nocli eine wichtige Bemerkung; Auf (anml
der ((i/ali/tisrlirn Formeln läßt sich hei einer .stationären Wärme- oder

Eleldrizitätströmiiny die Wärme heziv. Eleldrizitüt als eine in/:ompres-

sihele Flüssiißeit von lonstanfer Dichte auffassen, tvelehe so strömt,

a) daß der Beivegimgsziistand stationär bleibt; h) daß überdies ein Ge-

sch tr indif/Jceitspotential vorhanden ist.

d) Gravitation iincl statische Elektrizität,

nebst Magnetismus.

Nach dem allgemeinen Newton sehen Gravitationsgesetze ziehen

sich zwei Masseupnnkte gegenseitig mit einer Kraft an, welche

proportional der Masse eines jeden derselben, und umgekehrt pro-

portional dem Quadrate ihrer Entfernung voneinander ist. Im zwei-

dimensionalen Falle wirkt die Kraft dagegen umgekehrt proportional

der Entfernung. Einem beliebigen Massensysteme entspricht eine

Funktion u, das sogenannte Potential der Massen, deren partielle

Ableitung nach einer willkürlichen Richtuno^ in einem außerhalb der

Masse des Systems gelegenen Punkte P den Komponenten der Kraft

nach jener Richtung angibt, womit das System einen in P befind-

lichen materiellen Punkt von der Masse 1 (den sogenannten Anf-

punM) anzieht. Beschreibt der Aufpunkt einen beliebigen Weg, der

das System nur nicht durchsetzt, und langt so im Punkte P' an, so

wird die gegen die Kräfte des Systems geleistete Arbeit durch die

Differenz Up'— Up gegeben. Das Potential u genügt der Laplaceschen

Gleichung in allen außerhalb der Masse des Systems belegenen Punkten.

Ahnliches gilt auch für das Kräftefeld, welches durch eine be-

liebige Verteilung positiver und negativer statischer Elektrizität er-

zeugt wird, sowie für magnetische Kräftefelder.

Aufgabe. Durch Einführung von Polarkoordinaten bringo man

das Integral

— / ^ ds

auf die Form / 'i|^f/r+ £.d6 und erhalte so die Laplacesche Gleichung:

d f du\ ,
1 d^u

§ 2. Beispiele von Strömungen. '

Da der reelle Teil einer analytischen Funktion der Laplaceschen

Gleichung genügt, so liefert eine solche Funktion die Lösung eines

*) Man vergl. Klein, Über Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen

35*
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Man gelangt so zum Bogritlc ciiur J'iiii/,((juii(c^ aus wrlclior «lic Wiinne

hervoi'strömt. Die Erglehiglcit derselben soll durch das Intt-gral

— ^- / ^— (?s also hier durch . I
"' rdO -^ a

Stf. 7 (Ui •Inj r
c ö

definiert werden und kann sowohl positiv als negativ ausfallen.

Tjäßt man andererseits den äußeren Kreis unendlich werden, so

entsteht eine Strömung ins Unendliche, welche auf" der Kugel bequem

zu übersehen ist. Da nämlich die stereographische Projektion eine

konforme Abbildung ist und da ferner eine harmonische Funktion

gegenüber einer solchen Ti-ansformation invariant bleibt*), so geiit u

in eine b'unktion auf der Kugel über, welche derjenigen elektrischen

Strömung entspricht, die entsteht, wenn die beiden Pole eines galva-

nischen Elements resp. an zwei einander gegenüberliegenden Punkten

einer leitenden Kugeltiäche aufgesetzt werden. Dabei strömt die

Elektrizität längs der Längenkreise, während das Potential längs der

Breitenkreise konstant bleibt.

Fig. 1-22 a. Fig. 122 b.

Mittels des imaginären Teils der Funktion:

t; = — ad + c

,

erhält man noch die Lösung eines zweiten in Fig. 122 b angedeuteten

Problems. Um diese Strcimung auf elektri.schera Wege zu realisieren,

kann man den Strömungsbereich aus einer dünnen metallnen Platte,

etwa aus Staniol schneiden und die Ränder AB und CD derselben

mit zwei dicken Stücken Kupfer in Verbindung setzen, an welch

*) Der Satz wird für ebene konforme Abbildungen im folgenden Para-

graphen bewiesen: er gilt aber auch für krumme Flächen, wfnii <io konform

aufeinander bezogen werden.
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letzteren man dann die beiden Pole eines galvanischen Elements auf-

setzt. Auch hier kann man den Bereich der entsprechenden Strö-

mung auf der Kugel unbegrenzt erweitern, indem man die schlichte

Kugel durch eine unendlich vielblättrige Riemanusche Kugel mit

Windungspuukten in den beiden Polen ersetzt. Da es sich nämlich

hier weniger um die mathematische Physik als um die physikalische

Mathematik handelt, so bietet die Vorstellung einer Strömung in einer

mehrfach überdeckten Fläche keine Schwierigkeit. Man kann die

Strömung aber auch auf der schlichten Kugel bezw. in einer schlichten

Ebene vor sich gehen lassen. Dann tcirheU die Wärme bezw. Elek-

trizität um den Punkt ^ = 0. — Durch Fig. 122a wird die konju-

gierte Strömung veranschaulicht, welche entsteht, indem die Kupfer-

stücke längs der Ränder AI) und BC angebracht werden.

Beispiel 3.

«• = y + (6 + Ci),

x--\-y-

V = — ay
X^- + y^

+ C =

a cos

r

a sin B + C.

Fig. 123.

Hiermit ist das Problem der Wärmeströmung in

einer viereckigen Lamelle gelöst, deren gegenüber-

liegende Seiten Bogen von einander berührenden

Kreisen sind und deren Ecken übrigens rechte Winkel

aufweisen. Das eine Seitenpaar wird auf die Tem-

n, gebracht, während das andere adiabatisch be-pei'atur Hq und

grenzt wird.

Insbesondere kann man ähnlich wie vorhin einen Grenzübergang

vornehmen, wodurch der Bereich der Strömung den ganzen zwischen

zwei einander berührenden Kreisen gelegenen Raum ausfüllt. Dieser

Raum wird adiabatisch begrenzt, während aus der einen Spitze Wärme
hervorströmt, um in der anderen wieder absorbiert zu werden.*) Lassen

wir jetzt den Strömungsbereich sich noch weiter ausdehnen und

eventuell die ganze Ebene umfassen.

Entstehung eines Poles durch Zusammenrücken ziveier PunJttquellen.

Die soeben betrachtete Strömung läßt sich auch durch Grenzübergang

aus zwei Strömungen mit einfachen Punktquellen ( d. h. mit logarith-

*) Die Strömung wird auf elektrischem Wege realisiert, indem man den
Strömungsbereich aus Staniol schneidet und die beiden Pole eines galvanischen

Elements bezw. an den vorher ein wenig auseinander gerückten Spitzen aufsetzt.
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mischen Unstetigkeiteu erster Art) erzeugen, welche entgegengesetzt

gleiche Ergiebigkeit haben. Betrachten wir nilinlicli die durcli den

reellen Teil*j der Funktion

(c = — a loff

also durch

u = — a loij r =\z — z.il> r == z~ z^

dargestellte Strömung. Die Figur der Niveaukurven und Strömiuigs-

linien ist eine bekannte**;, vergi. Fig. 64, 125. Lassen wir jetzt die

Punkte Zq, z^ zusammenrücken. Ist P ein beliebiger fester, von der

Grenzlage von Zq, z. getrennter Punkt der Ebene, so ist lim r/r = 1,

*) Strömungen des zweiten Typus kann man auch zu diesem Zweck ver-

wenden, vergl. Klein a. a. 0. S. 11, Fig. 7.

**) Die Sache hängt folgendermaßen zusammen. Mittels der Transformation

Z-- = (z— z^)/{z— 2;^,) wird die Z-Ebene bezw. -Kugel ein-eindeutig und konform auf

die Ä- Ebene bezw. -Kugel bezogen und zwar so, daß die Punkte Z=0 und oc in

z = £•„ bezw. 2, übergehen. Dabei wird die dem 2. Beispiele entsprechende iso-

thermische Schar konzentrischer Kreise
|
Z = const., in die eine Kreisschar iler

Figur 64 übergeführt. Und nun erhält man das vorgelegte logarithmische

Potential u = — a log r 'r\ indem man den Kreisen dieser Schar denselben Wert

von u erteilt, wie ihn die entsprechenden Kreise jener Schar aufweisen.
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SO daß also, falls a konstant bleibt, lim n = wird. Um diesem

Übelstande abzuhelfen, lassen wir a zugleich ins Unendliche wachsen,

d. h. wir lassen die Ergiebigkeit der Quelle immer stärker und stärker

werden. Die Notwendigkeit dieser Maßregel leuchtet schon physika-

lisch ein, denn es liegt ja auf der Hand, daß die meiste Wärme
direkt aus der positiven in die negative Quelle hinüberströmen wird.

Zur analytischen Ausführung des Grenzübergangs sei

Zq = const.

Dann wirc

— a log

also

-loc
= A

-, = ^, + he-',

e"''h \

z — zj

a = Alli.

Ae"'
+ i

Ae'

2 {z
M +

lim

Setzt man insbesondere ^q = 0, « = 0, so erhält man (bis auf die

additive Konstante b^ die Funktion des 3. Beispiels. Wie man sieht.

Fi«. 125. Fiff. 126.

unterscheidet sich hiervon der allgemeine Fall nur um eine Ver-

drehung um den Punkt z^. Durch die Größe A, die stets als positiv

vorausgesetzt werden darf, wird die Stärke des Quellpaares oder Poles

Ae"'w =
z— z^

gemessen, während a die Richtung der Achse derselben angibt. Wir

bemerken noch, daß die Funktion u in einer Punktquelle unendlich

wird, dagegen nimmt sie in der Nähe eines Poles jeden Wert an.

Die Fläche u = ii(x,y) ist für die Umgebung eines Poles modelliert

worden, vgl. die Schillingschen Modelle.

Es empfiehlt sich durchweg, auch auf der Kugel die entsprechen-

den Strömungen in Betracht zu ziehen. Insbesondere erscheinen dann

die Strömungen von Beispiel 1 und 3 unter ein und demselben Ge-

sichtspunkte. In der Tat geht die eine Funktion mittels der linearen
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Transformation z == 1 ,?' in die andere über, dieser 'l'ranstoriiiatinn <nt-

sprielit aber andererseits bloß eine Umdrehunjr der Kn^n-I.

EiifsfrliioH/ von Polen liö/icrrr Ordniutf/ ditrch Znsannurnriirhoi

rinfaclier Pole. Wir wollen zunächst zwei Pole von gleicher Stärke,

deren Achsen in die durch die Pole gehende Gerade fallen und außer-

dem entgegengesetzte Richtungen haben, in Betracht ziehen. Denken

wir uns diese Pole vorläufig bezw. im Nord- und Südpole der Kugel

gelegen, während ihre Achsen längs des Längenkreises (p = iJ hin

Fig. 127

zeigen. Alsdann wird die Wärme, wegen der Symmetrie, in der

nördlichen Halbkugel crenau so strömen, wie in der südlichen Halb-

kugel. Dabei wird insbesondere der Äquator eine Strömungslinie

sein. Aber auch längs des Längenkreises cp = 0, :r wird die Wärme

strömen, denn sie wird offenbar in symmetrischer Weise nach der

einen Seite cp = abgegeben und von der anderen Seite (p = :t wieder

aufgenommen. Zum Beweise projiziert man stereographisch auf die

Ebene; so kommt:

(c = a( i- z + cj
,

a> 0,

X- -f ir
+ «-'-

,

X^-j-lf

wobei c eine reelle Konstante bedeutet, über welche wir sogleich noch

verfügen werden. Daraus erkennt man in der Tat, daß die reelle
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Achse ^ = 0, sowie der Einheitskreis x^ -]- y- = 1 zu den Strömungs-

linien gehören.

Hiermit gewinnt man also eine Vorstellung der Strömung auf

der Kugel. In der einen Hälfte der oberen Halbkugel findet nämlich

eine abgeschlossene Strömung statt, welche sich weiter durch Spiege-

lungen an den beiden Begrenzungsebenen in den drei übrigen Kugel-

zweiecken wiederholt. Dabei ziehen zwei

Punkte unsere besondere Aufmerksamkeit auf

sich, nämlich diejenigen, in welchen die vier

Kugelzweiecke zusammenstoßen. In der Nähe

eines derselben strömt die Flüssigkeit, wie in

der beigesetzten Figur angedeutet ist, während

für den anderen die Pfeilspitzen umgekehrt

werden müssen. Das ist aber offenbar nur so

möglich, daß im betreÖenden Punkte selbst

die Geschwindigkeit auf Null herabsinkt, —
die Flüssigkeit staut in diesem Punkte.

Nehmen wir nunmehr eine lineare Transformation der Ebene vor,

wodurch die Punkte z = 0, oo bezw. in /= /^, — h (h > 0) übergehen,

und überdies der Sinn der Achse des Poles z = ungeändert bleibt:

z -\- h'

Der Einfachheit halber setzen wir noch A = 1; so kommt:

2 h 2 h

Pig. 128.

/l
,

,

\ / 2h 2h \

indem wir c = — 2 setzen. Daraus erwächst eine Strömung, welche

unter Weslassung des Striches durch die beiden Funktionen:

11 =

V =

2ah{x— h)

{X

2ahy
» +

2 ah {x -\- h)

2ahy

reguliert wird. Aus ähnlichen Symmetriegründen wie vorhin über-

zeugt mau sich hier, daß sich die Geraden rc =
, y = unter den

Strömungslinien finden müssen, was man auch direkt durch die For-

meln bestätigt. Die Staupunkte fallen jetzt in die Punkte g = 0, 00.

Fahren wir fort, indem wir die beiden Pole zusammenrücken

lassen. Dabei muß ihre Stärke in entsprechender Weise wachsen.

In der Tat ist

ih-a
tv =
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(1 daher genügt es, wenn wir 4lra -= eonst. = A setzen. So wird

Fig. 129.

lllU /V = -j-

/, =
"

Hiermit luiben wir ein Resultat erreicht, welchem wir gk'ich eine

rtwas allgemeinere Fassung geben wollen: Durch das ZusnwmmrücJcen

.tieicr Pole erster Ordtiung von f/Ieicher Stärke,

mit entgegengesetzten Achsen, entsteht hei pussen-

iler Vergrößerung der Stärke ein Pol ztoeiter

Ordnung. Dabei geht ein StaupunJd ein.

In ähnlicher Weise kann man auch das

Zusammenrücken zweier Staupunkte zur Bil-

(hing eines Staupunktes höherer Ordnung ver-

folgen. Sei etwa tv = z'^ — dh'^z, dir dz =
3 (z'-^ — Jr), und man lasse Ji gegen abnehmen.

Figuren zur Verauschaulichung dieses Falles finden sich bei Klein,

a. a. ()., S. 4.

Aufgabe 1. Ein größter Kreis der Kugel sei durch die

Punkte A, B, C in drei gleiche Teile zerlegt. In diesen drei Punkten

bringe mau Pole gleicher Stärke an, deren Achsen alle senkrecht zu

diesem Kreise steheu und übrigens in ein und dieselbe Halbku<<:el

gerichtet sind. Man zeichne die Niveaukurven und Strömungslinien auf.

Aufgabe 2. Man lasse diese drei Pole in symmetrischer Weise

zusammenrücken und erhalte so einen Pol dritter Ordnung.

Fingerzeig: Man projiziere auf die Ebene und nehme die Pole
2 7t;

in den Punkten //, ah, orh, wo co = e '^
ist.

Aufgabe 3. Man verallgemeinere die vorhergehenden Aufgaben

und erhalte so einen Pol «-ter Ordnung durch Zusammenrücken von

u Polen erster Ordnung.*)

Aufgabe 4. Man zeichne die Niveaukurven und die Strömungs-

linien für den Fall eines Poles erster Ordnung, welcher in einem

Verzweigungspunkt 1-ter, 2-ter, . . ., »-ter Ordnung liegt:

1 1 1

Die Aufgabe werde dann auf einen Pol m-ter Ordnung verallgemeinert,

der in einem solchen Verzweiguugspunkte liegt.

*) In physikalisclier Weise verfolgt Klein a. a. 0. aucii das Zusannut'n-

riicken einfacher Staupuukte. Daß allgemein in einem Staupunkte >i-ter (»rd-

nuug, wo also
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Bisher haben wir nur einige typische Beispiele verfolgt und sind

dabei auf eine Reihe von Singularitäten geführt worden:

1 / \ 1 1

ÖV 0/; 2 — ^„' ' {z — z^n '

die, wie wir noch nachträglich bemerken wollen, bis auf einen

Zahlenfaktor durch sukzessive Differentiation nach dem Punkte z^

entstehen. Dem physikalischen Prozesse des Zusammenrückens zweier

Motoren gleicher Ordnung und Stärke und entgegengesetzter Orientie-

rung entspricht darnach analytisch geradezu der Grenzübergang des

Ditferentiierens. Nu.nmehr erhält man durch Vhcrlagermiy von Strö-

mungen, welche verschiedenen Motoren entsprechen, den Hauptteil

AAo^{z - ^o) + ^^ + • • • + -^ÖV o; T ^_^^ -V -r
^^_^j.

der allgemeinsten Singularität, welche eine rationale Funktion von z

oder deren Integral besitzen kann. Dabei setzt sich sowohl der

reelle als auch der imaginäre Teil von Ä^J{z — Zq)'" linear aus

cos m 6 sin m d

zusammen. Mit den bereits besprochenen Motoren kommt man also

mit Rücksicht auf die 4. Aufgabe in der Theorie der alofebraischen

Funktionen und ihrer Integrale schon aus.

Weiteres Beispiel. Zum Schlüsse noch ein interessantes Bei-

spiel! Wir sind nämlich in der Lage, folgendes Problem zu lösen:

Durch die Punkte Ä, B. C, I) werde der Rand einer leitenden Kreis-

scheibe in vier Bogen zerlegt. Die Bogen AB und CD mögen auf

der Temperatur u^, bezw. u^ erhalten werden, während die beiden ande-

ren adiabatisch begrenzt sein sollen. Der diesen Randbedingungen

entsprechende stationäre Strömungszustand werde bestimmt.

Die Auflösung ergibt sich aus der konformen Abbildung eines

Rechtecks auf einen Kreis, Kap. 8, § 15. Bezeichnet man nämlich

mit ^, ... D die vier Punkte des Kreisrandes, in welche die vier Ecken

des Rechtecks übergehen, und erteilt man den Punkten der Kreisscheibe

diejenigen Werte u, welche bei der Lösung des entsprechenden

Problems für das Rechteck (vergl. oben Beispiel 1) den Abbil-

dungen dieser Punkte zufallen, so ist die Sache fertig, soweit wenig-

stens diese besondere Gruppe von vier Punkten in Betracht kommt.

r(.,) = o,..., /•("^(^o)
= o, f^-+'Uz,)^o

ist, w -j- 1 reguläre Kurven sich unter gleichem Winkel schneiden, besagt ein

späterer Satz, vergl. § 5, 4. Satz.
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Es bleibt nur noch /u zeigen übri;^-, iliil.'i nnin (hircb piisHcjnle \V;ilil

des Uec'hterks jetle beliebi<re (j|rn]i|)e von vier l'unkteu auf dem Kreis-

rande erhalten kann. Nun gilt aber der Satz*), daß vier beliebige

Punkte eines Kreisrandes durch lineare Transformationen der Ebene

in vier solche Punkte übergeführt werden können, welche die Ecken

eines dem Kreise einbeschriebenen Rechtecks bilden, oder auch, was

auf dasselbe hinauskommt, wenn man sich den Kreis auf die reelle

Achse projiziert denkt, daß vier beliebige reelle Punkte in die

Punkte + 1, + 1 /' (0</,< 1) geworfen werden kcinnen. Anderer-

seits kann man /. im elliptischen Integral

dz
tv ~J Vor z^) (1 — k^z^

stets so bestimmen, daß das Verhältnis K' K jeden vorgegebenen

positiven Wert annimmt, (vergl. Kap. 8, § 15). Hiernach läßt sich

ein Rechteck von beliebiger Gestalt in der gewünschten Weise auf

den Kreis abbilden.

§ 3. Allgemeine Sätze über das logaritlimische Potential. Erste

Gruppe, direkt auf der Laplaceschen Gleichung fußend.

Wir wollen jetzt zu einem systematischen analytischen Aufbau

der Theorie des logarithmischen Potentials übergehen.

Vor allen Dingen erinnern wii- an die Eigenschaft einer linearen

homogenen Differentialgleichung, daß ein Vielfaches ch einer Lösung it,

sowie die Summe u^ -\- ii^ zweier Lösungen a^ und u^, und hiermit

auch allgemein jede lineare Funktion

der Lr)sungen Hj, . . ., H„ wieder eine Lösung ist.

Indem wir in diesem Kapitel einen Bereich 'S so auffassen, wie

in Kap. 2, § 2 des nähereu auseinandergesetzt wurde, machen wir

noch besonders auf die an jener Stelle gegebene Erklärung des Ver-

lialtens aufmerksam: eine Funltion f(x, y) nimmt in riii< m Ilaiu/-

jntiilte {a, ß) einen liandivert A an. Im übrigen icriiült sich eine

Funktion ii in einem Fimlcte harmonisch, wenn n in der Umgebung

*) Man vergleiche Kap. 10, § 6, S. 420, sowie Burkhardt, Elliptische

Tunltionen^ § 65.
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des genannten Punktes harmonisch ist, d. h. der Laplaceschen Ditfe-

rentialgleichung An = dort genügt, § 1.

1. Satz. Ist u eine in einem Bereiche S eindeutige harnionische

FunJition, so verschtvindet das über den ganzen Rand F eines he-

liebigen in S gelegenen Bereiches 2J hin erstreclde Integral der nach der

inneren Normale genommenen Ableitung von u:

I
TJmgeliehrt: versclnvindct dieses Integral für jeden derartigen Bereich U,

so ist u eine in S harmonische Funktion.

Der Beweis ist bereits in § 1 vermöge des Green scheu Satzes:

IJ{^'^w¥'--ß'^'
erbracht.

Aufgabe. Sei S ein endlicher zweifach zusammenhängender

Bereich und sei C eine in S gelegene einfache regulär geschlossene

Kurve, welche den einen Rand von S in ihrem Innern enthält. Man
zeige, daß dann das obige Integral

dn
c

für alle derartigen Kurven C ein und denselben Wert hat. Man ver-

allgemeinere den Satz für einen beliebigen Bereich S.

2. Satz, Der Mittelwertsatz. Ist ein innerer Punht eines

Bereiches S, in uelchem die Funktion u eindeutig und harmonisch ist, und

beschreibt man einen keinen Bandpimkt von S im Innern oder auf

seinem Bande umfassenden Kreis um 0, so ist der Wert Uq von u in

gleich dem 3Iittehvert von u auf dem Bande des Kreises:

•2no

I
itds 2n

«0 = ^^> = ^' / "<^^^-" 23ro 2TtJ^

Nach dem 1. Satze ist nämlich

wo r = dem Punkte entspricht und q den Radius des Kreises

bedeutet. Nun ist aber cu/cr eine im Bereich
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eindeutige stetige Funktion von r, 0, wie uns dn- l»r|;iii(.ii

cu ou „ du .
f.^- = ö— cos V -i- -TT-, sin ü

or dx dy

sofort zu erblicken ist. Darnach konvergiert das über R erstreckte

Doppelintegral . ^

R

welches man nun durch jedes der beiden zweimaligen Integrale:

' u

auswerten kauu. Hiermit erweisen sich die Werte dieser letzteren

Integrale als einander gleich. Das zweite derselben verschwindet aber

nach dem Vorhergehenden, woraus denn folgt, daß

ist, und hierin liegt der Beweis des Satzes.*)

3. Satz. Satz vom Maximum und Minimum. In leinem

inneren Pmikte eines Bereiches S, in welchem die Fmiktion u eindeutig

und harmonisch ist, liann diese Funläion iJireu größten oder ihren

Jdeinsten Wert erreichen, sofern man den Fall ausnimmt, daß n eine

Konstante ist.

In der Tat sei P ein Punkt, in welchem die Funktion n etwa

ihreü größten Wert erreicht, ohne in der ganzen Umgebung von P
konstant zu sein. Dann kann man einen in dieser Umgebung ge-

legenen Kreis um P so beschreiben, daß u längs einiger Stücke

seines Randes einen kleineren Wert als im Punkte P hat, während

u andererseits nirgends einen größeren Wert annimmt. Infolgedessen

wird der Mittelwert von ii längs des Kreisrandes weniger als Uq be-

tragen, und das führt eben zu einem Widerspruch.*"-^')

*) Dieser Beweis ist von Bocher gegeben worden, vergl. Bulletin Amer.

Math. Soc, 2. Reihe, Bd. 1 (1895), S. 205.

**) Es ist ja GeschiTiacksache, ob man hier vom Mitteluerte reden oder, auf

die letzte Gleichung des vorhergehenden Paragraphen zurückgreifend, von dem
Umstände ausgehen will, daß die stetige Funktion « — u^, längs des Kreis-

randes stellenweise negativ, nirgends aber positiv ist und darum nicht vermag,

2rt

ein verschwindendes Integral f(u — Ug\d6 zu liefern.
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Zusatz. Eine in S eindeutige JiarnioniscJie Funläion u, ivelche

längs des ganzen Bandes von S versclmindet , nimmt auch in jedem

inneren PunJcte von S den Wert an.

Aufgabe. Man zeige, daß eine Funktion u, welche in der

ganzen Ebene eindeutig und harmonisch, und außerdem so beschaffen

wäre, daß

lim 'U = -\- oo bezw. — cx)

ist. nicht existiert.

4. Satz. Das Eindeutigkeitstheorem. Sind n^ und u.^ 2tvei

Fnnldionen, ivelche im Bereiche S eindeutig und harm<niisc]i sind und

überdies am Bande von S dieselben Bandwerte anneJimen, so ist auch

in jedem inneren Punlie von S
M| = u^

.

Denn die Differenz ii^ — u^ vei'schwindet längs des ganzen Randes

von S und darum verschwindet letztere Funktion nach dem vor-

stehenden Zusätze überall in S.*)

Wir erinnern noch an die Definition von § 1 : Ist it eine har-

monische Funktion, und v eine zweite Funktion, welche den Relationen

du dv du d'v

dx drj

'

dy dx

genügt, so heißt v zu u konjugiert. Zwei Funktionen v, v^, welche

beide zu u konjugiert sind, unterscheiden sich voneinander nur durch

eine Konstante, v = v^-\- c. Ist v zu u konjugiert, so ist — u wieder

zu V konjugiert. Endlich ist eine zu u konjugierte Funktion v eben-

falls harmonisch.

5. Satz. Ist u eine in einem einfach zusammenhängenden Bereich

S eindeutige harmonische Fimltion, so gibt es stets eine eindeutige, zu

u konjugierte Funktion v, und ztvar ivird v durch das Integral dar-

gestellt :

(^•, ti) (x, y)

V = — \ -^~ ds -\- C = l — ^~ dx -\- '- du -\- C.
J cn J oy ' dx -^

{a,b) (a,h)

*) Mau beweist ferner, daß zwei harmonische Funktionen identisch sind,

falls ihre Randwerte längs eines Teiles des Randes übereinstimmen, während

ihre nach der inneren Normale genommenen partiellen Ableitungen längs des

übrigen Randes gleiche Randwei'te annehmen. Hierzu bedient man sich einer

Folgerung des Green sehen Satzes, welche in der Formel besteht:

wo u harmonisch ist.
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Der Beweis des Satzes ist bereits im vorhertjfeheiiden Para<(rajihen

besprochen worden.

Ist »S' dagegen ein niebrfacli zusaniinenhiingfuder Bereich, so winl

das vorstehende Integral im allgemeinen keine eindeutige Funktion

mehr definieren. Es werden sich nämlich Periodizitätsraoduln ein-

stellen, so daß also, wenn F(j; y) einen Wert des Integrals im Punkte

(a', y) ist, die übrigen Werte in der Formel:

enthalten werden; vergl. Kap. 4, § 4.

6. Satz. Eine harmonische FunMion u verhält sich gegenüber einer

lonfornieii Ähhildung inruriant. Werden dabei die Witil'eJ nicht ioh-

gclcgt, so verhält sich auch die Jconjagierte Fimldion v invariant: sonst

geht V in die negative Funktion — v über.

Sei u im Punkte A: {Xq, y^ harmonisch, und mau bilde die Um-
gebung von A mittels der Gleichungen:

^=f{^,y), V = (p(x,y)

auf die Umgebung von %: (|q, 7^^) konform ab. Dami ist

ex cir cij ^ ex' dx^ dx-

Durch Differentiation ergibt sich allo^emein:

und hierin liefft eben der Beweis des ersten Teils des Satzes. Der

zweite Teil wird auch direkt durch Differentiation bewiesen.

Eleganter gestaltet sich jedoch der folgende Beweis. Wir be-

schränken uns auf den Fall, daß die Winkel nicht umgelegt werden.

Die Umcfebuns von A wird einerseits dui-ch das Funktionenpaar

u, V konform auf ein Stück U der (i(, r)- Ebene, andererseits durch

das Funktionenpaar |, >/ konform auf ein Stück I!' der (^, >;) -Ebene

bezogen. Das hat nun zur Folge, daß bei geeigneter Einschränkung

jener Umgebung von A die Bereiche 2J, H' konform aufeinander ab-

gebildet werden, und demgemäß ist

du _ dv du _ _dv_ d-ji , d^ ^ ..

w. z. b. w. Dieser zweite Beweis ist leider weniger allgemein als der

erste, da eine wesentliche Voraussetzung dabei ist, daß ;;:^!+ -^^s> •*

sei.

Der Satz ist das Analogon des funktionentheoretischen Satzes

Osgood, Funktionentheorie. U. -^'i
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daß eine analytische Funktion einer analytischen Funktion wieder

eine analytische Funktion ist.

Wir fügen noch eine Bemerkung in der Gestalt eines Korollars

hinzu.

Zusatz. Eine harmonische Funktion verhält sich gegenüber einer

rechtwinkligen Koordinatentransformation invariant. Die konjugierte

Funktion bleibt aucJi ungeändert oder aber sie ivechselt ihr Vorzeichen,

je nachdem die gegenseitige Lage der neuen KoordinatenacJisen dieselbe

ist, tvie diejenige der ursprünglichen, oder nicht.

Der Vollständigkeit halber führen wir noch einen Satz an, welcher

allerdings für unsere Zwecke wenig in Betracht kommt. Die Aus-

führung des Bewei.ses wird dem Leser überlassen. Sind u, v kon-

jugierte Funktionen, so schneiden sich die beiden Kurvenscharen

u = const., V = const.

rechtwinklig. Es wäre indessen ein Fehler zu glauben, daß umgekehrt

jedes Paar derartiger Scharen ein System von Niveaukurven und

Strömungslinien abzugeben vermöchte. Suchen wir eine Bedingung

dafür, daß eine Kurvenschar

CO = (p(x, y) ^ const.

isothermisch sei. Die Funktion co selbst braucht offenbar nicht har-

monisch zu sein, sondern erst eine Funktion von ÖJ, u = f{ßi). Durch

Differentiation kommt dann:

ex"- ^cT^f *^^) \dx^ + cy^) +^ ^'"^ fe + dr)

und daher muß, wenn u harmonisch sein soll,

sein. Durch diese beiden Gleichungen wird folgender Satz nahe gelegt.

7. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß

eine Kurvenschar

V)(x, y) = const.

isothermisch sei, besteht darin, daß die Funktion

von CO allein abhängen soll.

dx'
"^

dy'
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§ 4. Fortsetzung; zweite Gruppe, auf einer Integraldarstellung
fusscnd

.

Wir bringen jetzt eine Reihe vou Siit/cii, /u dvicn Hcweis eine

explizite Darstellung einer harnutnischen Funktion als nfitig erscheint,

und zwar kommen wir bei dieser Gruppe schon mit der Darstellung

mittels des Integrals durch. Später werden wir noch Heihenent-

wicklnngen heranziehen müssen.

Wir gehen von der folgenden Form des Greenschen Satzes aus:

(1) //(„A. - .A«)rf.S - -J\u % - V ^äs,

wobei sich n auf die innere Normale bezieht. Sei ii eine im Bereich

S eindeutige harmonische Funktion, welche nebst ihren ersten par-

tiellen Abteilungen am Rande stetig ist, d. h. eine stetige Folge von

Randwerten annimmt; und sei h eine zweite Funktion, welche ebenso

wie u beschaö'en ist, nur daß li in einem einzigen inneren Punkte

0: (oc,y) von S logarithmisch unendlich wird:

h =logl r + (o{x,y),

wo ;• die Entfernung von und o eine auch in harmonische*)

Funktion bedeuten. Wir umgeben mit einem kleinen Kreise vom

Radius q uud heben diese Kreisscheibe aus >S' fort. Auf diesen neuen

Bereich wenden wir dann die Formel (1) an und erhalten so:

^./("a:-"^)"''+/(»i;:-4:)''-o,
C

wo das erste Integral vom Kreisrande herrührt, während das zweite

Integfral über den ganzen Rand von S zu erstrecken ist. Lassen wir

jetzt Q gegen abnehmen und sehen wir zu, welchen Grenzwerten

die beiden Bestandteile des ersten Integrals sich nähern. Am Kreis-

raude ist

und hiernach ist

dh _ l cu)

1' 71 -' rr

lim o / u J (10 = lim / (— n + qh ^) dO = — 27t Kq.

*) Es wird sich später herausstellen, daß die Annahme, cü(.r, ij) sei bloß

endlich im Punkte O, ausreicht.

36*
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Der Integrand — u -\- qu^ ist nämlich eine stetige Funktion

von Q, im Bereiche

und darum definiert das Integral eine stetige Funktion von q im

Intervalle < p < 7?. Infolgedessen ist insbesondere der limes des

Integrals gleich dem Integrale des limes.

In ähnlicher Weise zeigt man, daß

•^ TT

lim
I
gh , dd =

ist. Das hiermit gewonnene Resultat wollen wir noch in folgenden

Satz zusammenfassen.

1. Satz. Ist u eindeutig und Jiarmonisch innerltalh eines Bereiches

S und überdies, nebst den padiellen Ableitungen erster Ordnung, stetig

am Bande, so läßt sich u durch das Integral darstellen:

(2) uix,y)=^^f[n'^^-h^^)ds,
c

ivo h den oben genannten Bedingungen unterworfen ist.

Insbesondere kann man mit Riemann

]i = log r

setzen, wo
r'={x-^y+[y-r^^-

ist. Dann ist // nicht nur eine harmonische Funktion der laufenden

Koordinaten t,, r^, wenn der Punkt [x, y) als fest angesehen wird,

sondern auch eine harmonische Funktion von x, y bei festem (|, i]).

Letzteres gilt ebenfalls von der Ableitung —^^~, ^as für die Anwen-

dungen von Wichtigkeit ist. In der Tat ist

d \o^ r X — I y — rt .—?^^~ = 5— cos a — ^—5-^ sm a,
cn r- r-

wo u den Winkel bedeutet, welchen die Normale mit der positiven

a;-Achse bildet. Da a nur von ^, r/, nicht aber von x, y abhängt,

so genügt es zvi zeigen , daß (x — |)/>" und {ij — rf)'r- harmonische

Funktionen sind. Das folgt schon aus dem Umstände, daß

X — ^ c log r y — ?i d log r

r^ dx ' r- cy

ist, indem man die Differentiation nach a: bezw. y in der Laplaceschen

Gleichunji' direkt ausführt.
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A(log;-) = <>, A(^|"f)==(), Af|°J'') = 0.

Noch einfacher ist iler folgende Beweis. Es ist

/oN ? log r _ 1 r)r _ cos y
^"^ - (' n r d n r '

WO y den Winkel bedeutet, welchen die Normale mit der die Punkte

{x, y) und (|, if) verbindenden Strecke bildet. Nun ist bekanntlich

eine harmonische Funktion, während sich andererseits die La-

placesche Gleichung gegenüber einer Koordinatentransformation in-

variant verhält. Verlegt man aber den Koordinatenanfang in den

Punkt (I, if) und läßt man die positive Abszissenachse mit der Nor-

male zusammenfallen, so geht — eben in die letzterwähnte Funk-

tion über.

Die Greensche Funktion.

Verlano-en wir von der P'unktion h außerdem noch, daß sie am
Rande versehwinden soll, so haben wir damit die Greensche Funk-

tion g des Bereiches S. Wir fassen diese Definition noch einmal, wie

folgt, zusammen: Unter der Grecnsclicn Funktion eines Bereiches S

versteht man eine Funktion g, ivelche

a) im Bereiche S, von einem einzigen Punkte abgesehen, ein-

deutig und harmonisch ist; ferner

b) im Punkte logarithmiscJi unendlich ivird:

g = log IV + CO,

wo CO sielt in harmonisch verhält; und endlich

c) am Rande von S verschtrindet.

Freilich muß man vorläufig noch verlangen, daß

d) die ersten partiellen Ableitungen von // auch am Rande stetig

seien; — doch wird sich später ergeben, daß die Bedingung d) stets

von selbst erfüllt ist, sofern wenigstens der Rand analytisch ist. und

wahrscheinlich auch allgemein für einen beliebigen regulären Hand.

Daß einem beliebigen Bereiche S stets eine Greensche Funktion

entspricht, wird später streng analytisch bewiesen, doch hat die

physikalische Evidenz die Physiker an der Existenz dieser Funktion

niemals zweifeln lassen. In der Tat denke man sich den Bereich S

als ein Blatt Stanniol, dessen Rand mit einer dicken Kupfermasse in

Verbindung gesetzt ist. Am Punkte werde der Pol eines gal-

vanischen Elements angebracht, während der andere Pol mit dem

Kupfer verbunden wird. Sodann tritt eine Elektrizitätsströmung ein.

Dabei Avird man den Widerstand des Kupfers als verschwindend klein



552 HI, 13. Das logarithmische Potential.

ansehen, so daß also das Potential r/ in allen Randpunkten des Blattes

einen konstanten Wert erhält, welchen wir gleich setzen mögen.

Andererseits wird <j im Punkte logarith-

misch unendlich*), und zwar kann mau es

so einrichten, daß die Ergiebigkeit der Quelle

gerade 1 beträgt. Hiermit ist die Greensche

Funktion des Bereichs S fertig.

Eine andere physikalische Anordnung zur

Realisierung der Greenschen Funktion ver-

yig 130. dient doch noch erwähnt zu werden. Man
denke sich den Bereich S als eine dünne

nicht leitende Platte, welche auf beiden Seiten inkl. des Randes mit

einer dünnen, übrigens gleichförmigen leitenden Schicht überzogen ist.

Auf der einen Seite wird dann am Punkte der eine Pol eines gal-

vanischen Elementes aufgesetzt, während der andere Pol auf der an-

deren Seite gerade am darunter liegenden Punkte 0' angebracht wird.

Dementsijrechend breitet sich die Elektrizität auf der einen Seite aus,

läuft danu über den Rand auf die andere Seite, um sich dort wieder

in einen Punkt zusammenzuziehen. Aus Symmetriegründen gestalten

sich dabei die Ströraungslinien auf den beiden Seiten einander gleich*,

längs des Randes selbst tindet übrigens keine Strömung statt. In-

folgedessen ist der Rand eine Niveaukurve, und die Potentialverteilung

auf der einen Seite der Platte liefert daher eben die gesuchte

Greensche Funktion.

Diese physikalische Deutung der Greenschen Funktion ist auch

deshalb von Wichtigkeit, weil wir an der Hand der hiermit ge-

wonnenen physikalischen Anschauung einen Grenz-

übergang vornehmen können, wodurch die beiden

übereinander liegenden Punktquellen an einen

Randpunkt der Platte heranrücken. Daraus er-

wächst eine Strömung, welche auch dadurch her-

vorgerufen werden kann, daß man ein Quellpaar

am genannten Randpunkte so anbringt, daß die

j-ig. 131. Achse desselben den Rand berührt, wobei dann

selbstverständlich nur die Hälfte dieses Motors

zur Verwendung gelangt. Es genügt hier jedenfalls vorauszusetzen,

daß der Rand in dem betreffenden Punkte analvtisch sei.

*) Zunächst sieht man nur, daß g im Punkte überhaupt positiv unend-

lich wird. Daß (j deshalb gerade logarithmisch unendlich werden muß, folgt

aus dem 7. Satze dieses Paragraphen.
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Aufgabe. Man zeige, daß

)'

ist, wo y eine geschlossene, den l'unkt (), aber keinen Itiindininkt

von S umfassende Kurve ist und n sieh auf die innere Normale

bezieht.

Mittels der Greenschen Funktion erhält man eine außerf)rdentlich

wichtige Darstellung für die Funktion u. Die Formel {'2) reduziert

sich nämlich hier auf die einfachere:

wo U den Randwert von a bedeutet. Das Ergebnis wollen wir noch

so zusammenfassen.

2. Satz. Eine in einem Bereich S eindeutige harmonische Funk-

tion u, welche in jedem, Randpunkte von S einen Randivert U an-

nimmt, läßt sicJi im Innern von S durch das Integral:

M = -- / U J- ds
2n^ n

c

darstellen, wobei g die Green sehe Funktion des Bereiches bedeutet.*)

Wie man sieht, wird der erste Faktor des Integranden allein

durch den Wert der darzustellenden Funktion am Rande bestimmt,

während der zweite dagegen überhaupt von jener Funktion unab-

hängig ist, er wird vielmehr lediglich durch die geometrische Gestalt

von S bedingt.

Der vorstehende Satz ist das Analogon der Cauchyschen Inte-

gralformel, Kap. 7, § 4.

Das Poissonsche Integral.

Für den Fall, daß der Bereich »S ein Kreis ist, kann man die

Greensche Funktion sofort hinschreiben. Sei 0' der in Bezug auf den

Kreis zu konjugierte Punkt und seien q, q' bezw. die Entfernungen

eines veränderlichen Punktes (^, >/) der Ebene von 0. O'. Dann ist

Jängs des Kreisrandes

A = const. = /.'.

*) Der Beweis ist meines Wissens bisher nur für solche Rämler durch-

geführt, welche sich aus einer endlichen Anzahl analytischer Kurven zusammen-

setzen.
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Bildet man nun die Funktion

(5) g = -\ogQ-\- log q' 4- log k,

so ist das eben die gesuchte Greensche Funktion (j des Kreises.

Tragen wir dieselbe in das Integral (4) ein. Zunächst ist

(6)

ferner ist

r^ = a^ -\- Q^ — 2aQ cos y,

/•-= a^ j^ Q'^— 2aQ cos y

,

woraus sich hndet:
cg 1 Ta^ — r^ a^ — r'^~\

cn 2a L 9^ p'* J

Formt man noch das zweite Klammerglied mittels der Relationen:

rr = fr
Q a — r r ,= — = A;,

um, so kommt:
Q r — a a

a^— /* a* — a*lr^ r^— a

a^Q-/r-

und das gibt endlich:

cg a- — r-

dn (iQ^ a a- — 2ar cos (ö — ip) -{- r^

Für den Kreis läßt sich das Integral (4) in der Form:

CO

'in

2 TT^ cn dil^

schreiben, und hiermit erhalten wir nunmehr die Formel:
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Dies ist das sogenannte Poissoiischc Iithyral. Der zweite Faktor

des Integranden ist offenbar der reelle Teil der l'unktion

r = f,Oi

Hierin liegt auch eine Bestätigung der bereits aus der Relation (tj)

ersichtlichen Tatsache, daß dieser Ausdruck harmonisch ist.

Aufgabe. Man zeige, daß die Greeusche Fiuiktioii des Krei.ses

sich invariant gegenüber einer Vertauschung von Parameter und Ar-

gument verhält:

r/(i,7j; x,>/) = (j{x,!/- ^, 7j).

(Der Satz gilt auch allgemein; vergl. den 8. Satz dieses Paragraphen.)

Ziveite Herleitung des Poissonschen Inter/rals. Böcher*j hat

eine äußerst einfache und natürliche Herleitung des Poissonschen

Integrals gegeben, wonach dasselbe bloß als eine transformierte Form
des Mittelwertsatzes:

2 71

erscheint. Unterwirft man nämlich die Ebene einer Transtbrmation

durch reziproke Radien, so geht der an der Formel (9) beteiligte

Kreis K in einen neuen Kreis K' über. Sei 0: (jf,ij) derjenige Punkt

von K', in welchen der Mittelpunkt von K verwandelt wird. Dann

entspricht den Radien des ursprünglichen Kreises eine Kreisschar mit

den Fixj)unkten und 0', wo 0' konjugiert zu in Bezug auf A"

ist. Bezeichnet man noch mit rl' denjenigen Winkel, welchen ein

veränderlicher Kreis dieser Schar mit der durch uiul O' gehenden

Geraden einschließt, und mit (p den Winkel zwischen den entsprechen-

den Radien des Urkreises, so ist wegen der konformen Abbildun;.?

mit ümlegung der Winkel t/' = — (f.
Hiernach stellt sich der Wert

von n im Punkte in folgender einfacher Gestalt dar:

^1^) « = fj rdif

*) Vergl. Böcher, Bull. Amer. Math. Soc. 2. Reihe, H.i 4 ^897 '98) S. 424,

sowie ÄHnals of Math., 2. Reihe, Ikl. 7 l'.iütj) S. 81.
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Dies ist nun aber nichts anderes, als eine verkappte Form des

Poisson scheu Integrals, was auch sofort erhellt, wenn man nach dem
Kreisbogen s integriert:

-'TT •> na

und die zu ^ koujugierte Funktion sucht. In der Tat entnimmt

man beigesetzter Figur die Beziehung:

t = e + (jt- 6'),

denn der Tangentenwinkel t^ hat ja die Hälfte des Kreisabschnitts

0310' zum Maße, während B und :i — 6' Peripheriewinkel auf dem

Fig. 133.

Bogen MO' resp. MO sind. Andererseits sind die zu 0, 6' kon-

jugierten Funktionen bis auf additive Konstanten gleich — log q bezw.

— log Q. Demnach wird

Ts
^,[-log,o +logp']

und hiermit tritt die Übereinstimmung der Formeln (10) und (7) zu

Tage, sowie man in (7) als neue Integrationsvariabele s = ai/; einführt.

Aus dieser Überlegung geht nun die Poissonsche Formel hervor,

indem man das soeben geschilderte Verfahren umkehrt. Sei u eine

Funktion, Avelche in einem Kreise K.' harmonisch und auch am Rande

desselben stetig ist, und sei 0' ein beliebiger innerer Punkt von it'.

Man schreibe ferner das Inteffral

'^na -in

27tJ CS 2 7tJ
^
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hin. Unterwirft man dann l\" fincr sulclicn Transtonnation (lui-cli

reziproke Radien, daß O' in don Mittelpunkt des transformierten

Kreises Iv geworfen wird, so tritt jetzt der Mittel vvertsat/ in Kraft,

womit sich denn das <>'ewünschte Hesultat ero-iht.

Das Poissonsche Intec/ral hrl hdiehiye)} lintKlircrlm. Bisher sind

wir bei der Behandlung des Poissonschen Integrals von einer har-

monischen Funktion ausgegangen, deren Stetigkeit am Rande bereits

nach \'oraussetzuug feststand. Wir wollen uns jetzt eine belie])ige

stetige Folge von Werten auf der Kreisperipherie geben und die

Frage aufwerfen: Wird dann stets eine Funktion u vorhanden sein,

welche im Innern des Kreises harmonisch ist und sich überdies den

genannten Werten am Rande stetig anschließt? Und wird diese Funk-

134 b.

tion außerdem, falls sie existiert, durch das Poissonsche Integral dar-

gestellt? Daß diese Fragen in der Tat zu bejahen sind, hat Schwarz*)

gezeigt. Vermöge der von B 6 eher gegebenen Form des Poisson-

schen Integrals (10) springt dieser Satz sofort in die Augen. In der

Tat sei U eine stetige, sonst aber völlig willkürliehe Funktion auf

dem Kreisrande, und man sehreibe das Integral

2 7t irta

.- (IS

hin. Dann sieht man vor allem, daß dadurch eine im Innern des

Kreises harmonische Funktion f{x, ij) definiert wird. Läßt man jetzt

den Punkt 0: (.r, //)
gegen einen willkürlichen Randpunkt (^: i- = (t-^

konvero-ieren, so leuchtet aus der ersten Form des Integrals bereits

*) Werle, Bd. -2, S. 3G0.
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hervor, daß /'(x, y) dem Werte U zustrebeu muß. Denu, wenn

nahe bei Q liegt, entsprechen ja allen Werten von ^ mit Ausnahme

eines kleinen Intervalles tc — d <ii) <ijc ^ Ö solche Punkte auf dem

Kreisrande, welche ihrerseits nahe bei Q liegen und wofür denn U
einen von JJ wenig verschiedenen Wert hat. Demgemäß sind diese

Werte von U beim Integrale vorwiegend, dessen Wert mithin un-

gefähr U^, betragen wird. Die beiden Figuren 134a und 134b sind

quantitativ ausgeführt und entsprechen einer Teilung des Winkels

Ö ^ ^ = -^ in zwölf gleiche Teile, so daß also die Tangenten der

Kreise im Punkte gleich stark gegeneinander geneigt sind.

Hiermit ist auch der Weg gezeigt, auf welchem man zu einem

strengen arithmetischen Beweise gelangen kann. Sei e eine beliebig

kleine positive Größe. Dann soll die Existenz eines iq > festgestellt

werden, derart daß

bleibt, sobald nur 6 — ^o I
^ ^; ^ — r <Cr^ genommen Averden. Da-

bei ist der Radius des Kreises gleich 1 gesetzt.

Indem wir die Oszillation von U, d. h. den größten Wert von

U — U' in zwei beliebigen Punkten des Kreisrandes, mit M be-

zeichnen, wollen wir d zunächst so einschränken, daß

7t + Ö

n-ö

wird. Dann wird sicher

n + ä

^J(U-U,)dt'< 2 '

WO auch immer der Punkt 0: (r, 6) im Kreise liegen möge.

Des weiteren machen wir uns folgenden geometrischen Sach-

verhalt klar. Durch will ich einen Kreis L legen, welcher dort

einen der soeben erhaltenen Größe Ö gleichen Winkel mit dem Ra-

dius Ä des georebenen Kreises K bildet und letzteren Kreis außer-

dem in den Punkten S^, S^ senkrecht schneidet. Der Mittelpunkt C
von L liegt dann auf der durch den Halbierungspunkt D der Strecke

0' gehenden, senkrecht auf dieser Strecke stehenden Geraden.

Setzen wir noch OQ'=h*), so wird

*) Was die Bezeichnungsweise anbetrifft, so verstehen wir unter Q den-



4. Fortsetzuug: zweite Gru)i)>e, auf einer Ititi-graliliirstellunp fußi'ud. 509

A0' =
o/i /,i '»;, /i«

Demgemäß kann mau duroli passciide Walil von h erreichen, «laU «lie

Länge q des größeren der beiden

Bogen Q'S^, Q' S.^ beliebig klein aus-

fällt.*) Wird nun ein zweiter, elien-

falls auf Ä' senkrecht stehender Kreis

L' konstruiert, welcher die Strecke

Q' unter einem Winkel schneidet,

der nicht kleiner als 8 ist, so werden

seine Schnittpunkte S^, S.2 mit K
Bogen Q' S/, Q'S^' abgrenzen, welche

beide kleiner als q sind.

Jetzt sind wir in der Lage, den

Beweis zu Ende zu führen. Wir nehmen d^ so, daß

Fig. 135.

r- r:/<

bleibt, wenn 6 — 6^1 <i d^ ist, und bestimmen hierauf // = d^ derart,

daß Q = Qo <C ^1^- ausfällt. Indem wir nun den Punkt (r, ö) auf den

Bereich

:

< l-r<d,,

beschränken, wird jeder zu K orthogonale Kreis durch i r. fJ), welcher

dort mit dem Radius von K einen Winkel > d bildet, den Kreis A'

in zwei Punkten des Bogens 6 — Oq < Ö^ tretfeu. Lifolgedessen wird

n — u

27t — 26
•2^

7t + 6

Setzt man daher die kleinere der beiden Größen d^ 2, d.^ gleich r„

so ist der Beweis damit fertig.

Wir haben bisher die ausnahmslose Stetigkeit von T voraus-

gesetzt. Es ist aber evident, daß T an einer endlichen Anzahl von

jenigen von vornherein willkürlich genommenen, sodann aljer festzuhaltenden

Kandpunkt von A', in welchem h, wie nachgewiesen werden soll, den Rand-

wert Uf. annimmt. Dagegen soll (/ denjenigen Handpunkt von K betleuten. in

welchem der Radius OÄ den Kreis A' trifft. Im übrigen soll ''/ si.äterhin in

der Nachbarschaft von Q liegen.

*) Der ganze Bogen S^, von K ist nämlich gleich "2 arc taug ('.^',
.
und

CS. = ÖC.
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Stellen unstetis; wei'den darf, sofern U nur auf dem ganzen Kreis-

rande endlich bleibt oder doch nicht 7a\ stark unendlich wird, ohne

daß die obige Schlußweise ihre Beweiskraft einbüßt. Dann wird

sich u immer noch in jedem Punkte, wo U stetig ist, dem Rand-

werte U stetig anschließen.

Ausgerüstet mit dem Poissonschen Integral wenden wir uns jetzt

zur weiteren Forschung der Theorie des logarithmischen Potentials.

Weiterentwicklung der Theorie auf Grund der Integral-

darstellungen.

3. Satz. Eine harmonische FunJction besitzt partielle Ableitungen

aller Ordnungen. Jede derselben ist ivieder harmonisch.

In der Tat sei A ein Punkt, in welchem die Funktion n har-

monisch ist. Beschreibt man dann um A einen genügend kleinen

Kreis, so kann man u innerhalb desselben mittels des Poissonschen

Integrals darstellen. Aus der hiermit gewonnenen Formel erkennt

man, daß u beliebig oft nach x und y diflferentiiert werden darf, in-

dem man die Differentiation unter dem Integralzeichen ausführt. Daß

die Ableitungen von u ebenfalls harmonisch sind, ergibt sich aus der

Relation

:

fTn + n^ ira + n

A = A«.

4. Satz. Eine Fmiktion u, welche sich überall im Endlichen

harmonisch verhält und auch im unendlich fernen Bereiche der Ebene

endlich bleibt, ist eine Konstante.

Seien 0, P zwei beliebige Punkte der Ebene. Um beschreibe

man einen den Punkt P umfassenden Kreis und stelle man u inner-

halb desselben durch das Poissonsche Integral dar. Im Mittelpunkte

geht das Integral in die Formel des Mittelwertsatzes über:

und man erhält sonach die Gleichung:

•27t

1_ _ 1 fjj —2r^-\-2arcoB{e — ip) ,~ ^'o ~ 27tJ ^ a^—2arcos{d-tp)-\-r'
^^'

Aus den Beziehungen
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j

— r + « COS (6 — tl>)
\
^ a -\- r,

a- — 2a r cos i - il>) -\- r- "^ (a — r)-

folgt dann, daß
— 2r* + 2 ar cos (6 — ip) ^ 2r(o + r)

= («— r)»a- — 2rt r cos (0 — ii>) -f r'

ist. Durch passende Wahl von a kann letztere Größe otfenbar kleiner

als eine willkürlich vorgeschriebene positive Größe f gemacht werden.

Nun ist andererseits nach Voraussetzung überall

n
I

< 31,

wo 31 eine positive Konstante bedeutet. Infolgedessen ist

d. h. die Konstante üp— Hq ist dem absoluten Betrage nach kleiner

als jede positive Größe. Das ist aber nur dann möglich, wenn diese

Konstante den Wert hat*\ und daher ist

w. z. b. w.

5. Satz. Sei u eiiie Fiuiktion, welche in einem zweifach zusammen-

hängenden Bereich S eindeutig und harmonisch ist, und seien C^ und

Co heztv. die äußere und die innere Begrenzung von S. Dann läßt

sich u in zivei Teile spalten:

u = u^ + ?<3t,

dergestalt, daß u^ im Innern der Kurve C^, u^ liherall im Endlichen

außerhalb der Kurve C^ eindeutig und harmonisch ist.

Setzt man im 1. Satze h = log 1/r, so kommt:

Uk''
c log '• 1,_„^
d n

— log r ^^-) di

2jrJ \ cn '^ cn/ '

und da liefern nun die beiden Integrale rechter Hand eben die in

Aussicht genommenen Funktionen u-> und Hj(. In der Tat ist der

Integraud harmonisch, und überdies läßt sich die Ditferentiation nach

K'ap. 3, § 8 unter dem Integralzeichen ausführen.

") An diese für die moderne Analysis so wichtige Schlußweise wollen vrir

noch die Bemerkung knüpfen, daß dieselbe in einem unendlich kleine komtante

Größen umfassenden Zahlensystem immöglich wäre. Würde man also derartige

Größen in die Analysis einführen, so würde damit eine außerordentlich wert-

volle Beweismethode eingehen.
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Dieser Satz entspricht dem Laurent sehan Satze in der Funktionen-

theorie, Kap. 7, § 15.

Der Beweis setzt voraus, daß sowohl k als rii/cn stetige Rand-

werte besitzen. Wir können jedoch die Schlußweise leicht dahin ab-

ändern, daß diese Annahme ganz beseitigt wird, indem wir zwei

Kurven C\' und C^' einführen, welche ganz innerhalb S liegen und

dicht neben Q bezw. ('^ herlaufen. Für den durch C^' und C,' be-

grenzten Bereich S' wird dann der vorstehende Beweis seine Gültigkeit

beil)ehalten:

u = u'^ + u'^^ .

Läßt mau jetzt C\' sich an die Kurve Cy immer enger anschmiegen,

so wird dadurch weder u noch u'^ behelligt, und darum bleibt auch

ii'^ ungeändert in jedem Punkte von S, welcher einmal von S' um-

faßt ist. In der Grenze erhält man mithin eine Funktion n^, welche

in Cj eindeutig und harmonisch ist. Verfährt man noch mit C^ in

ähnlicher Weise, so ergibt sich damit die gewünschte Verallgemeine-

rung.

Bemerkung. Diese Verallgemeinerung umfaßt insbesondere den

Fall, daß die Kurve C^ auf einen Funld zusammenschrumpft hezw.

daß die Kurve C^ ins Unendliche rücJct und die ganze Ebene schließ-

lich umfaßt, soH-ie auch das gleichzeitige Bestehen beider Fälle.

Aufgabe. Man dehne den Satz auf einen beliebigen mehrfach

zusammenhängenden Bereich aus.

Der unendliche Bereich der Ebene wird hier, wie in der Funk-

tionentheorie und der Geometrie der rezijjroken Radien, als ein Punkt,

der Punkt oo, aufgefaßt.

Definition. Eine Funktion u soll im Punlde oc harmonisch

heißen, wenn u außerhalb einer bestimmten geschlossenen Kurve ein-

deutig und harmonisch ist und außerdem im genannten Bereiche end-

lich bleibt.

1. Zusatz. Im Funhte oc bleibt u^ harmonisch, oder aber n^

wird dort Jogarithmisch unendlich, und zwar ist

u^i = n- + /.• log Q,

tvo sich K im Funkte oo harmonisch verJiält und dort verschwindet,

k eine Konstante ist, die insbesondere verschwinden kann, und q die

Entfernung eines veränderlichen Punktes P: {x, y) von einem festen

innerhalb Q gelegenen Punkte Q bedeutet.
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Wir schreiben

1 r dloa r ,
,

1 /* öu ,

iTtJ cn 2rr,/ '^ c n '

wobei nötigenfalls Cg durch C' zu ersetzen ist, und zeigen zuerst,

daß der erste Terin rechts gegen konvorcriert, wenn r = oo wird.

In der Tat ist

c log r cus /

dn r

Da nun m cos y längs der ganzen Kurve C, endlich bleibt, so

konvergiert der Integrand gleichmäßig gegen 0. Dementsprechend

konvergiert das Integral gegen 0, vergl. Kap. 3, § 7.

Zur Behandluntj des zweiten Termes setze man

Dann ist

loff r = log 1- log p.

/log r ^— ds = / loo:— :r- ds + low p 1 l, ds.° dn J ^ Q dn ^ ^J d n

Hier konvergiert der erste Term rechts, wie eine ähnliche Über-

lecfuncr wie vorhin zeig-t, ebenfalls ffesjen den Grenzwert 0, wenn

r = Co wird, während der zweite bereits die Form k log p besitzt.

Hiermit ist der Zusatz bewiesen.

2. Zusatz. Unterwirft man die Ebene einer Transformation durch

reziproJce Radien mit dem Inversionszentrum im Punkte Q, so geht w

in eine Funktion iv' über, wtlche im Funkte Q harmonisch ist.

Der Beweis des 1. Zusatzes bediente sich eines expliziten Aus-

drucks für die Funktion ic, nämlich:

2TtJ \ dn ° Q riv'
IV

Indem wir an diese Formel anknüpfen, setzen wir:

(11) 99=«-,

wobei der Radius a des luversionskreises so genommen wird, daß C,

ganz außerhalb dieses Kreises liegt. Sei B die Entfernung eines

veränderlichen Punktes M der Kurve C, von Q, und oj der Winkel,

den QM mit QP einschließt. Aus der trigonometrischen Relation

r^=R^^ Q-—2Ro coso

findet man dann vermöge (11):

Osgood, Funktionentheorie. II. 3 '
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,•2= --;;— (E'^+ p'2_ 2R'q'cosco),

logf=^-log(i?'-'+()'^ '2R'q' cosco) — log B'.

Hier stellt der erste Terra rechter Hand den Logarithmus der Ent-

fernung r' des Punktes P': (^x', y) vom Punkte M' vor, während der

zweite Term unabhängig von P' ist, und daher geht log rJQ durch

(11) in eine im Punkte Q harmonische Funktion /</ über.

Fig. lae.

Um noch den transformierten Wert von c log r/r n zu berechnen,

gestatten wir jetzt dem Punkte M eine beliebige Lage in der Nähe

von Q anzunehmen, wobei sich dann M' seinerseits in der Nähe

So kommt:von Cg' befinden wird

r'=]/j?'2+ p'2_ 2i?'p'c0S CO,

logr = log r' - log ü' + log --,

,

d log r d

dn
= 7^—7 1 log r' — log R' 4- log—

_r_ cos/ cosyil

L X
~^ B' ]

dn
dn

dn
dn '

und hieraus erhellt, daß c log r/cn ebenfalls in eine Punktion h^'

übergeht, welche sich in Q harmonisch verhält.*)

Wir haben hiermit eine Darstellung der transformierten Funktion

iv' von folgender Gestalt erhalten:

*) Der soeben durchgeführte Beweis läßt sich auch in einfacher Weise

vermöge komplexer Größen erbringen.
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wobei sich der Integ'rarid im i'uiikte (^ luirmoiiiseli vorliiilt. Dali

dieses Integral deshalb auch eine im Punkte Q harmonische P'imktion

definiert, schließt man sofort auf Grund der Sätze von Kap. ;>, i? X,

und hiermit ist der Beweis geliefert.

3. Zusatz. Eine Funktion u, ivclchc sich nn l^niiLic y^ har-

monisch verhält, geht durch eine Inversion der Ebene in eine Funktion

u über, welche sich, von einer hebbaren Unstetigkeit abgesehen, im In-

versionszentrnm harmonisch verhält.

Nach dem Vorhergehenden läßt sich u in der Form darstellen:

u = «1 + w + /.• log(),

wobei sich »^ in der ganzen endlichen Ebene harmonisch verhält.

Da u und iv jedenfalls im Punkte oc endlich bleiben, so müßte u^,

falls /.• 4= wäre, dort unendlich werden. Dies geht aber nicht an,

vergl. die Aufgabe auf S. 540. Infolgedessen verschwindet /.-, und

damit erweist sich u^ wegen des 4. Satzes als eine Konstante.

In den obigen EutAvicklungen ist folgender wichtiger Satz ent-

halten.

6. Satz. In der Umgebung eines Punktes Ä, diesen Punkt selbst

allein ausgenommen, sei u eindeutig und harmonisch. Bleibt u überdies

endlich in der genannten Umgebung, so wird u auch im Punkte Ä har-

monisch sein, sofern wir von einer hebbaren Unstetigkeit dort ahschm.

Zum Beweise braucht man nur eine Transformation durch rezi-

proke Radien vorzunehmen, wodurch der Punkt Ä ins Unendliche

geworfen wird, und hierauf den 3. Zusatz in Anwendung zu bringen.

Ein zweiter Beweis stützt sich auf den 7. Satz und wird noch

im Anschlüsse daran besprochen.

Der Satz entspricht dem Riemannschen Satz in der Funktionen-

theorie, Kap. 7, § 6, 7. Satz, ist aber allgemeiner als jener, da hier

keine Voraussetzung bezüglich des Verhaltens der konjugierten Funk-

tion V in der Nähe von Ä gemacht wird."^')

1. Zusatz. Eine harmonische Funktion verhält sich invariant

gegenüber einer konformen Abbildung selbst dann, wenn der (ransfar-

mierte Bereich den Punkt oo umfaßt.

*) Ich will diese Gelegenheit benutzen, um auf zwei vereinfachte Beweise

des Riemannschen Satzes zu vei-weisen, welche seit dem Drucke des 7. Kapitels

erst erschienen sind: Curtiss, Aumds of Math., 2. Folge, Bd. 7 (1906) S. KU;

Böcher, ebenda, S. 103.
37'
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2. Zusatz. Sei u eine Funktion, welche außerhalb einer oder

mehrerer Kurven C, inMusive des PunJites oc, eindeutig und harmonisch

ist und außerdem nebst iliren partiellen Ableitungen erster Ordnung

stetige Randwerte längs dieser Kurven annimmt. Dann läßt sich u

im genannten Gebiete in der Gestalt darstellen:

"-'-hj {'

d log r
loo-

r du

Q dn,
),h,

U'O c eine Konstante ist.

Für das Äußere der Kurven C entspricht diese Formel der früheren,

auf einen endlichen Bereich bezüglichen Darstellung (2).

7. Satz. In der Umgebung eines Punktes A: (a, b), den Punkt Ä
selbst allein ausgenommen, sei u eindeutig und harmonisch, und sei ferner

lim u = -\- OG bezw. — oo.

Dann läßt sich u in der genannten Umgebung in der Form darstellen:

u = k log r 4- w

,

wo o sich im Punkte A harmonisch verhält und r die Entfernung von

A bedeutet, falls dieser Punkt im Endlichen liegt, sonst aber die Ent-

fernung von irgend einem festen Punkte der Ebene.

Der Satz ist zuerst von

Bocher*) bewiesen worden.

Seinen Beweis teilen wir hier

mit. Wir wollen festsetzen, daß

der Punkte.: (a,b') im Endlichen

liegt und daß u in A positiv

unendlich wird. Die anderen

Fälle lassen sich offenbar auf

diesen Fall zurückführen. Um
A werde ein Kreis K gelegt,

welcher keinen weiteren singu-

lären Punkt der Funktion ent-

hält. Alsdann werde vermöge

des Poissoß sehen Integrals eine

Funktion ü gebildet, welche auf K dieselben Randwerte wie ti an-

nimmt und innerhalb jE^ harmonisch bleibt. Wenn wir nun die Differenz

Fig. 137

*) BÖcher, Bull. Math. Ämer. Soc, 2. Folge, Bd. 9 (1903;, S. 455. Böcher
verallgemeinert den Satz einmal auf harmonische Funktionen Ton h Argumen-
ten, sodann auch auf Funktionen zweier Argumente, welche linearen Differential-

gleichungen vom elliptischen Typus genügen.
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f{x, }/) = H — ü

bilden, so wird diese Funktion, vom Punkte Ä ahgesehen, im Kreise

K harmonisch sein und am Rande von K den Wert annehmen,

während sie im Punkte .4 positiv unendlich wird. Sei c eine frroße

positive Konstante. Dann stellt die Gleichung

(12) f{^,y) = c

ein kleines Oval C um den Punkt A dar.*)

Des weiteren sei P: (x^, y^) ein beliebiger, von A verschiedener

innerer Punkt des Kreises K, und mau bilde die Greeusche Funktion

y für den Kreis, deren Pol im Punkte P liegt, g{x,y^ ^uVi)- ^Jr
nehmen wieder eine große positive Konstante ^j an und setzen

(IS) (,(x,y) = c^.

In diesem Falle ist das dadurch definierte Oval ein den Punkt F ent-

haltender Kreis C^. Im übrigen sollen dabei c und c\ beide so groß

gewählt werden, daß C und C\ einander nicht treffen. Der außerhalb

C und C\ gelegene Teil von K werde endlich mit S bezeichnet.

Hiermit sind alle Vorbereitungen getroffen. Der springende

Punkt des Beweises besteht nun in der Anwendung des Greenschen

Satzes (1) auf den Bereich S, wobei ii = /', v = g zu setzen sind.

Da sowohl /' als (/ am Rande von K verschwinden, so kommt zunächst:

c\ c

Hieraus findet man unter Benutzung des Mittelwertsatzes (B), S. 18:

(14) f fl^ds, - c, 1^ ds, + c fl^ds-g, f^ds = 0,

Cy (\ c V

wobei t\^ = fi^i,yi), .'Z. = ,̂

(•''? 2/'; *'i-//i)
^^zw. den Wert von /', g in

einem bestimmten Punkte von C^, C bedeuten. Daß der Mittelwert-

satz in der Tat hier anwendbar ist, erkennt man daraus, daß außer-

halb Ol g <Ci ist, und daher muß cg/cn < sein. Ähnliches gilt

auch von cf/cn. Nun ist nach dem 1. Satze von § 3

i\ c

Ferner hat das letzte Litegral in (14) nach der demselben Satze zu-

s-etufften Aufgabe für alle Ovale C ein und denselben Wert — 2;r/r,

*~) Wegen eines strengen Beweises dieser Behauptung müssen wir auf

spätere Ausführungen verweisen; man vergleiche § 7, wo ein ähnlicher Beweis

durchgeführt ist.
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während das erste IntesTal gleich — 2% ist. Wir tragen diese

Werte in (14) ein und erhalten so:

(15) fs-f^-fh-

Jetzt lassen wir e und c\ beide ins Unendliche wachsen. Dabei nähern

sich /^ , (/^ bezw. den Grenzwerten /"(a'^, ^/j), g(a, h; x^^y^), und (15)

geht mithin in

/(^i;?/l) =J^(f(ci,h-^ ^l,2/l)

über. Es bleibt nur noch übrig, den Satz von der Vertauschbarkeit

von Parameter und Argument heranzuziehen, vergleiche die Aufgabe

auf S. 555:

g(a, h; 2\, yi)=g{x^, ?/i; a, h).

Daraus erkennen wir, daß die Funktion f{x, y) sich von der für den

Punkt A als Pol gebildeten Greenschen Funktion des Kreises nur

durch einen konstanten Faktor unterscheidet:

f{x, y) = kg{x, y- a, h).

Infolgedessen ist allgemein

u = kg(x,y', a, h) -^ ü,

und hierin liegt der Beweis des Satzes.

Die soeben verwendete Schlußweise ist dem Beweise des Satzes

über die Vertauschbarkeit von Parameter und Argument im Falle der

Greenschen Funktion g(x, y, ^i^Vx) eines beliebigen Bereiches H nach-

gebildet, nur tritt bei jenem Beweise an Stelle des Kreises K und

der Funktion f der Bereich ZI bezw. die Funktion

Im übrigen erhält /»• hier den Wert 1. Dieses Ergebnis wollen wir

noch als Satz aussprechen.

8. Satz. Bezeichnet man mit g{x,y\ i,,ri} die für den PanJä

{i, rj) als Pol gebildete Greensche Funldion eines beliebigen Bereiches,

so ist

g{x,y; i,ri) =g{i,n] x,y).

Wie vorhin schon erwähnt wurde, kann man den 6. Satz aus

dem 7. Satze ableiten. Zu dem Zwecke braucht man nur die har-

monische Funktion log r zu jener Funktion u hinzuzufügen. Dann

genügt die Funktion

u + log r

den Voraussetzungen des 7. Satzes, und daher muß

H -\- log r = /. log r + CO,
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also

u = (/,; — 1) logr + 10

sein, wo co sich im Punkte A harmonisch verhält. I)fi nun aber so-

wohl II als CO im Punkte Ä endlich bleiben, so tjniü /,• — l = sein,

lind demgemäß fällt u mit der im betreffenden I 'unkte harmonischen

bunktion co zusammen.

9. Satz. Sei

eine Funldion, tvelche für jeden in Betracht kommenden Wert von a

sich in einem Bereiche S harmonisch verhält und iihrir/ens am Bande
von S stetig ist. Konvergieren dann die Bandteerte U^ heim Grens-

id)ergange lim cc = Tc (inshesondere darf ä = oo sein) gleichmäßig, so

konvergiert u^ gleichmäßig in S, und sivar tvird die Grensfnnktinn

lim u^ = u^

ebenfalls harmonisch in S sein.

Des iveiteren konvergieren die partiellen Ableitungen

dx ' dy

in jedem Bereiche U, ivelcJier nebst seinen Bandpunkten ganz innerhalb

S liegt, gleichmäßig gegen die Grenzwerte duplex besiv. dUä/dy, und

da jene Ableitungen tvieder harmonisch sind, so schließt man allgemein:

lim c

«=5 cx"'dy'' dx^'cy"

Dabei ist auch im letzteren Falle die Konvergenz gleichmäßig in Z.

Wir knüpfen an den 3*™ Satz von § 3 an, wonach eine harmo-

nische Funktion, welche am Rande stetig ist, ihren größten, sowie

ihren kleinsten Wert am Rande erreicht. Da es nun nach Voraus-

setzung zu jedem £ > ein (5 > gibt, derart daß

\Ua—Ua'\<£, CC — CC\<Ö, |

«' — « < Ö,

so folgt unmittelbar aus jenem Satze, daß auch im Inneren von S

I

Ua — Ua'
!

< f
7

\CC — 7c\<Cd. «'—«'< Ö.

Hiermit ist die gleichmäßige Konvergenz von u.^ in S dargetan.

Sei ferner J.: {Xq,
i/f^)

ein beliebiger innerer Punkt von N, und

man lege um A einen Kreis K, welcher nur keinen Randpunkt von

S in seinem Inneren umfaßt. Bezeichnet man mit U)^ , U'^^ den

Wert von u^ bezw. u^ am Rande von K, so ist

(16) Ui^=Uf^+ta, wo \U^s
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ist. Andererseits wird u^ innerhalb K durch das Poissonsche Integral

dargestellt:
2«

(^'^) ^'« ^
2^J

^^«*^
er — Marcos {d—ip) -f~r'

^^^

^27iJ ^" ««— 2 ar cos (0 — 1/))+
r-'^

in

^
2^J ^« «- — 2«»- co7Ö9— i/))> r^

^'-

Fassen wir nun einen bestimmten inneren Punkt: (r, 6) von .^ ins

Auge und halten wir diesen fest, so konvergiert der lutegrand des

letzten Integrals, als Funktion von il) und a aufgefaßt, wegen (16)

nebst der Relation:

0< "'-^•' <"L±JL
- a- — 2 ar cos (6 — i/j) -j- r* = a — r

gleichmäßig gegen 0, wenn a dem Werte tc zustrebt. Daher nähert

sich dieses Integral dem Wert 0, während das vorhergehende gar

nicht von a abhängt, und es ergibt sich sonach:

(1«) «= = ^Ju'"a' 2ar cos(0 — ip) -\- r-
kdt-

Rechter Hand steht aber eine im Kreise K harmonische Funktion.

Wir haben also gezeigt, daß die Grenzfuuktion 11^ im Punkte Ä har-

monisch ist. Da nun aber Ä ein beliebiger innerer Punkt von S

war, so ist der Beweis des ersten Teils des Satzes hiermit erbracht.

Zur Begründung des zweiten Teils gehen wir von der Bemerkung

aus, daß in der Formel (IT) unter dem Integralzeichen dijäerentiiert

werden darf. Dabei nähert sich das letzte Integral dem Werte 0,

wie eine ähnliche Überlegung wie vorhin ergibt, und zwar ist die

Konvergenz für alle Punkte P: (r, ß) des kleineren Kreises K':

?'< /•'<«, eine gleichmäßige. Das zweitletzte Integral hängt wieder

nicht von a ab, es stellt aber, wie man mit Rücksicht auf (18) so-

fort erkennt, die betreffende Ableitung von h,^ vor, und hiermit sind

wir also am Ziele.

Bei dem obigen Beweise haben wir von folgendem leicht zu be-

gründenden Satze Gebrauch gemacht: Konvergiert ein unendlicher

Prozeß in der Umgebung eines jeden Punktes eines abgeschlossenen

Bereiches Q-leichmäßiG-, so konvergiert er auch im cranzen Bereiche

gleichmäßig.

Jk
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1. Zusatz. Der vorsichoiilc Sah hlrihl hhc/i da im brshlicu, iniiu

man nur vcrhuujt^ daß n^^ im Inneren von S harmonisch sei und (hiß

übrigens n^ in jedem Bcrciehe Z, der nebst seinem J'andr iunn-halh S
liegt, gJeiehmäßig konvergiere.

Wir wollen noch die Formulierung des Satzes für dm besonderen

Fall einer unendlichen Reihe hinzufügen.

ßeihensatz. Konvergiert eine Biihe harmoniscJitr Fmi/./iot/fi/:

"i + "2 H

in einem bestimmten Bcreiehe gleichmäßig^'), so stellt sie riiir harmoni-

sche FmiJdion vor. Sie läßt sich überdies beliebig oft gliedweise diff'e-

rentiieren, und zivar konvergiert die Reihe der Ableitungen , n-elche ja

aiicJi harmonisch sind, ebenfalls gleichmäßig in jedem Bereiche H, tvdeln^r

nebst seinen Bandpunlden ganz innerhalb S liegt.

Der Satz ist das Analogen des 6. Satzes von Kap. 7, § 5 und

gestattet auch, wie jener, einen Schluß auf das Verhalten der durch

ein bestimmtes Integ-ral definierten Funktion. Wir können .sagen:

2. Zusatz. Ist u = fix, y, t) eine stetige Funktion der drei un-

ahhängigen Variabelen x, y, t, wo x, y in einem Bereiche S liegt und

t ein beliebiger Punkt des Intervalles a ^t <.b ist, und verhält sich

u außerdem, für jeden festen Punkt t jenes Intervalls, harmonisch in

S, so stellt das Integrcd:

ßfix, y, t)dt

eine in S harmonische Funktion vor. Im übrigen läßt sich das Integral

unter dem Integralzeichen differentiieren.

Hierher gehöi-t auch der Harnacksche Satz bezüglich der Kon-

vergenz von Reihen positiver harmonischer Funktionen. Wir wollen

ihn indessen erst in Verbindung mit seinen Anwendungen bringen.

§ 5. Fortsetzung: dritte Gruppe, auf einer Reihenentwicklung
fußend.

Es fehlt uns noch einer der grundlegenden Sätze in der Ent-

wicklung der Theorie des logarithmischen Potentials, nämlich der-

jeuige von der Eindeutigkeit der harmonischen Fortsetzung. Dieser

Satz beruht darauf, daß eine harmonisi-lu^ Funktii»n. welche in ciiifin

Der Satz mit auch unter den Yoraussetzuugt-n cics Zusätze«



zweidimensionalen Teile ihres Bereichs verschwindet, dann überall im

Bereiche verschwinden muß. Zum Beweise des letzteren Satzes bedient

man sich einer Reihenentwicklung, welche aus dem Poissonschen

Integrale ebenso abgeleitet wird, wie die Cauchj-Taylorsche Reihe

aus der Cauchyschen Integralformel.

Wir wenden uns jetzt zur Aufstellung dieser Reihenentwicklung

und gehen dabei vom Faktor

a- — r-

a* — 2ar co8(ö — i/>) -{- r^

jenes Integranden aus, welchen wir nach steigenden Potenzen von r

entwickeln wollen. Führt man hierzu rja =^ x, 6 — tp = (p ein und

setzt man die Reihe:

1 — 2a;co8qp-|-a;- " ^
^

an, so kommt durch Ausmultiplizieren und Vergleich der Koeffizienten:

«0= 1

«^ = 2 cos cp

«2 = -1 cos (p cos qp — 2 = 2 cos 2(p

«3 = 4 cos (p cos 2(p — 2 cos cp = 2 cos .89)

fl„ = 4 cos (p cos (« — 1) qp — 2 cos (w — 2) g) = 2 cos wqp.

Hiermit haben wir folgende Entwicklung für den Integranden des

Poissonschen Integrals erhalten:

(1) r -, ^ "'7/
, . , = Z7 + 2 Z7(-) cos (d - t)^ ^ a^ — 2arcoa{6— ip) -\-

r^ ' \a /
^ ^^

+ 2r (^-^yCOS 2(6 ~t)-\- ••••

Dabei konvergiert die Reihe gleichmäßig für alle Werte von 6, f
und r, wofür nur ^ r ^ r^ < a ist.*j Durch gliedweise Integration

entsteht daraus die in Aussicht genommene Reihenentwicklung der

Funktion u.

*) Durch den Gebrauch komplexer Größen kann die Berechnung der Koeffi-

zienten erleichtert werden, indem man die Funktion

ae' -\- z ßi

deren reeller Teil ja die zu entwickelnde Funktion bildet, nach aufsteigenden

Potenzen von z entwickelt und dann den reellen Teil der Terme herausgreift.



Indem wir das Voraufgehcnde zusamiiienfasscn und im Aiiscliluss.'

an den letzten Satz des voriiergehonden Paiagraplien nuch crgänzfn,

können wir sagen:

1. Satz. Sei u eine in einem Bereiche S eindeiitiffr iKitwonisrhr

Fimldion, und sei ein innerer Pauli von S. Dann läßf sich u in

foh/ende Reihe entwiclieln:

(2) U = ? + 2 '" ["" ^^*^ " ^ + ^'n
S''l " '^

I
'

H = 1

WO
in 2n

«„ = —-
I
U COS nxl^drl', h^^= j F i>in n u.' d i'.

na J ^a"J

Dabei Ixonvergiert die EeiJie und stellt die Funhtion u in allen Panl.fen

dar, die innerhalb des größten Kreises K um liegen, welcher nut

keinen Mandpunkt von S in seinem Innern einschließt.^) Die Dar-

stellung ist überdies eindeutig.

Um zuletzt noch die Eindeutigkeit der Entwicklung darzutuu, sei

u = "^ + ^ r" [a\^ cos nO -\- b'^ sin nd]

11 = 1

eine zweite Reihe von gleicher Beschaffenheit. Dann ist

= ^-^ +^ r- [(«„ - «'„) cos nd + (/., - b'j sin >. ß]

11 = 1

eine Reihe, welche nach aufsteigenden Potenzen von r fortschreitet

und identisch verschwindet. Mithin muß zunächst

«0 — «Q = 0, («^,
— a„) cos nd + (6„ — b'J sin nd =

sein, was 6 auch immer für einen Wert haben möge, woraus dann

folgt, daß alle Koeffizienten verschwinden. Oder man kann auch so

wie bei den Fourierschen Reihen schließen, indem man mit cos niO

bezw. sin md multipliziert und in Bezug auf zwischen den (trcnzen

und 2n- integriert.

Hinsichtlich des ersten Beweises bemerken wir noch, daß man

die Voraussetzungen wesentlich einschränken kann. Legt man näm-

lich d einen bestimmten Wert Ö, bei, so gehen beide Reihen in

Potenzreihen in r über. Wir wollen nun annehmen, daß letztere Reihen

*) Wegen der gleicbmäßigen Konvergenz, sowie der gliedweisen Dirt'erentiation

der Reihe sei auf den letzten Satz des vorhergehenden Paragraphen verwiesen.
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für unendlich viele Werte r = i\, rg, ... gleiche Werte haben, wobei

die r^^ mindestens eine Häufungsstelle haben sollen, welche zugleich

innerhalb des Konvergenzintervalls beider Reihen liegt. Das hat

zur Folge:

«0 = % , («« - «D cos nd^ + (ft^, -
?>'J

sin nd, = 0.

Wenn nun dasselbe auch für einen zweiten Wert 6 = 0^ gilt, wo-

bei sich ß^ und ö._, um kein rationales Vielfaches von jr voneinander

unterscheiden, so sind die Reihen identisch.

Aus der soeben erhaltenen Entwicklung leitet man noch eine

Entwicklung nach homogenen harmonischen Polynomen in rr — Xq,

y
—

iJq ab, indem man co'&nO, Biwnd als Polynome in cos ö, sin ö

ausdiäickt und dann

r cos 8 = X — Xq, r sin 6 = p — iJq

einträgt:

(3) II = (Pq + (p^ + (p.y + • .

Dabei zeigt der Index die Dimension des Polynoms an. Der Kon-

vergenzbereich dieser Reihe fällt offenbar mit demjenigen der Reihe (2)

zusammen und umfaßt also jedenfalls auch das Innere des Kreises K.

Indem wir jetzt nach der Taylorschen Reihenentwicklung der Funk-

tion u fragen, so ist klar, daß wir dieselbe erhalten werden, falls es

erlaubt ist, in der Reihe (3) die Funktion

A =

in ihre einzelnen Glieder aufzulösen und diese dann als die Terme

einer neuen Reihe anzusehen. Daß dies auch in der Tat angeht, er-

kennen wir aus dem Umstände, daß der Faktor des Poissonschen

Integranden:

,^\
«' — >•' ^ a- — x^ — y-

^ - a^ — -2 ar cos (ö — tp) -\- r^ a*— 2a cos np x— 2a sin ip y -\- x^ -\- y^

'

wo wir der Einfachheit halber ä^q =
?/o
= gesetzt haben, im Punkte

nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt werden kann, und zwar

konvergiert die damit gewonnene Reihe für die Umgebung des

Punktes und für alle Werte von ip gleichmäßig. Was die Einzel-

heiten anbelangt, so wird man

s = 2a cos i) X -r 2 a siml^ y — x^ — y^

setzen und diesen Wert für z in der Reihe

-^1— = -L + A + il^. ...
a- — z a- a* a^

'
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riiitraujen. Sodann wird die neue Keilu' mit diMii Zäld<T von (4i

multipliziert, worauf endlich die zuletzt gewonnene Reihe nach Mo-

nomen aufsteigender Dimension in .r, y umgeordnet wird. Zur Recht-

Irrtigung des Verfahrens sehe man die gebräuchlichen Lehrbücher

über algebraische Analysis.*) Für eine gewisse Umgebung des

J'unktes unterscheidet sich nun die Entwicklung (3) von der Taylor-

scheu Reihenentwicklung der Funktion nur dadurch, daß die Terme

oleicher Dimension in der Taylorschen Reihe hier in Klammern zu-

sammengefaßt erscheinen. Ob die Taylorsche Reihe aber im ganzen

Kreise A' konvergiert, bleibt dahingestellt.**) Das Resultat wollen wir

noch wie folgt zusammenfassen.

1. Zusatz. Eine harmonische Funktion läßt sich nach dem

Taylorschen Lehrsatze in eine nnendlicJie Reihe entwichein.

Wir gehen jetzt zur Entwicklung einer harmonischen Funktion

im Punkte cv) und zum Analogon der Laurentschen Reihenentwick-

lung über. Sei u eine in einem Bereiche S eindeutige harmonische

Funktion, und sei ^ ein ganz innerhalb S gelegeiier Kreisring um
den Punkt 0: r = 0. Spaltet man u dann nach dem 5. Satze von § 4

in die Svimme zweier Funktionen:

u = u^ -f ?<3(, «31 = /'• log r -f u-,

so läßt sich «^, nach dem Vorausgehenden in eine Reihe von der

Form (2) entwickeln. Was nun ic anbetrifft, so wollen wir die Ebene

der Transformation r = \ 'r unterwerfen. Hierdurch geht tc in eine

Funktion u' über, welche folgende Reihenentwicklung gestattet:

tv ' r" \a cos uO -{- 1/ sin nO],

Indem wir jetzt durch Wiederholung dieser Transformation zur ur-

sprünglichen Funktion ir wieder zurückkehren, erhalten wir so für iv

*) Wir können indessen alle Rechnung vermeiden, indem wir bemerken,

daß der Integrand des Poissonschen Integrals in einem bestimmten Bereiche

^ < ^'i 1/ <^f'i tp <C'^^^ stetig von den komplexen Argumenten x, ;/ und der

reellen Größe ti abhängt, und daß er sich überdies für jeden festen Wert von »'•

analytisch im Bereiche x <ih, y <ilt verhält. Da sich nun das letzte

Theorem von Kap. 7, § 5 auf Funktionen mehrerer Variabelen unmittelbar über-

tiu,gen läßt, so ist hiermit der Beweis geliefert.

**i Bei der Behandlung des Cauchy sehen Problems läßt sich zeigen, daß

diese Reihe stets innerhalb desjenigen im Kreise K einbeschriebenen Quadrats

konvergiert, dessen Diagonalen in den Koordinatenachsen liegen. Zuweilen bihlet

dieses Quadrat den ganzen Konvergeuzbereich der Reihe, zuweilen aber kon-

vergiert letztere noch für andere Punkte. Diese Angaben verdanke ich einer

mündlichen Mitteilung von Hrn. Prof. Bö eher.
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eine Reihe von derselben Form wie (2) mit der einzigen Ausnahme,

daß jetzt die Exponenten negative ganze Zahlen sind. Hieraus ergibt

sich der

2. Zusatz. Ist u in einem Kreisringe eindeutig und harmonisch,

so läßt sich u dort in folgende Reihe entwiclieln'^):

(5) u = /. log r + ^r"(a^ cos nd + ?>„ sin nd).
n = — X

Dabei ist die Darstellung eindeutig.

Den AVert der Koeffizienten kann man auch hier in ähnlicher

Weise wie vorhin darstellen. Zu dem Zwecke wird man am ein-

fachsten die Reihe (5j mit cos «ö bezw. sin «ö multiplizieren und

dann über den Kreis r = Ji integrieren, wo R eine beliebige zwischen

dem inneren und dem äußeren Radius von £ gelegene Größe be-

deutet. So kommt:

«„ = — fu cos nddO, h_ = ~~ fu sin nOdd, n =H 0;
7tR"J

' " TtJJV
' ^ '

ü

271

^'o= ^JUdO-nogR,

wo U den Wert von ti auf dem Kreise r = R bedeutet.

2. Satz. In einem Bereiche S sei u eindeutig und harmonisch.

Verschivindet u dann in allen Punkten eines in S enthaltenen Bereiches 2,

so verschivindet u überhaupt in jedem PunMe von S.

Sei Ä ein innerer Punkt von 2^ und B ein beliebiger Punkt

von S. Wir wollen Ä mit B durch eine ganz innerhalb *S' ver-

laufende Kurve verbinden und diese dann durch eine endliche Anzahl

ganz in S gelegener Kreise derart überdecken, daß der Mittelpunkt

eines jeden derselben, vom zweiten ab, innerhalb des vorhergehenden

liegt. Nun wird die Entwicklung (2) im ersten Kreise, dessen Mittel-

punkt in A liegen möge, identisch verschwinden, weil dies eben für

die Umgebung des Punktes A der Fall ist. Infolgedessen muß die

Entwicklung im zweiten Kj-eise gleichfalls identisch verschwinden,

u. s. w. f. Daher verschwindet u schließlich im Punkte B, und hier-

mit ist der Satz bewiesen.

Auf Grund dieses Satzes gestaltet sich nun das Brinzip der

harmonischen Fortsetzung in der Theorie des logarithmischen Potentials

*) Die Anmerkung znm 1. Satze ist auch hier am Platze.
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genau ebenso, Avie das Trinzip der aualytiscdieii FortseL/Juig Ix-i dtjn

analytischen Funktionen eines komplexen Arguments. Sind nämlieh

11^ und Ho zwei Funktionen, welche sich bezw. in zwei übereinandcr-

greifenden Bereichen S^ und S^ eindeutig und harmonisch verhalten;

ist ferner im gemeinsamen Teile dieser Bereiche k^ = u.,, so erwächst

aus »j und u^ eine Funktion, welche in dem aus *S\ und S^ zusammen-

gesetzten Bereiche S harmonisch ist. Hieraus geht der folgende

Satz hervor.

3. Satz, l^iiic liarmoniscJie Funkfion läßt sich aber ein bestinü>i(es

Bandstiick des Bereiches S, in ivelchem sie zunächst gegeben ist, hinaus

höchstens auf eine Weise harmonisch fortsetzen.

Zur vollständigen Definition einer harmonischen Funktion kann

man hiernach von einer besonderen Bestimmung derselben in einem

beschränkten Bereiche ausgehen und diesen Bereich dann durch An-

gliederung benachbarter Bereiche schrittweise erweitern, was im all-

gemeinen zu einer Riemanuschen Fläche führeri wird. Setzt man
das Verfahren fort, bis ein Bereich erhalten wird, welcher keiner

derartigen Erweiterung mehr fähig ist, so gelangt mau damit zum

Begriffe einer monogenen harmonischen Funktion. Die nähere Aus-

führung der Einzelheiten verläuft hier den entsprechenden Entwick-

lungen bei den analytischen Funktionen eines komplexen Arguments

genau parallel, und deshalb begnügen wir uns mit diesen kurzen An

deutungen.

Den Beweis des 2. Satzes hatte luemann in § 11 seiner Disser-

tation im Anschlüsse an Gauß, der den dreidimensionalen Fall be-

handelt hatte, mittels der Integralsätze zu führen gesucht. Seine

Schlußweise ist jedoch lückenhaft, da er es als selbstverständlich an-

sieht, daß eine Kurve, längs deren eine harmonische Funktion u ver-

schwindet, entweder a) ein Gebiet begrenze, in welchen u überall ein

und dasselbe Vorzeichen bewahrt, oder aber b) innerhalb eines Be-

reiches liege, in welchem u = ist; und daß fernerhin in letzterem

Falle der Bereich, in welchem u verschwindet, jedenfalls an ein Ge-

biet stoßen müsse, in welchem u gleiches Vorzeichen bewahrt, es sei

drnn, daß u überall in S verschwindet. Es gibt indessen noch eine

Möglichkeit, woran Riemann nicht dachte. Die Funktion u könnte

nämlich in jeder Umgebung der betreffenden Linie, und zwar auf ein

und derselben Seite derselben, das Vorzeichen weehseln, wie folgendes

Beispiel zeigt:
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1

u = f(x, y) = e ^"
(y - sin —) ,

.^; > 0;

f{x, y) = 0, x^O.

Diese Funktion ist nebst allen ihren partiellen Ableitungen stetig.

Längs der Linie x = verschwindet sie nebst der nach der Normale

genommenen Ableitung rufen = du/'dx. Trotzdem stößt kein Gebiet

an die Linie, in welchem u durchweg positiv oder durchweg negativ

bliebe. Daß dieses Beispiel indessen für das Yerlialten einer har-

monischen Funktion doch nicht maßgebend ist, Avird durch folgenden

Satz evident.

4, Satz. Sei u in einem Bereiche S eindeutig und harmonisch,

ohne sich auf eine Konstante zu reduzieren, und sei 0: (a, b) ein

innerer PunJcf von S. Dann bestellt der Ort der in der Umgebung

von gelegenen Punl'te, in denen

u (x, y) = u (a,b)

ist, aus einer oder mehreren regulären Kurven. Im letzteren Falle ist

die Anzahl m dieser Kurven stets endlieh, und zivar schneiden sie sich

im Punkte unter gleichen Winkeln.

Im allgemeinen wird mindestens eine der partiellen Ableitungen

erster Ordnung im Punkte von Null verschieden sein. Dann folgt

der Satz unmittelbar aus dem Existenztheorem von Kap. 2, § 4, wo-

bei also m = 1 ist.

Verschwinden dagecfen beide Ableituno-en erster Ordnung in 0,

so sei m die Ordnung der niedrigsten Ableitung, welche dort nicht

verschwindet. Dann fehlen die Terme 1., 2., . . ., (?« — 1)*" Ordnung

in der Reihenentwicklung [2], und es ist mithin

u — Uq =^ r" [rt,, cos n9 -f- h^ sin nd],

wo UQ = u(a,b) ist und a^^^,b^^^ übrigens nicht beide verschwinden

können. Demgemäß werden die Punkte der Umgebung von 0, in

welchen u = u^ ist, dadurch erhalten, daß man die Gleichung:

f(r, 6)=^ ;•"-'"[«„ cos nß + />„ sin nß'] ^
it — ///

nach r auflöst. Hierzu gibt nun jener Existenzsatz von Kap. 2, § 4

wieder die Mittel an die Hand. Li der Tat sei ß^ eine Lösung der

Gleichung

:

(6) a^ cos m ß -{- h^^ sin m ß = 0.
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Dann versihwiudet

'

^ = m (— ^,„ sin nid -\- b„ cos m ö) -f- > nr"~"'\— <i sin iift 4- h cos ;/ 1

II = in • I

im Punkte r ==0, = 6q sicher nicht, und int'ol^^eilessen «riht es fiiie

eindeutige stetige, mit einer stetigen Ableitung versehene Funktion:

Ö = w(r), -h<r<h\ cj(0) = 9q,

welche, in f()',0) eingetragen, diese Funktion identisch zum Ver-

schwinden l)ringt.*) Da nun die sämtlichen Lösungen von Mi) aus

einer einzigen, Öq, derselben vermöge der Formel:

ö, = Öo +
'''",

l- = (), !,...;>/- 1,

erwachsen, so ist hiermit die Existenz von ni regulären Kurven, wie

sie der Satz verlan^^t, nachgewiesen. Daß diese Kurven fernerhin

alle diejenigen Punkte der Umgebung von erschöpfen, in welchen

/"(;•, 6) verschwindet, folgt ebenfalls aus dem bewußten Existenz.satze.

In der Tat besagt dieser Satz, daß es zwei positive Größen li, /.• gibt,

derart, daß alle Punkte (r, d), wofür

\r,<h, \d-0,\<l-

ist und in welchen zugleich f(); ff) verschwindet, auf der obigen

Kurve 6 = oj(r) liegen. Hiernach liegt jede der m Kurven in einem

Winkel:

öo
- /. < ö < Öo + A-

eingebettet, derart, daß kein weiterer Punkt sich dort befindet, in

welchem f=0 wäre. Ist hiermit die ganze Umgebung des Punktes ()

noch nicht erschöpft, so beachte man, daß in den übrigen Punkten

derselben

I

a^ cos )u 6 -{- 6„, sin m d /> G

bleibt, wo G eine feste positive Größe ist. Daher kann man eine

Zahl Q so wählen, daß für jene Werte von und für r < p der

Rest der fn',6) definierenden Reihe:

2 r"-'" [«„ cos «Ö +• &„ sin nß],

n = m + l

dem absoluten Betrage nach kleiner als G bleibt, und damit ist ein

Verschwinden von f in diesen Punkten ausgeschlossen.

*) Will man negative Werte von r vermeiden, so braucht man nur zu l>e-

achten, daß

fO% 6} = f{- r. e + n)

ist.

Osgood, Funktionentheorie. II. 38
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lu der komplexen Fniiktionentheorie haben wir betont, daß die

unendlichen Reihen zur Herstellung der allgemeinen Grundlagen jener

Theorie durchaus entbehrlich sind, man kommt schon mit den end-

lichen Reihen, dem Analogon des Mittelwertsatzes der Differential-

rechnung, zum Ziele. Auch hier verhält sich die Sache genau ebenso.

Anstatt den Poissonschen Integranden in eine unendliche Reihe /u

entwickeln, genügt es, wenn man bloß eine endliche Anzahl Terme

aus jener Reihe verwendet und den Rest dann explizite hinzufügt.

Aufgabe 1. Man zeige, daß es in der Umgebung eines Punktes,

in welchem u harmonisch ist und cujdx, dujdy gleichzeitig ver-

schwinden, keinen weiteren Punkt gibt, in welchem diese Ableitungen

beide verschwinden.

Aufgabe 2. Ist u in jedem Punkte eines regulären Kurven-

stücks harmonisch und nimmt u dort einen konstanten Wert c an;

verschwindet ferner duJen längs dieser Kurve, so ist überall w = c.

Aufgabe 3. Die Umgebung eines Punktes 0: (a, &), in welchem

H den Voraussetzungen des Satzes genügt, wird durch den Ort der

Gleichung

ii(x, y) = u{a, h)

in Bereiche zerlegt, in welchen u abwechselnd positiv und negativ ist.

§ n. Harmonische Fortsetzung über eine analytische Kurve hinaus.

Wir wollen mit dem Falle beginnen, daß die Funktion ii sich

in einem, in der oberen Halbebene gelegenen, an die .«-Achse stoßen-

den Bereiche S eindeutig und harmonisch verhält und im übrigen längs

eines Stückes dieser Achse verschwindet. Sei P: {x, y) irgend ein

innerer Punkt von S, und sei P': (x, y) sein Spiegelbild in Bezug auf

die jC-Achse; dann ist ic'= x, !/'= — y. Jetzt will ich die Funktion u

in dem zu S symmetrischen Bereiche S' der unteren Halbebene, wie

folgt, definieren: der Wert von u im Punkte P' soll demjenigen,

welchen ii im Punkte P annimmt, entgegengesetzt gleich sein:

u{x', y") = — u{x, y).

Die solchergestalt erweiterte Funktion u ist offenbar stetig im er-

weiterten Bereiche, besitzt fernerhin partielle Ableitungen in allen

inneren Punkten von S\ wobei insbesondere:

/.j cu du du du\
^ ^ dxiinr^ dXinI"' dy [in P dy\inP'

ist, und genügt endlich der Laplaceschen Gleichung, wenigstens in
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den letztgenannten Punkten. Ol) sich n inilosscn iiucli in den l'iinktfn

der .T- Achse harmonisch verhält, ist noch keineswegs klar, denn wir

wissen ja nicht einmal, ob fU/fji in jenen l*unktrn fiherhaupt

existiert. Den nötigen Aufschlnß hierüber gibt uns ein Satz von

'P' ;

Schwarz. Sei A ein Punkt der ^'-Achse, welcher innerhalb des er-

weiterten Bereiches liegt, und sei ferner K ein ganz innerhalb dieses

Bereiches gelegener Kreis \\m A. Dann setzt Schwarz das Poisson-

sche Inteü:ral an:

2ar cos(9 — i/») -|- r'
dt,

wobei U den Wert von u auf dem Rande von K bedeutet. Das

stellt eine in K harmonische Funktion ll^ vor, die vor allen Dingen

längs des oberen Kreisrandes mit u übereinstimmt. Ich behaupte

nun: u^ fällt auch längs der reellen Achse mit u zusammen. In der

Tat hat 6 in jedem dieser Punkte den Wert oder n, woraus denn

folgt, daß der zweite Faktor des Integranden in zwei symmetrisch

zur a;-Achse gelegenen Punkten des Kreisrandes gleiche Werte erhält,

während dem ersten Faktor entgegengesetzt gleiche Werte in diesen

Punkten zukommen, und daher verschwindet das Integral. Hiermit

ergibt sich, daß wir in u und /(, zwei Funktionen haben, welche

beide im oberen, sowie im unteren Halbkreise harmonisch sind und

überdies am Rande jener Halbkreise gleiche Werte annehmen. In-

folgedessen müssen sie nach dem 4. Satze von § 3 im Innern der

Halbkreise, und somit auch im Innern des Vollkreises miteinander

übereinstimmen. Nim verhält sich aber u^ harmonisch im Punkte A,

und hiermit ist die gewünschte Ergänzung geliefert. Das Ergebnis

fassen wir unter einer sogleich zu besprechenden Enveiterung des-

selben, wie folgt, zusammen.

1. Satz. Verhält sich u in einem Bereiche S, dessen liiyrcnziimi

zum Teil ans einem Stücke C einer r/eraden Linie besteht, harmonisch,

.38*
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und verschwindet u überdies längs C, so läßt sich u über C hinaus

harmonisch fortsetzen. Dabei erhält die erweiterte Funktion entgegen-

gesetzt gleiche Werte in je ztcei Punlden P und P', welche in Bezug auf

C symmetrisch zueinander liegen, uährend die honjugierte Funktion

gleiche Werte in P und P' annimmt.

Sollte nämlich (' nicht von vornherein mit der reellen Achse

zusammenfallen, so genügt eine Bewegung der Ebene dazu, um dies

zu erzielen. Im übrigen darf S auch mehrblättrig sein und über die

Verlängerung von (\ ja sogar noch (natürlich mit einem anderen

Blatte) über C selbst hinübergreifen. Man wird dann zunächst bloß

\p'

Fig. 139.

einen schlichten, an C stoßenden Teil Ton S, worauf also die vorstehen-

den Ausführungen direkt anwendbar sind, in Betracht ziehen, um
hinterher diesen Teilbereich nebst seinem Spiegelbilde sich dehnen

und eventuell den ganzen Bereich S nebst dessen Spiegelbilde um-

fassen zu lassen.

Den letzten Teil des Satzes beweist man ohne Mühe, indem

man die Werte des über die Kurven L und L' erstreckten Integrals:

/-
C II

-,
,
cu ^

^r-dx -\-— dy
cij c X "^

unter Berücksichtigung der Relationen (1) miteinander vergleicht.

Im Anschlüsse an diese Resultate leiten wir noch einen weiteren

Satz bezgl. einer harmonischen Fortsetzung ab. Zuerst aber eine

Definition. Eine reelle Funktion einer oder mehrerer reeller

Variabelen heißt in einem Punkte analgtisch, wenn sie in der Um-
gebung dieses Punktes nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt

werden kann. Sie heißt ferner in einem Bereiche analytisch, wenn

sie in jedem Punkte des Bereichs eindeutig und analytisch ist. Endlich

heißt sie längs einer Kurve analytisch, wenn sie eine analytische

Funktion der Bogenlänge dieser Kurve ist. Für die gegenwärtigen

Zwecke ist es nicht nötig, diese Definitionen weiter zu fassen.
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2. Satz. Verhält sich n in einem Bereiche S. dessen Bcfircnzung

zum Teil aus einem Stiiclr C einer Geraden hcstehf, harmonisch, und

nimmt u außerdem läne/s (' anali/tischc Randaerte an, so läßt sich n

/Hier C hinaus harmonisch fortsetzen.

Sei C ein Stück der x-Achse, woran S von oben her stoßen

möge. Die Randwerte von u längs C mögen mit ^Ui bezeichnet

werden. Ist nnn Aq ein beliebiger Punkt von C, so haben wir:

(p(x) = Cq+ c^(x — Xf,) + C.AX — Xf^Y H ,
\x — Xf,^<Ro.

Aus dieser Reihe will ich eine Funktion x^ ableiten, welche sich

im Punkte x = Xq. // = harmonisch verhält und überdies längs C
mit cp{x) übereinstimmt. Zu dem Zwecke ersetze ich durchweg*)

{X — Xq)" durch r" cos n 0.

So kommt:

"i = ^0 + 'i
' cf>s ö + c, >•- cos 2 ö -(-••

.

Indem ich nun diese Funktion vom vorj^elegten lo<;arithmischen Po-

tential x abziehe, erwächst so eine Funktion:

u - n„

welche im Halbkreise < y < i?^, <, 6 <^ jt allen Forderungen des

1. Satzes Genüge leistet, und daher kann sie über die a;- Achse hinaus

fortgesetzt werden. Da h^ diese Eigenschaft gleichfalls besitzt, so

gilt dasselbe auch für die ursprüngliche Funktion u. Hiermit ist zu-

nächst bewiesen, daß a in der Umgebung eines jeden Punktes von C
eine harmonische Fortsetzung über C hinaus gestattet. Hieraus schließt

man weiter nach wohlbekannten Methoden**), daß u auch im Großen

über die ganze Strecke (' hinaus harmonisch fortgesetzt werden kann.

Wir schreiten jetzt zu einer weiteren Verallgemeinerung der vor-

hergehenden Residtate.

Definition. Eine Kurve

C: x = (p(t), ij = t{t), a<t<ß.
heißt analytisch in einem Piinlie t = t^^, wenn die Funktionen g:i7),

t'it) beide in diesem Punkte analytisch sind und außerdem

i^'(^o)l + '^''(^o)! >

*) Zur MotiTierung dieses Schrittes betrachte mau »He komplexe Potenz-

reihe :

^0 + Ci (z — J^o) -I- e. (z — Jo - + •, -' — •'•« < -^0

Setzt man hier z — x^ = r [cos 6 + j sin 0) und trennt man Reelles und Imagi-

näres, so liefert der reelle Teil die in Aussicht genommene Funktion //,.

**) Hierüber vergleiche man die Ent^vicklungen von § 7, sowie den Beweis

des 4. Satzes dieses Paragraijheu, wo ähnliche Überlegungen ins Einzelne durch-

creführt sind.



5ö4 J-LL, lo- JJas logantlimische rotentiai.

ist. Die Kurve C heißt schlechtweg analytisch, wenn sie in jedem

Punkte des Intervalls a ^t ^ ß analytisch ist. Damit eine Funktion

längs C analytisch sei, ist offenbar notwendig und hinreichend, daß

sie eine analytische Funktion des Parameters t sei.

3. Satz. Verhält sielt u in einem Bereiche S, dessen Begrenzung

zmn Teil aus einer analytischen Kurve C besteht, harmonisch, und

nimmt u ferner längs C analytische Randwerte an, so läßt sich u

über C hinaus harmonisch fortsetzen.

Der Satz wird offenbar bewiesen sein, wenn wir zeigen können,

daß die Kurve (' nebst ihrer Umgebung auf ein Stück einer geraden

Linie nebst ihrer Umgebung ein -eindeutig und konform abgebildet

werden kann. Denn dadurch würde die Funktion u in eine Funktion

des transformierten Bereiches übergehen, welche allen Forderungen

des 2. Satzes gerecht wird. Daß dies nun auch in der Tat angeht,

besagt der folgende

4. Satz. Sei C eine analytische Kurve. Dann läßt sich die Um-
gebung von C auf die Umgehung einer geraden Strecke F ein-eindeutig

und honform beziehen, dergestalt daß die Kurve C in die StrecJie F
übergeht.

Die Kurve C, welche durch die Gleichungen

^ = ^(0^ y = ^(0? a<t<ß,
dargestellt werde, darf über sich selbst hinüberschneiden, was zu

einer mehrblättrigen Riemannschen Fläche für den Streifen S führen

würde. Der Einfachheit halber lassen wir indessen diesen Fall bei-

seite. Sei tf^ ein beliebiger Punkt des Intervalls («, /3): a<Ct^ß,
und man setze die Taylorsche Entwicklung für q), il) an:

(p{t) = ao+ a^it— Iq) + a^{t— t^)-

^

,

^(t) = h, + h,{t - g + h,{t - t,y+ . .
..

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit i =]/— 1 und

addiei-t sie dann zur ersten, so erhält man eine Potenzreihe in 1—1^:

(2) z==x + yi = («0 + b,i) + (a, + b,i)(t - ^ + • • •,

welche auch für komplexe Werte von t einen Sinn hat, und zwar

definiert sie eine analytische Funktion von t von folgender Be-

schaffenheit :

a) Diese Funktion bildet die Umgebung des Punktes f^ ein-

eindeutig und konform auf die Umgebung des Punktes Xq= (p (Jq),

^0= ^(^o) ^^' denn ihre erste Ableitung hat in diesem Punkte einen

nicht verschwindenden Wert, 9)\^o) ~^ '^'(^o); ^^ nämlich allgemein
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(p'{t)^ -\- il''{f)- > ist. Wir wolleil mit 7.',, dt-ii I{;i<liu8 (i«'s trniütf'ii

Kreises um /„ bezeichnen, welcher als derartige Umgebung dienen kaun.

b) Der in der Umgebung des Punktes t = /^ gelegene Teil «ler

reellen Achse geht dabei in einen den Punkt (./q, y^) umfiisjscnden

Bogen von C über.

c) Der Teil der Umgebung von (a„, //„), welcher auf einer Seite

von (' liegt, geht in einen Bereich der /-Ebene über, welcher an das

betreflfende Stück der reellen Achse stößt und im übrigen entweder

ganz in der oberen oder ganz in der unteren Halbebene liegt.

Den Gebrauch komplexer Größen kann man natürlich vermeiden,

indem man im Anschlüsse an (piti die beiden Funktionen:

(p^ir, 6) = ÜQ + a^r cos + n.^r- cos2d -\- ,

(ToCn ö) = a^r sin + a.,r- sin 2Ö + • • •.

und ebenso im Anschlüsse an t(h zwei Funktionen v.\{r,0), n'., rjl

)

bildet. Dann wird die Abbildung durch die Funktioiit^n:

PC

X = (py — ^»2 =^^ '"(«« cos nd — hj^ sin u 0).

n=

y = ^2 + ^1 =^ '"
i^n si^^ '^ ^ "r ^„ t-os >/ Ö ),

n =0

bewerkstelligt. Führt man hier noch rechter Hand rechtwinklige

Koordinaten ^ = r cos ö, t; = r sin ö ein, so hat die Jacobische Deter-

minante ^^V~^ im Punkte £==?>= den nicht verschwindenden Wert

Hiermit ist im Kleinen für die Umgebung des Punktes (x^, iIq)

das erreicht, was der Satz im Großen für die ganze Kurve C ver-

lancrt. Xun überzeugt man sich leicht nach wohlbekannten Methoden,

daß die Größe i?^ im ganzen Intervalle a<f<ß eine positive untere

Grenze R haben muß. Umgibt man also F mit dem Streifen, welcher

durch einen Kreis vom Radius R ausgefegt wird, wenn dessen Mittel-

punkt die Strecke F durchläuft, so wird jeder Lage desselben eine

ein -eindeutige Beziehung von seinem Inneren auf die Umgebung des

zugehörigen Punktes von C entsprechen. Die solchergestalt erhaltenen

Punkte der .?-Ebene bilden sonach einen (' umgebenden Streifen,

welchen wir nun leicht geneigt sein könnten, für eine solche Um
gebung von C anzusehen, wie der Satz sie verlangt. Doch würden

wir damit einen Fehler begehen, denn dieser Streifen könnte sehr

wohl noch im Großen über sich selbst hinül>ergreifen. Es kommt
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uns also jetzt darauf an zu zeigen, daß R in dem Falle stets durch

eine kleinere positive Größe r ersetzt werden kann, wofür dies nicht

eintritt.

Gesetzt, dem wäre nicht so. Sei )\, r^, • • eine Reihe positiver

gegen abnehmender Größen. Zu jedem Werte von n würde es

dann einen Punkt ^„ geben, welchem zwei verschiedene Punkte

f',, tu entsprechen. Die Punkte t',^ haben offenbar eine auf F gelegene

Häufungsstelle t', und ebenso die Punkte C eine Häufungsstelle t".

Hieraus entsteht aber ein Widerspruch. Denn, wenn wir annehmen,

daß t' und t" getrennte Punkte sind, so entsprechen ihnen auch ge-

trennte Punkte von C, deren Umgebungen daher nicht stets gemein-

same Punkte haben werden. Und ebensowenig können t' und /" zu-

sammenfallen, denn die Abbildung ist ja umkehrbar eindeutig im

Kleinen.*)

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, daß die Bedingung des

3. Satzes auch umgekehrt notwendig ist. Läßt sich nämlich eine

harmonische Funktion über ein analytisches Randstück hinaus har-

monisch fortsetzen, so nahm die Funktion schon analytische Rand-

werte an jenem Randstück an. Hieraus entnehmen wir eine einfache

Weise, Funktionen mit natürlichen Grenzen herzustellen. So können

wir beispielsweise längs der Peripherie eines Kreises eine stetige

Folge nicht-analytischer Werte vorschreiben und dann das dazu ge-

hörige Poissousche Integral bilden. Man vergleiche übrigens das

Beispiel von Kap. 9, § 5.

Definition. Seien P, P' zwei Punkte, welche symmetrisch

zueinander in Bezug auf F liegen, und seien Q, Q' ihre Bildpunkte.

Dann heißen letztere beiden Punkte symmetrisch in Bezug auf C.

Xun gibt es aber verschiedene Abbildungen, welche den Bedingungen

des vorstehenden Satzes genügen. Daher ist es von Wichtigkeit fest-

zustellen, daß, wenn Q, Q' bei einer derselben symmetrisch sind, sie

es dann auch bei jeder anderen sind. In der Tat wird eine beliebige

dieser Abbildungen durch ein Paar konjugierter harmonischer Funk-

*) Eine ähnliche Ergänzung wie die soeben besprochene hat man auch
in der Variationsrechnung nötig, wo es sich um ein Feld von Extremalen han-

delt; vergl. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung^ § 14. Auf diese Lücke
hat Bolza aufmerksam gemacht, Transactions Amer. Math. Soc. Bd. 2 (1901),

S. 424. Fußnote. Dabei ist aber seine Kritik, sofern sie sich auf meine Arbeit

bezieht, nicht ganz zutreffend, denn es war mir ja an der betreffenden Stelle gar

nicht darum zu tun, den Beweis ins Einzelne durchzuführen. In der Tat war
mir die Lücke bei Kneser gleich nach dem Erscheinen seines Lehrbuchs im
Winter 1899/1900 aufgefallen.
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tioiK'ii Ton .r. // iK'wt'rkstelligt, wovon dif eint' liiiii^s (' vfisch windet,

liei der besonderen, der Definition zn Gninile liegpiulcn Althildiin«^ j/elit

nnn letztere Funktion in eine hannouische Funktion über, wrdche

läugs r verschwindet. Darnm nimmt sie in /' und /'' fntge^en-

gesetzt gleiche Werte an, während der zu ilir konjugierten Funktion

dort gleiche Werte znkommen. Diissell)e gilt also auch für (^f, (/,

und das wollten wir eben beweisen.

Ist (' insbesondere ein Kreisbogen, so sind symmetrische Punkte

konjugiert. Denn durch eine lineare Transformation der komj)lexcn

z = X -\- y//-Ebene auf die komplexe /-Ebene, wobei (' in F übergeiit,

ist dies ja der Fall.

5. JSatz. Sei S ein Bereich, icclcher an eine analytische Kurve C
stößt, und sei S' ein ziveiter, auch an C, aher von (kr anderen Seite

her stoßender Bereich, dessen Funkte zu den PiinJäen von S in Bezug auf

C sijmmetrisch liegest. Ist dann u harmonisch in S und verschwindet

n längs C, so läßt sich u dadurch über C hinaus in S' harmonisch

fortsetzen, daß man jedem Punkte Q' von S' den entgegengesetzt

gleichen Wert zuordnet, welchen u im symmetrischen Punkte Q annimmt.

Im Falle (' insbesondere ein Kreisbogen ist, iverdqn Q und Q'

konjugiert sein.

An diesen Satz schließt sich noch der folgende Zusatz. Zur

Erleichterung der Ausdrucksweise bedienen wii- uns komplexer Größen.

Zusatz. Es seien S und T zwei Bereiche der komplexen w- resp.

z- Ebene, deren jeder zum Teil von einem Kreisbogen oder Geraden be-

grenzt ist, und die auch konform aufeinander bezogen sind, derart, daß

die genannten Randstücke, — C und r mögen sie heißen, — einander

entsprechen. Dann läßt sich die durch diese konforme Abbildung de-

finierte analytiscJte Funktion:

n- = f{z) res}), z = q)(w)

über F resp. C Jtinaus analytisch fortsetzen, und zwar erhält die Funk-

tion in zwei, symmetrisch zur betreffenden Begrenzung gelegenen Punkten

Woie, ivehhe durch zivei zur entsprechenden Begrenzung des abgebil-

deten Bereiches symmetrisch gelegene Punkte veranschaidicht werden.

Das Randstück F des Bereiches T mögen wir uns als einen Teil

tler reellen Achse denken, da dies ja stets durch eine lineare Trans-

formation der ^- Ebene zn erreichen ist. Demnach verhält sich der

Koeffizient y des rein imaginären Bestandteils der Funktion (f{w)

harmonisch in S und nimmt außerdem längs F den Randwert <> an.

Infohredessen läßt sicli // über C hinaus harmonisch fortsetzen, indem
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man S an C spiegelt und >/ dann in den Punkten des neuen Be-

reiches S' Werte beilegt, welche seinen Werten in den symmetrischen

Punkten von S entgegengesetzt gleich sind. Dabei erhält die zu y
konjugierte Funktion — x Werte in dem neuen Bereiche, welche mit

ihren Werten in den symmetrischen Punkten von S völlig überein-

stimmen. Hieraus entnehmen wir, daß S' konform auf das Spiegel-

bild von T in der reellen Achse der ^- Ebene abgebildet wird, und

hierin liegt der Beweis des Zusatzes.

§ 7. Über die Niveaukurven der Greenschen Funktion.

Es handelt sich in diesem Paragraphen um einen analytischen

Beweis des folgenden Satzes.

Theorem. Sei g die Greensche Funktion eines einfach zusam-

nwnhängenden Bereiches T. Dann besteht der Ort der PunJde, ivelche

der Gleichung

g = const.

genügen, aus einer einfachen regulären geschlossenen Kurve ohne Ecken,

irelche den Fol von g in seinem Inneren umfaßt.

Sei H die Menge der Punkte von T, in denen

(I > ^

ist, wo ju eine beliebige positive Konstante bedeutet. Diese Punkte

bilden ein Kontinuum, welches zum isolierten Randpunkte hat.

Würde nämlich 2J in mehrere Kontinuen zerfallen, so müßte es eins

davon geben, in Avelchem g ausnahmslos harmonisch ist, und an dessen

Rande g außerdem den konstanten Wert fi annimmt. Daher müßte

g auch im Inneren konstant bleiben, was zu einem Widerspruch

führt. In ähnlicher Weise zeigt man, daß der Rand g = a von 2J

nur aus einem einzigen Stücke (siehe hierüber Kap. 5, § 1 ) besteht.

Betrachten wir jetzt einen Randpunkt A von U, worin g = fi

ist. Die übrigen Randpunkte der Umgebung von Ä bilden dann

nach den Entwicklimgen des vorhergehenden Paragraphen eine oder

mehrere reguläre, alle durch den Punkt A gehende Kurven, welche

diese Umgebung in Bereiche zerlegen, die abwechselnd in U liegen.

Dementsprechend läßt sich wenigstens im Kleinen derjenige Teil von

Z!, welcher in der Umgebung eines Randpunktes A liegt, in Bereiche

a (siehe Kap. 5, § 9) zerlegen. Wir wollen zeigen, daß dies auch im

Großen zutrifft, dergestalt, daß der in 2J befindliche Teil der Um-
gebung von g = pL so genommen werden kann, daß er aus einer end-

lichen Anzahl von Bereichen 6 besteht.
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Zu ilt-'iii Zwecke zerlegen wir die Ebene in (^niidrutc, wie in

Kaj). ."), ij vi des näheren fiuseinandergeset/.t ist, wobei wir die (»n'ilie

der Quadrate gleich von vornherein so beschränken \\oMen, <hi|j einem

Quadrate, welches (} oder einen Kandpunkt von T im Inneren oder

auf seinem Rande enthält, kein Punkt von // = ju angeln'iren kann.

Wir beginnen mit einem Punkte A, durch welchen mehrere Kurven

gehen, falls ein solcher vorhanden sein sollte, und nehmen dabei die

Quadrate so klein, daß der Rand des Quadrats, worin Ä liogt, Stücke

aus 2^ schneidet, die entweder bereits Bereiche a sind, oder doch

sofort in solche verwandelt werden können.*) Da die Anzahl der-

artiger Punkte offenbar endlich ist, so kami man sie alle in der Lje-

nannten Weise vorwegnehmen.

Wir wollen jetzt die übrigen Quadrate, welche Punkte von

g = ^ enthalten, in Betracht ziehen. Diese bilden einen abgeschlossenen

Bereich**) S, in welchem sowohl u als ou/cx, cu/cy stetig bleiben,

und zwar hat mindestens eine dieser Ableitungen in jedem vor-

gegebenen Punkte von S einen nicht verschwindenden Wert. Diesem

Sachverhalt entsprechend gilt nun das Existenztheorem von Kap. 2,

§4 gleichmäßig für den Bereich S. Ausführlicher gesagt: Es gibt

gwei positive Konstanten, k und h ^ 1i, von folgender Beschaffenheit:

Sei («, b) ein beliehiger, in S gelegener FimM von g=-,u. und man

fasse die beiden Bereiche

I. \x-a <h, ii-b </,•:

IL \y-b\<h, .r-«i</.-,

ins Ängr. Bann sind zivei Fälle möglich: entiveder bilden dir in I.

befindlichen Punlde von g = [i eine reguläre Kurve:

y = (fix),

ico b=-(p{a), und (p{x) eine eindeutige, stetige mit einer stetigen Ab-

leitung ausgestattete Funldion von x im Intervalle \x — a <h ist:

oder die in IL befindlichen PunJcte von g = ^i bilden eine reguläre Kurve:

x=il)(y),

u-o a = tib) und t{y) eine eindeutige stetige, mit einer stetigen Ablei

tung ausgestattete Funldion von y im Intervalle \y — b < h ist.'
*** I

*j Falls A gerade am Rande des Quadrats liegen sollte, wird man sich

nötigenfalls- eines größeren, aus vier der vorliegenden Quadrate zusammenge-

setzten Quadrats bedienen.

**) Ob S aus einem oder mehreren Stücken besteht, ist für die Folge

gleichgültig,

***) Sollte der Punkt «, b) insbesondere nahe beim Rande v,,,, > li...r<'i., so
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Der Beweis dieses Satzes bietet durchaus keine Schwierigkeit

und kann deshalb wohl übergangen werden.

Jetzt sind wir gleich am Ziele. Es bleibt nur noch übrig, die

Quadi-ate so klein zu nehmen, daß die Seitenlänge einer Masche des

Netzes die Größe hj2 nicht übertrifft. Dann läßt sich nach der

Methode von Kap. 5, § 9 dem in 6" gelegenen Teile des Ortes g = }i

eine endliche Anzahl von Bereichen 6 zuordnen, derart, daß jeder

Bereich an diese Kurve stößt, während umgekehrt jeder Punkt der

Kurve Randpunkt eines Bereiches ist. Hiermit haben wir unter

Heranziehung der früheren, an etwaige mehrfache Punkte des Randes

stoßenden Bereiche eine endliche Anzahl von Bereichen 6 erhalten,

deren jeder zwei Nachbarn hat, und welcher übrigens den ganzen

Ort (j = ft besetzen. Daraus ergibt sich, das der Ort // = ju, sich aus

einer endlichen Anzahl einfacher regulärer Kurven zusammensetzt,

welche sich nunmehr zu einer einzigen regulären geschlossenen Kurve

anordnen lassen. Letztere Kurve ist aber auch einfach. Denn sonst

könnte man bereits aus einem Teile derselben eine einfache Kurve

zusammensetzen, welche dann Z" notwendig umfassen müßte. Hieraus

schließt man ferner auf die Existenz von Querschnitten, welche das

Innere dieser Kurve durchsetzen und aus weitereu Teilen des Ortes

(/ = ^ bestehen. Das führt aber zu einem Widerspruch, und hiermit

ist der Beweis geliefert.

Der gleichmäßige Teil des vorstehenden Beweises läßt sich auch

auf andere Weise führen. Vor allem sieht man, daß man den Ort

(/ = fi mit einem abgeschlossenen Bereiche umgeben kann, der weder

an noch an den Rand von T hinanreicht. Auf Grund dieser Tat-

sache beweist man dann, daß ein Stück von </ = ^, welches aus einer

glatten regulären Kurve besteht, stets gleichmäßig fortgesetzt werden

kann, indem ein neuer glatter regulärer Bogen von Länge ^ h, wo
h eine positive Konstante bedeutet, glatt angegliedert wird. Endlich

bleibt noch der Nachweis zu führen, daß dieser Schritt nicht beliebig

oft wiederholt werden kann, ohne den Ort g = u zu erschöpfen.

Zusatz. In Jieinem inneren Punkte von T verschwindet dgjdn,

tvo sich n auf die Normale der Kurve g = const. hezieht.

daß der Bereich I oder II über S hinausgreift, so wird selbstverständlich von

den außerhalb S gelegenen Punkten des betrelFenden Bereiches abgesehen.



§ 8. Von der Beziehung der Potential- zur Funktionentheoric.

i? S. Von der Beziehung der Potential- zur Funktionentheorie,

Auf Gruud des Umstaiides, dal.) dir rancliy-l\i('ni;iniis(ln'ii I)iHt'-

ventialgleiidiuiigen

CK d r du c V

ex dy ' cy ~ dx

sowohl für ein logaritlimisclies Potential als auch für eine analytische

Funktion eines komplexen Arguments eine notwendige und hin-

reichende Bedingung bilden, erweisen sich die Theorien dieser beiden

Funktionsklassen als im wesentlichen miteinander identisch.*) Diesen

Gedanken stellte Riemaun von vornherein an die Spitze seiner Theorie.

In der Dissertation leitete er eine Reihe von Sätzen ab, die wir zum

großen Teile in den voraufgehenden Paragraphen wiedergegeben

haben, und wovon einer der wichtigsten noch in § 9 gebracht wird.

Dabei war es ihm indessen nicht in erster Linie um einen syste-

matischen Aufbau der Theorie des logarithraischen Potentials als

Grundlage für die Funktionentheorie zu tun, vielmehr suchte er ver-

möge der Methoden jener Theorie, welche er vor allen Dingen als

die Dienerin dieser anstellte, neues funktionentheoretisches Gebiet zu

erschließen. Demgegenüber haben wir uns die Aufgabe gestellt, eine

selbständige Theorie der harmonischen Funktionen zu entwickeln,

welche wir dann erst nachträglich mit der Theorie der Funktionen

eines komplexen Arguments in Verbindung setzen, denn dadurch er-

hält man ein klareres Bild einer jeden der beiden Theorien für sich.

AVenn wir nun die einzelnen Sätze dieser Theorien bezw. einander

gegenüberstellen, so zeigt sich durchaus kein völlig ein-eindeutiges

Entsprechen. Bald sind die Bedingungen des Satzes aus der einen

Theorie die weitereu, bald verhält sich die Sache gerade umgekehrt.

So verlangt beispielsweise der 6. Satz des § 4 nur, daß n, also daß

bloß der eine Bestandteil der komplexen analytischen Funktion in

der Umgebung des Punktes («, h) eindeutig und endlich bleibe, wäh-

rend der analoge Riemannsche Satz (Kap. 7, § ü, 7. Satz) doch vor-

aussetzt, daß auch die konjugierte Funktion erstens eindeutig, sodann

noch endlich sei. In diesem Falle ist also der Satz der Potential-

theorie der allo-emeinere. Anderer.'^eits fordert man in der Potential-

theorie sowohl die Existenz als auch die Stetigkeit der Ableitungen

erster und zweiter Ordnung von u bezw. der Ableitungen erster Ord-

*) Genauer gesagt hat jeder Satz der einen Theorie sein Gegeubihl in der

anderen Theorie. Dagegen hat jede Theorie ihre eignen Methoden.
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uung von i( und r.*) Hingegen wird in der Fimktiouentheorie ge-

zeigt, daß die bloße Existenz einer Ableitung der komplexen Funktion,

also nur die Existenz eines Tollständigen Differentials der Funktionen

u und V genügt, damit u und r stetige Ableitungen besitzen, — Satz

von Goursat, Kap. 1, § 16.

Das klassische Problem der Potentialtheorie, eine harmonische

Funktion vermöge ihrer Randwerte zu bestimmen (vergl. unten) dient

dazu, das Maß der Willkür bei einer ähnlichen Be.stimmungsweise

komplexer analytischer Funktionen festzustellen. Wie ersichtlich, kann

man den Wert des reellen Teils einer Funktion letzterer Klasse am

Rande eines Bereiches beliebig vorschreiben, wodurch dann die Funk-

tion bis auf eine rein imaginäre additive Konstante völlig definiert

ist. Was die Randwerte des rein imaginären Bestandteils anbetrifft,

so können wir nur noch über einen einzigen davon verfügen.

Hieran knüpfen wir noch die Bemerkung, daß Avir auf Grund

der Entwicklungen von § 5 im Stande sind, die Cauchy-Taylorsche,

sowie die Laurentsche Reihe direkt abzuleiten. Unter den Be-

dingungen des Satzes von Kap. 7, § 13 läßt sich nämlich der reelle

Teil von /'(/) in die Reihe:

u = Y + y' r" (Vf„ cos nO + &,, sin uß)

,1 = 1

entwickeln. Die hierzu konjugierte Funktion v wird dann durch die

Reihe

:

V = C -r^ r" (a^^ sin nd — h^^ cos nd)

n = l

gegeben, wobei es nur noch übrig bleibt, das konstante Glied in ge-

eigneter Weise zu bestimmen. Hieraus folgt:

u -I- i-/ = ^ 4- Ci +^ («„ — hj) r" (cos nO + i sin nß),

« = i

was eben die Cauchy-Taylorsche Reihe ist.

*) Hierüber vergleiche man indessen Bö eher, der folgende Definition zu

Grunde legt: Die Funktion n soll in einem Bereiche T harmonisch heißen, falls

u dort eindeutig und nebst den partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig ist,

und außerdem so beschatten ist. daß

,/" ;; dS

ist, wobei die Integration über einen beliebigen, ganz innerhalb T gelegenen

Kreis zu erstrecken ist; Proceedings Amer. Acad. of Arts and Sei., Bd. 41, Xr, 26

(1906), S. .577.
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Auch die Cauchysche Integrallonn.'I, K;i]., 7, i? 4, ergibt sich

unmittelbar aus der Greenschen Formel. Wir wollen zunächst vor-

aussetzen, daß der Bereich S einlach /nsanimenhiinife, sowie daÜ der

Raud von S aus eiuer einzigen analytischen Kurve Ijcstehe, in deren

Punkten die Funktion f(z) immer noch analytisch bleibt. Sei // die

zu 7 konjugierte Funktion. Dann ist

(j J^hi = — log {t — z) -\- F{t, 2),

wo P, bei festgehaltenem z, in allen Punkten des ahgeselilossenen

Bereiches S analytisch ist.*) Wenden wir uns jetzt zur Integralformel:

,v X ,
• 1 rf{t\di

und bemerken wir dabei, daß

1 _c\og{t- z) _ c{g-\- h i) cP
t — z dt et ' et

ist, so finden wir zunächst:

c c

Hier verschwindet das zweite Integral rechter Hand nach dem

Cauchyschen Integralsatze, Kap. 7, § '2. Was das erste Integral an-

tietrifft, so ist

dt CS '
'

wo T den Winkel bedeutet, welchen die positive Tangente der Rand-

kurve mit der positiven reellen Achse einschließt. Indem wir uns

noch erinnern, daß

^1=0 ilL = — ^^J

ds ' CS on

ist, und zugleich auch f(t) = U -{ Vi einführen, so kommt:

V

worin denn die Greensche Formel mit enthalten ist.**)

Wir wollen diesen Paragraphen noch mit einem besonderen !^atze

schließen, welcher an und für sich nicht ohne Interesse sein dürfte.

*) Nach dem 3. Satze von § 6 gestattet nämlich g eine harmonische Fort-

setzung über den Rand von S hinaus. — Wegen des Existenzbeweises fiir g

vergleiche man die späteren Entwicklungen dieses Kapitels.

**) Diese Herleitung des Zusammenhangs zwischen den beiden Formeln ent-

nehme ich einer brieflichen Mitteilung des Herrn Morera.
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Satz. Genügt eine rationale Funldion B(x,y) der Laplaceschiii

Gleichung: AR = 0, und bildet man die dazu gehörige konqdexe an((-

lytische Funldion:
(•^. y)

tXz) = i? + ij- 1^ dx + j^dy^ Ci,

SO ist diese eine rationale Funktion der komplexen Variahclen z^x-\-yi.

In der Tat erweist sich zunächst die Ableitung:

.,. ^ dB .dB
cx dy

als eine rationale Funktion von x und y. Setzt man

R (x, y) = -w)-^

,

wo G und r teilerfremde Polynome sind, so erkennt man leicht, daß

r nur isolierte reelle Nullstellen haben kann. Denn sonst gäbe es

eine analytische Kurve der ^-Ebene, längs deren /"(^) = oü, also

llf"{z) verschwände, und daher müßte l'f'{z) identisch null sein.

Hiernach kann R, und mithin auch fis), sowie endlich f'(z) nur

isolierte Singularitäten haben. Wir schließen ferner aus dem Voraus-

geschickten, daß /"(~) höchstens Pole hat. Die einzigste übrige Mög-

lichkeit wäre nämlich eine wesentliche singulare Stelle. Dann müßte

aber die Gleichung f (ß) = C bei passender Wahl von C unendlich

viele Wurzeln haben, (vergl. Kap. 7, § G, 9. Satz), was ja hier nicht

angeht. Hiei-mit ergibt sich, daß f (z) eine rationale Funktion von z

ist, und da nun endlich R rational ist, so können sich bei der Inte-

gration keine logarithmischen Glieder einstellen.

§ 9. Über die konforme Abbildung eines einfach zusammen-
hängenden Bereiches auf den Kreis.

In seiner Dissertation sprach Riemann den Satz aus, daß zwei

beliebige einfach zusammenhängende Bereiche ein-eindeutig und kon-

form aufeinander abgebildet werden können. Sein Beweis stützt sich

auf das sogenannte Dirichletsche Prinzip, worauf wir noch im fol-

genden Paragraphen zurückkommen werden. Es genügt offenbar zu

zeigen, daß ein beliebiger Bereich S, den wir uns in der ^-Ebene ge-

legen denken wollen, auf den Einheitskreis K der ^^ Ebene als Normal-

bereich konform bezogen werden kann. Dabei gibt es zweierlei

Fragestellungen, je nachdem man verlangt,



§ 9. Üb. d. koiif. Abbild, eines einf. zusammenh. Bereiches a. «I. Kreis. 595

A) daß der abgeschlossene Bereich S ein-eindeutig und stetig,

und im Innern konform auf den abgeschlossenen Kreis A', oder nur

B) daß das Innere von S ein-eindeutig und Konlorm auf das

Innere von iL bezogen werden soll.

Wir beschränken uns fürs erste auf Fall A i uml srtzen dabei

voraus, daß der Rand von S aus einer einfachen regulären Kurve C
bestehe. Behufs der Untersuchung wollen wir vorerst einige not-

wendige Bedingungen herleiten. Indem wir also das Problem als ge-

löst voraussetzen, bezeichnen wir mit

IC = t\z)

die Funktion, welche die Abbildung besorgt. Dabei soll s = <'i in

IC = übergehen: /"(O) = 0.

a) Wir wollen

f{z)^zq>(z), <p(0) = r(0)

setzen. Danu haben wir in cp (z) eine in S analytische Funktion

von z, welche dort wegen der Ein-eindeutigkeit der Abbildung nirgends

verschwindet. Sei ferner

Die hiermit eingeführte Funktion P ist offenbar eindeutig und stetig

im abgeschlosseneu Bereiche 5, und verhält sich überdies harmonisch

im Innern von S. Gleiches gilt auch von der konjugierten Funktion (\).

Im übrigen nimmt jetzt iv folgende Gestalt an:

^f. ^ giog)- + p + (e + Q)t_

b) Da wir auf der Peripherie von K

haben, so muß die Funktion log r -f- P längs C verschwinden. Hier-

mit erweist sich diese Funktion als die negativ genommene Green-

sche Funktion des Bereiches S:

log r + P = — (/.

Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen, diese notwendigen Be-

dingungen umzukehren und somit den folgenden Satz zu beweisen.

Theorem. Sei T ein beliebiger einfach zusammenhämiender Teil

der Ebene, und (j, li die dazu (lehörige Greensche Fmiktivn rcsp. die

zu g Tionjugierte Funktion. Dann bildet die Funltion

tv=f{z) = e--"-'"'

das Innere des Bereiches T ein-eiyuJeniig und lonfor»! auf das Innere

des Einheitslireises K der tv-Ebene ab.

Besteht der Rand von T insbesondere aus anahitisdnn Kurrm,

Osgood, Funktionentheorie. II. '-^^
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SO ivird die AhhüdmKj aucli am Bande ein-eindeutig , stetig und, von

etivaigen Ecken ahgeselien, lonform sein.

Der erste Teil des Satzes nebst dem naclistehenden Beweise gilt

für den denkbar allgemeinsten einfach zusammenhängenden Bereich.

Nach den Entwicklungen des § 7 stellt die Gleichung:

wo u einen positiven Parameter bedeutet, eine Schar regulärer ge-

schlossener Kurven ohne Ecken oder mehrfache Punkte vor, welche

das Innere von T, den Pol z = allein ausgenommen, gerade aus-

füllen. Dabei ist vor allem klar, daß die Kurve C: g = (i in eine

auf dem Kreise

T: \tv\.= e-f'

befindliche Menge des Bereiches K übergeführt wird. Wir wollen

jetzt weiterhin zeigen, daß die Punkte der beiden Mengen C und F
einander umkehrbar eindeutig zugeordnet sind. In der Tat ist

(x, y)

ch ig ,
I , r ^il-''=-''»+/'

CS cn ' ^ J C n

Nun ist aber innerhalb C g'^ ^. Daher kann die nach der inneren

Normale genommene Ableitung cgjcn jedenfalls nicht negativ sein.

Nach dem Zusatz von § 7 kann diese Ableitung aber auch nicht

verschwinden, woraus denn folgt:

Da nun

>0.cn

arc IV = — h

ist, so erkennen wir, daß. wenn der Punkt {x, y) die Kurve C in

positivem Sinne durchläuft, dann der Bildpunkt w auf dem Kreise F
ebenfalls in positivem Sinne stetig fortrückt. Endlich erhellt aus

der Relation

wo Q, wie vorhin schon bemerkt, eindeutig ist, daß — h nach voll-

endetem Umlaufe gerade um 2% zunimmt, und hiermit ist die Richtig-

keit der Behauptung dargetan.

Es hat sich also ergeben, daß die inneren Punkte der Bereiche T
und K ein-eindeutig aufeinander bezogen sind. Da f{ß) außerdem

in T analytisch und f"(i) dort nicht verschwindet, — sonst müßte

ja cgicn = sein, — so ist die Abbildung im Inneren ausnahmslos

konform.
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Wir wenden ims jetzt 7.11111 lieweise des zweiten IVils (Ihs Satze.s.

Sei P ein gewöhnlicher Punkt eines analytischen HandstückH. Dana
läßt <j in der Nähe von P nach dem 3. Satze von § ») eine harmo-

nische Fortsetzung über T hinaus zu; dasselbe gilt daher auch von A,

und somit von der analytischen Funktion f(ß). Es ist ferner khir,

daß f'(z) im Punkte P nicht verschwinden kann, denn sonst müßten

beide partiellen Ableitungen c^'rx, (y^fy dort den Wert haben,

was dann zur Folge haben würde, daß die Kurve y = einen mehr-

fachen Punkt in P hätte. Demgemäß wird die volle Umgebung von

P auf die volle Umgebung des entsprechenden l'unktes der Kreis-

peripherie ein-eindeutig und konform bezogen, derart, daß diese Ab-

bildung mit der früheren innerhalb T bezw. K übereinstimmt, was

insbesondere für die Stetigkeit, sowie für die konforme Eigenschaft

der Abbildung am Kande bürgt.

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daß P ein Eckpunkt des

Randes von T ist, in welchem zwei analytische Randstücke zu.sammen-

stoßen.*) Es handelt sich um den Beweis, daß h einen Randwert im

Punkte P annimmt. Um P legen wir einen beliebig kleinen Kreis 51,

und nehmen dann auf besagtem Bogen je einen Punkt a, ß so an,

daß die Bogen Pa, P/3 beide ganz in Ä liegen. Wir

zeichnen ferner die in u bezw. ß mündenden Strö-

mungslinien h = h^, h = h^ in der Umgebung dieser

Paukte auf. Ihre Schnittpunkte mit der Niveau-

kurve y = j; mögen mit cc', ß' benannt werden.

Dann läßt sich r^ so klein wählen, daß der ganze ^.^ ^^^

Bogen aß' jener Niveaukurve innerhalb .S^ verläuft,

weil nämlich y sich dem Randwerte gleichmäßig ausclüießt. Im

übrigen nimmt h längs des Bogens a' ß' vom Werte //^, bis zum

Werte h^ monoton ab. Hieraus erkennen wir, daß das Innere des

Bereichs aPßß'aa ein-eindeutig und konform auf den Bereich:

e-'' <:\iv\<l, — /<„ < arc ir < — h

^

abgebildet wird.

Lassen wir nunmehr a an P heranrücken. Dabei nimmt // be-

ständig ab und nähert sich somit einem Grenzwert li~,. In ähnlicher

Weise nimmt h beständig zu, wenn ß dem Punkte 7* zustrebt; der

*) Zum Beweise ist nicht nötig, daß die Kandstücke im Punkte 1' ana-

lytisch seien, vielmehr genügt es, wenn der Rand nur, wie folgt, beschatten ist.

Sei Ä ein beliebig kleiner Kreis mn P. Dann soll es möglich sein, den Be-

reich r vermöge eines Querschnitts aß derart zu zerlegen, daß der eine Teil davon

ganz in S liegt, während die Bogen Pu, Pß in jedem von i' verschiedenen Punkte

analvtisch sind und im übrigen nur den Punkt P gemeinsam haben.

39 *
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Grenzwert werde hier h*p genannt. Und nun behaupte ich: es ist

ICj, = //^. Sonst würde nämlich die Umkehrfunktion

z = t'in-'), '^o tu = fiz),

in jedem Punkte des Kreisbogens

\

iv\ = 1, — h'p < arc ?r < —
//

J,

den Randwert z^ annehmen. Dann müßte aber i){iv) eine analytische

Fortsetzung über diesen Bogen hinaus gestatten und somit längs einer

innerhalb seines Definitionsbereiches befindlichen Kurve konstant bleiben.

Infolgedessen würde i}{tv) sich überhaupt auf eine Konstante redu-

zieren, und hiermit ist der Beweis erbracht.*)

Wir wollen noch die Frage stellen, auf wie viele verschiedene

Weisen die Abbildung möglich ist. Da sehen wir erstens, daß der

Pol der Greenschen Funktion innerhalb T willkürlich gewählt

werden kann, wie wir später beim Existenzbeweise für diese Funktion

mit aller Strenge darlegen werden; sodann können wir noch vermöge

der in h enthaltenen additiven Konstante bewirken, entweder a) daß

ein willkürlicher Randpunkt von T in einen bestimmten Punkt der

Peripherie von K übergeführt wird; oder b) daß einer willkürlichen

Richtung im Punkte eine bestimmte Richtung im Mittelpunkte

des Kreises K entspricht. Dadurclt icird aber aticJi die Ahh'ddun<i

völlig bestimmt:

In der Tat sei

IV = fis).

eine zweite solche Abbildung. Dann wird durch Elimination von z

aus diesen beiden Gleichungen der Kreis K umkehrbar eindeutig und

konform auf sich selbst abgebildet:

und zAvar so, I) daß sein Mittelpunkt in sich übergeht, während ent-

weder IIa) ein bestimmter Punkt seines Randes oder IIb) eine be-

stimmte Richtung im Mittelpunkte ungeändert bleibt. Führen wir

hier ähnlich wie vorhin

W(iv) = iv^i'iv) = edogp + »?) + (/ + C)>

ein, so finden wir zunächst, daß log p + -^ am Rande von K ver-

schwindet; denn ganz abgesehen davon, ob die Abbildung am Rande

*) Dieser Beweis rührt von Picard her, Tratte d'analyse, Bd. 2, 10. Abschn.,

Nr. 7.
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stetig ist oder nicht, erkennt in;m sofort, (l;ib drr HiMj.uiikt /r, dem
Rande doch immer näher rücken muß, wenn ir dem Hände zustrebt.

Daraus folgt aber, da log q am Rande von K konstant ist, daß ^
sieh auf eine Konstante reduzieren muß. Demnach muß auch C kon-

stant sein, und hiermit ergibt sich:

vp-(/r) = Civ.

Endlich liefert sowohl 11« ) als IIi,) die Bestimmuno- C = l, also ist

/; (^) = f(A
w. z. b. w.

Aufgabe. Wir haben in § 1 eine elektrische Strömung er-

wähnt, wobei eine nichtleitende Lamelle auf beiden Seiten mit einer

gleichmäßig leitenden Schicht überzogen wird und die beiden Elek-

troden eines galvanischen Elements an zwei übereinander liegenden

Punkten der Schicht aufgesetzt werden. Dadurch entsteht eine Strö-

mung, welche durch die Greensche Funktion rj des Bereichs regu-

liert wird. Wir haben damals auch weiterhin den Grenzübertjancr in

Betracht gezogen, wobei das genannte Punktepaar an den Rand heran-

rückt. Da zeigte sich ja, daß jene beiden logarithmischen Quellpunkte

sich zu einem algebraischen Quellpaare erster Ordnung vereinigen.

Wir bringen jetzt in Vorschlag, den obigen physikalischen Vor-

gang dadurch geometrisch zu interpretieren, daß man die durch jene

Greensche Funktion definierte konforme Abbildung beim Grenzüber-

gange verfolgt. Dabei muß sich selbstverständlich der Kreis K auch

ändern 5 er möge in der oberen Halbebene liegen imd die Abszissen-

achse im Anfange berühren. Wächst sein Radius dann in geeigneter

Weise ins Unendliche, so erhalten wir im Grenzfalle eine konforme

Abbildung der Lamelle auf die obere Halbebeue.

Ganz abgesehen von einer strengen mathematischen Verfolgmig

des soeben geschilderten Grenzübergangs kann man sich nun die

Aufgabe stellen, das Endresultat direkt zu prüfen, indem man not-

wendige und hinreichende Bedingungen für die konforme Abbildung

eines durch analytische Kurven begrenzten Bereiches T auf die Halb-

ebene herleitet. Wir empfehlen dem Leser diese Übung.

§ 10. Das Thompson-Dirichletsche Prinzip und die

Existeuztheoreme.

Im voraufgehenden Paragraphen haben wir die Existenz der

Greenschen Funktion vorausgesetzt. Mit Rücksicht auf die Zer-

legunof:
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-^ = logr + P,

ist das gleichbedeutend mit der Annahme der Existenz einer Funk-

tion P, welche am Rande den Wert — log r annimmt nud sich im

Innern hai'mouisch verhält. Dies ist nun ein spezieller Fall einer

allgemeinen Randwertaufgabe, welche mau früher mit Hilfe des so-

genannten Dirichletsehen Prinzips zu lösen suchte, und welche auf

folgendes Existenztheorem führt.

Existenztheorem. Sei S ein zusammenhängender Bereich, dessen

Band aus einer endliclien Anzahl regidärer Kurven bestehen möge.

Längs des Randes sei ferner eine stetige, sonst aber ivillkürliche Folge

von Werten vorgeschrieben.*) Dann gibt es eine in S eindeutige Funk-

tion, welche sich om die beivußten Eandiverte stetig ansetzt und im

Innern von S harmonisch verhält. Im übrigen ist die Funldion durch

die genannten Bedingungen eindeutig bestimmt.

Durch physikalische Anschauung Avird der Satz schon plausibel.

Denkt man sich nämlich den Bereich ^ mit einer dünnen, gleich-

förmigen, Wärme leitenden Membran überzogen, deren Randpunkte

durch eine geeignete Vorrichtung auf der vorgeschriebenen Tempera-

tur erhalten werden, so leuchtet ja ein, daß ein stationärer Strömungs-

zustand angestrebt wird, derart, daß die zugehörige Temperaturvertei-

luug im Innern gerade die gesuchte Funktion Hefert.

Um derartige Existenzbeweise analytisch zu führen, hatten sich

bereits Green und Gauß, und nach ihnen auch Thompson, einer

Methode bedient, welche darin bestand, daß man sich ein Problem der

Variationsrechnung aufstellt, dessen Lösunj^ sich sceuau so formulieren

läßt, wie das Problem, worum es sich handelt; und dann sah mau es

als selbstverständlich an, daß das Hilfsproblem doch eine Lösung be-

sitzt. Allein die Variationsrechnung war bisher nicht im Stande,

für die Existenz einer Lösung derartiger Probleme Gewähr zu leisten,

und hiermit wird die Methode hinfällig.

Im Anschlüsse an das soeben erwähnte Verfahren versuchte denn

auch Riemann, den oben ausgesprochenen Existeuzsatz dadurch zu

beweisen, daß er das Doppelintegral

lim+mv'
über den Bereich S hin erstreckt, wobei u sich an die vorgeschriebenen

Randwerte stetig ansetzen und im übrio-en innerhalb S so beschaffen

*) Auch gewisse ünstetigkeiten dürfen zugelassen werden, insbesondere

eine endliche Anzahl endlicher Sprünge.
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sein soll, daß das Integral einen Sinn hat. Da drr W.-rt des Inte-

grals niemals negativ ist, so hat er eine untere Grenze / ^ 0. Und
nun besteht die Sehliißweise eben darin, daß man annimmt, es müBte

notwendig eine derartige Funktion n geben, für welche das Int«'grul

den Wert I wirklich erreicht, und welche überdies stetige Ableitungen

zweiter Ordnung besitzt.*) Für eine solche Funktion liefert freilich

die Variationsrechnung als notwendige Bedingung:

dx- ' dij'
~

Aber die Existenz einer solchen Funktion u ist ja damit ebensowenig

begründet, als die Exi.steuz der Funktion, um welche es sich von

vornherein handelte. Man hat die Fragestellung bloß verschoben.

Diese Schlußweise Avurde 1847—48 von Thompson angewandt

und findet sich hernach in Dirichlets Vorlesungen. Rieraann be-

diente sich derselben, wie soeben erwähnt, in seiner Dissertation, .so-

wie in den Abhandlungen über Abelsche Funktionen, um die Existenz

der Greenschen Funktion bezw. gewisser Funktionen auf einer vor-

gegebenen Riemannschen Fläche zu erschließen. In der letztge-

nannten Arbeit bezeichnet er sie auch als „Dirichletsches Prinzip''.

Später machte Weierstraß auf den vorhin bezeichneten Mangel auf-

merksam, worauf dann eine sichere Grundlage für die Riemann.schen

Existenzsätze durch die Untersuchungen von Xeumann und Schwarz

geschaffen wurde. Diese Autoren verwerteten gewisse schon von

Murphy zu einem ähnlichen Zwecke verwendete kombinatorische

Methoden, zu deren näherer Besprechung wir jetzt übergehen wollen.**)

§ 11. Das alternierende Verfahren.

Das kombinatorische Verfahren, wovon im voraufgehenden Para-

graphen die Rede war, beruht auf zwei Sätzen, welche wir jetzt be-

sprechen wollen. Bemerken wir vorab, daß die Randwertaufgabe

sicherlich für jeden Bereich, welcher inkl. seines Randes ein-eindeutg

und stetig, und im Innern konform, auf einen Kreis abgebildet werden

kann, eine Lösung zuläßt, da sie ja für letzteren Bereich vermöge des

Poissonschen Integrals erledigt wird. Hieruiit haben wir gleich von

*) Man kommt allerdings mit weniger als der Stetigkeit dieser Ablei-

tungen aus.

**) Es sei noch an dieser Stelle auf die neueren Untersuchungen von Hil-

bert verwiesen, welche darauf ausgehen, die Existenz einer Lösung des Varia-

tionsproblems direkt nachzuweisen, imd somit jene Lücke auszufüllen.
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vornherein eine große Klasse von Bereichen erhalten, wofür das Pro-

blem als gelöst gelten darf.

1. Satz. Es seien S^, S^ zivei Bereiche, wofür sich die Randtvert-

aufgdbe von § 10 lösest läßt, und deren äußere Begrenzungen sich in

einer endlichen Anzahl von PunJiten unter nicht verschwindenden Winkeln

schneiden. Dabei soll außerdem der zu jedem BereicJie gehörige Teil

der Umgehung eines Schnittpunktes auf einen durch ein Stück einer

geraden Linie begrenzten Bereich konform abgebildet iverden können,

derart, daß das in Rede stehende Randstück in die Gerade übergeht.

Endlich sollen die beiden Bereichen gemeinsamen Gebiete sämtlich ein-

fach zusammenhängen. Dann gestattet die Randtvertaufgäbe auch für

denjenigen Bereich eine Lösung, ivelcher aus den Punkten von S^ und

S^ besteht.

Zum Beweise schicken wir folgende Überleguna; voraus. Sei S
ein Bereich, wofür wir die Randwertaufgabe zu lösen vermögen, und

sei L ein Randstück dieses Bereiches, 31 der übrige Rand (vergl. Fig. 142).

In den Endpunkten Ä: (x^^, y^) und B: (x^,yi) von L soll der Rand
zunächst analytisch sein. Dann gibt es eine Funktion u, welche im

Innern von S harmonisch ist und, von den Punkten Ä und B ab-

gesehen, längs L den Randwert 1, dagegen längs des übrigen Randes

den Wert annimmt. Soll u außerdem noch endlich bleiben, so ist

u hierdurch eindeutig bestimmt. In der Tat bilde man die Funktion

Cq arc tang -—— + Ci arc tang _ -

,

und greife man eine im Bereiche S eindeutige, stetige Bestimmung

derselben heraus, welche mit f[x, y) benannt werden möge. Dann
verhält sich f{oß, y) harmonisch in S und nimmt im allgemeinen

stetige Randwerte an, nur in den Punkten Ä und B erleiden letztere
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einen Sprung, welcher c^ resp. q {»ruportionul ist. Durch j)!iss*'n(le

Wahl dieser Konstanten können wir es daher so einrichten, daß der-

selbe beidemal gerade 1 beträgt, wobei .sich f(x, y) ül)erdies dena

größeren Wert stets längs des Bogens L nähern möge. Jetzt wollen

wir den Randpunkten von S folgende Werte beilegen; längs L sollen

sie mit denjenigen von f{x, y) — \, längs des übrigen Teils des

Randes hingegen mit denjenigen von fix. y) übereinstimmen. Hier-

mit erhalten wir eine Folge von Randwerten, welche bei passender

Festsetzung in den Punkten A und B durchweg stetig sind. Sei

(f [jc, y) die denselben entsprechende Lösung der Randwertaufgabe.

Dann haben wir in

^« = fi?-', y)-^ (^, y)

die in Aussicht genommene Funktion, und es bleibt nur noch übrig

zu zeigen, daß sie auch eindeutig bestimmt ist. Sei also u^ eine

zweite derartige Funktion. Indem wir die Differenz:

u — u^

bilden, wird klar, daß letztere Funktion im Inneren, von S harmonisch

ist und, höchstens von den Punkten Ä, B abgesehen, den Randwert

annimmt. Xun kann man sie in der Nähe von A über den Rand

von S hinaus harmonisch fortsetzen, indem man ihr in symmetrischen

Punkten entgegengesetzt gleiche Werte erteilt, vergl. den 3. Satz des

§ 6. So kommt eine Funktion zu Stande, welche in der Xähe von

A allen Forderungen des 6. Satzes von § 4 gerecht wird, und daher

nimmt sie auch in A den Randwert an. Ahnliches gilt von B.

Nach dem Zusätze des 3. Satzes von § 3 erweist sie sich mithin als

identisch null, w. z. b. w.

Das soeben erhaltene Resultat können wir nun nach zwei Rich-

tungen hin erweitern. Erstens braucht der Rand in A und B nicht

analytisch zu sein, es genügt schon, wenn er bloß in jener Nachbar-

schaft aus einer regulären Kurve mit einer gewöhnlichen Ecke*) be-

steht, vorausgesetzt nur, daß die Umgebung des betreffenden Punktes

so abgebildet werden kann, daß der Rand in ein Stück einer geraden

Linie übergeht. Letztere Voraussetzung ist vor der Hand deshalb

nötig, damit Avir schließen können, daß die beim Beweise der ein-

deutigen Be.stimmuncr in Betracht zu ziehende Differenz h — u, dort

den Randwert annimmt. Zweitens dürfen offenbar an Stelle des

einen Bogens L mehrere getrennte Bogen L^, . . . L,, treten.

*) Auch Spitzen können zugelassen wenloii. in.sofcrn der Bereich S außer-

iialb derselben liegt.
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Fahren wir jetzt fort, indem wir die Punkte Ä und B vermöge

eines den Rand nicht berührenden Querschnitts C miteinander ver-

binden und den Wert der Funktion ii auf C betrachten. Wir be-

merken vorab, daß u in allen inneren Punkten von S positiv und

kleiner als 1 ist. Ich sage nun: die obere Grenze q von u längs C
ist 2wsitw und Meiner als 1: <i q <C 1. In der Tat nähert sich n

sowohl in A als in 7>* einam positiven

Grenzwerte, der kleiner als 1 ist, wie aus

der Definition dieser Funktion sofort er-

hellt. Darum kann man an den beiden

Enden von C zwei Bogen abtrennen, wofür

die obere Grenze von tt sicherlich positiv

und kleiner als 1 ist. Da bleibt noch ein

abgeschlossener Bogen von C zurück, der

innerhalb S liegt, und auf welchem u seine obere Grenze wirklich

erreicht. Auch diese Größe muß indessen kleiner als 1 ausfallen,

womit sich denn die Richtigkeit der Behauptung ergibt. Aus diesen

Entwicklungen i^eht nun folgender Satz hervor.

HilfSS atz. Verhält sich u im Inneren von S harmonisch, und

nimmt u fernerhin längs M den Bandivert 0, längs L Randtverte an,

ivelche dem absoluten Betrage nach eine Größe G nicht übertreffen, so ist

— qG ^U\^^qG.

Da nämlich sowohl Gu — u als Gu + u im Inneren von S durch-

weg positiv bleiben, so ist insbesondere für solche Punkte

Fig. U2.

also

< Gu\^ — u p, 0<G^w!^ + u|,,

()<Gq-nl., 0<Gq-\-u\^,

und hierin liegt der Beweis des Satzes.

Wir sind nunmehr in der Lage, den Beweis des Hauptsatzes in

Angrifi" zu nehmen. Am Rande des aus Sj^ und Äg sich zusammen-

setzenden Bereichs S geben wir uns also eine stetige Folge von Rand-
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werteu l'. Üer Eint'ucliheit hiilbir hescluäiikcii wir uns iuif dfii Fall,

daß S^ und S<> nur einen einzigen gemeinsamen Bereich haben. Der-

jenige Teil des Randes von S^, welcher in S., liegt, werde mit />,,

der übrige Rand von 5^ mit M^ benannt, und ähnlich für .Sg, indem

die Indizes 1, 2 durchweg vertauscht werden. Wie man sieht, lälit

sich die Kurve Z, ^^^ ^''^ Querschnitt C^ des Bereiches ,S'j, und ebenso

ij als ein Querschnitt C, von 5^ auffassen. Sei ^, bezw. 7., der

Wert der vorhin erklärten oberen Grenze q für diese beiden Kurven.

Im übrigen möge noch die größere der beiden Zahlen Qi, q.-, schlecht-

weg mit q benannt werden.

Wir stellen jetzt eine Reihe von Anuäherungsfunktionen u^, u._,, .

.

.,

sowie U.2, i(i, ... auf, wobei sich die mit ungeradem Index behafteten

u auf Sy, diejenigen mit geradem Index auf .S', beziehen, und zeigen,

a) daß die Grenzfunktion von Hj, u.^, . . . eine in 5\ harmonische

Funktion ist, welche in den Punkten von My die vorgeschriebeneu

Randwerte U-^ annimmt

;

b) daß die Grenzfuuktion von «o, ^'4, • • • eine in ^S'^ harmonische

Funktion ist, welche in den Punkten von M^ die vorgeschriebenen

Randwerte l\ annimmt;

c) daß endlich diese beiden Grenzfunktionen in dem S^ und S.-,

gemeinsamen Bereiche miteinander übereinstimmen.

Um dem Beweise nun näher zu treten, so sollen vor allen Dingen

die Funktionen u^, h.^, . . . harmonisch in S^, und Uo, u^, . . . harmo-

nisch in ^2 sein. Ferner soll

^2;, + i j/i
= ^ 1

'

%" :j/,
^ ^'2

sein. Endlich möge z/^ längs L^ eine willkürliche stetige, an die

Randwerte l\ sich stetig anschließende Folge von Randwerten an-

nehmen. Hiermit ist zunächst «^ völlig bestimmt. Zur endgültigen

Definition der weiteren a setzen wir fest:

A) «2„ u ^ "2„-l 7.,^ "2« + l L,
= ''2,, /„ , " = 1, -' • • •

•

AVir untersuchen jetzt die Konvergenz der Funktionen 11.2,, + 1 ""^^

U2„- Behufs dessen schreiben wir:

(1) "2« + l
= Ml + («3 — «1) H h 0'2« + l - "2»-l)'

(2) U2„ = U.y + (»4 — U2) -\ h 0'2« ~ "2n-3h

und betrachten da näher den Wert des allgemeinen Gliedes u^j^ + i
— "ja_i

resp. i<2A+2— **2/i
^^ Rande seines Bereiches S^ bezw. S\,. Vor allem

ist klar, daß

Ho, + i
- «n-i j/.

= ^N "2i + 2
- "2* J/,

= t>
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ist. Indem wir den «größten Wert von u^ — ii^
\

längs L^ mit H
benennen, haben wir dann ferner auf Grund des obigen Hilfssatzes:

Ii) ''s
- ^'i i, < ^, "3 - «1 u ^ ^^•

Andererseits ist unter nochmaliger Anwendung des Hilfssatzes nebst A):

12)
;

'<4 - <'2 ;i,
=

!

"3 - «1 u ' ^'i ~ "'2 ix, £ l^^-

Hiermit ist das alternierende Verfahren eingeleitet. Wir folgern näm-

lich weiter aus A) und Ig):

13) «5 - «3 L,
=

I «i - «2 Ii, , % - «3 i, < fH,

sowie dann:

I,)
t

Mß - iii :^^
=

1

^<5 - «3 'i,

;

«'6 - «4 i, £ 'fH,

und also schließlich allgemein:

-^2 n - 1) I

"2 K +

1

"2 « - 1 I i,
^

i % n ~ "2 w - 2 I i, ;

"2« + l -«2n-l u<(L^"~^H;

^>n) "271+2 ~ ''2» i^ ^ I ^hn + 1 %n-l 'i,

'

^<2« +2-«2n L,^r"H-

Hieraus ergibt sich für die Reihen (1) und (2), daß

"2n + i
— "2n-i £(r"~'^H in >S\ iulvl. des Randes,

"2n + 2
~ "2n ^'f"~^H » '^2 ^' V »

ist. Infolgedessen konvergiert «2„^i in S'j, sowie ttg^ in S^ gleich-

mäßig, und darum verhalten sich auch die Grenzfunktionen:

U^^'> = lim U2n + 1 }
^^^^ "^ -^^^^ %?i

harmonisch in S^, resp. in Äg. Ferner ist

Letzten Endes folgt noch aus Aj, daß

•^|(2)
i
= '^^(1)

I

sowie M^^^ '
= «t^^) -

ist, worin liegt, daß in dem beiden Bereichen 5'^ und S.^ gemeinsamen

Gebiete ti^^^ = iP^ ist. Hiermit ist der Beweis des Satzes vollständig

geliefert.

2. Satz. Seien S^^, S2 ivieder swei Bereiche, ivofür die liandwert-

aufgabe gelöst tverden licinn. Dabei soll indessen jetzt S^ mehrfach zu-

sammenhängen, ivährend S2 aus dem Innern einer Kurve C besteht,

ivelche innerhulh S^ verläuft und ein Bandstücl: L^ von S^ umfaßt
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Dann läßt sich die Baini/ccrfaitfffahr für (/fujoiii/oi licrcivh lösfu,

welcher sich aus den Funkten von S kih/ S_, ~its<ntnu('uxrt:t.

Fisf. lU.

Es ist dies der Satz der sogeuaiiuten „gürtelt'örmigeii \'ersciuuei-

zung". In der Praxis läßt sich G meist als Kreis annehmen, wofür

denn die RandAvertanfgabe vermöge des Poissonschen Integrals gelöst

wird. Die Entwicklungen sind hier den früheren analog, nur daß

sich die Beweise etwas einfacher gestalten. Sei u eine Funktion,

welche im Inneren von *S\ harmonisch ist und längs /,, den Rand-

wert 1, längs des übrigen Randes il/j den Wert annimmt. Darm

springt sofort in die Augen, daß

< H ^<q<l
ist. Hiermit sind wir im Stande, den hierher gehörigen Hilfssatz

auszusprechen.

Hilfssatz. Verhält sich u im Inneren von Si hrfm/ouisch, und

nimmt u fernerhin längs M^ den Bandivert 0, längs L^ llandu-crte an,

ivelche dem absoluten Betrage nach eine Größe G nicht id)ersteigen,

so ist

-qG £ii c<Q(^-

Die Annäheruugsfunktionen u^, «3, . . .; u.-,, u^, . . . werden nun,

wie folgt, definiert. Die mit ungeradem Index behafteten u sollen in

S^, die mit geradem Index in S.^, harmonisch sein. Ferner soll

.V,
^ ' 1'H, n + \

Uo u.^ n-1 \C

sein. Endlich möge u^ eine willkürliche stetige Folge von Rand-

werten längs Z^ annehmen, während

gesetzt werde. Es handelt sich jetzt um die Konvergenz der beiden

Reihen:

U.2

Mo,

«4-1

«2 + ("4 - ^h^ H ^ ("2« - "2 «-2^-
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Vor allem ist

Indem wir den größten Wert von \ti^ — u^'\ längs M^, ebenso wie

früher, mit H benennen, finden wir dann:

IJ u.^ - u^
^^ £ H, »3 — u^ c^qH.

Dagegen ist jetzt:

I2)
I

U^ — U2
c = «3 — "1

'c'} I
% ~ ^h Iz, ^l^y

da wir nämlich von der in S^ harmonischen Funktion u^ — h» nur

behaupten können, daß ihr Wert auf Z^ dem absoluten Betrage nach

sicher nicht größer als ihr Wert am Rande C ist. Hiermit ist klar,

wie sich die allgemeinen Relationen gestalten müssen:

^2n-l) ''2n + l
~" ^hn-^ 'xj

~
I *'2n ^2« -2 i^ >

"2«+i -«2«-i 6'
^2"^;

«2„ +2-%n l,<ff^-

Hieraus ergibt sich für die in Rede stehenden Reihen:

*'2w + i
"~

^'2n-i £(f~^H in S^ inkl. des Randes,

"2re + 2
~ ^2« £q"H in >S'2 inkl. des Randes.

Von hier ab gestaltet sich der Beweis genau ebenso wie im vorher-

oehenden Falle.

§12. Lösung der Randwertaufgabe für einen beliebigen durch
analytische Kurven begrenzten Bereich.

Auf Grund der voraufgehenden Entwicklungen läßt sich nun

die Randwertaufgabe von § 10 allgemein für jeden Bereich S lösen,

dessen Rand in jedem Punkte analytisch ist. Wir erinnern vorab

daran, daß ein Kreisabschnitt, dessen Winkel in den reellen Punkten

t=a, t = ß (ß</3) liegen und die Größe ju. haben, auf einen Voll-

kreis konform abgebildet w^erden kann, indem man die Transformation:

T — cc

i
ö'

ß- T \ß

ausübt.

Um das Verfahren in einfacher Weise darzulegen, denken wir

uns den Bereich ^S* als ein krummliniges Dreieck mit nicht-verschwin-
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elenden Winkeln. An den 4. !S;it/ des ij (5 aiiknii|»l'en(l, hildeii wir

dann die Umgebung einer Seite ah desselben auf die Umgebung eines

Stückes aß der reellen Achse der /-Ebene ab. Sodann konstruieren

wir einen Kreisabschnitt mit der Sehne aß, wobei wir die Ausdeh-

nung desselben so beschränken mögen, daß er ganz innerhalb der

genannten Umgebung enthalten ist, und auch auf derjenigen Seite

von aß liegt, welche inneren Punkten des Dreiecks entsprieht. Fassen

wir nun das Abbild des Kreisabschnitts in der ^- Ebene ins Auge,

so erkennen wir, daß ein bestimmter, au die Dreiecksseite ah stoßen-

der Streifen, welcher bei eventueller weiterer Einschränkung von u

«•anz innerhalb des Dreiecks liejjt und übrigens die beiden anderen

Seiten ac, hc mit seinem Rande nicht berührt, durch Vermittlung des

Kreisabschnitts ein-eindeutig und konform auf einen Vollkreis be-

zogen werden kann. Infolefedessen läßt sich die Randwertaufgabe für

diesen Streifen lösen, während er außerdem noch allen anderen For-

derungen des 1. Satzes von § 11 hinsichtlich des Bereiches S'j Genüge

leistet.

Die soeben auseinandergesetzte Konstruktion wollen wir jetzt

auch an den beiden anderen Dreiecksseiten nc, hc wiederholen, in-

dem wir diese mit ähnlichen Streifen versehen, welche im übrigen

weder übereinander noch über den ersten greifen dürfen. Sodann ver-

einigen wir diese drei Bereiche zu einem Kranze, wofür si<-h die

Randwertaufgabe ebenfalls lösen läßt. Das geschieht, wie folgt. Wir

schicken die Bemerkung voraus, daß ein Kreissektor nach Kap. U,

§ 12 konform auf einen Halbkreis, und somit vermöge der am Ein-

gänge dieses Paragraphen angeführten Formel weiter auf einen Voll-
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kreis abgebildet werden kann. Demgemäß legen wir einen Kreis-

sektor an, dessen Scbeitel mit dem Punkte a zusammenfällt und dessen

Schenkel in den beiden an a heranreichenden Streifen verlaufen, ohne

diese jedoch zu berühren. Bei passender Wahl seines Radius wird

dann seine dritte Seite die Ränder des Streifens je in einem einzigen

Punkte, und zwar unter nicht verschwindendem Winkel treffen. Auch

diese Konstruktion wiederholen wir noch an den beiden anderen

Ecken.

Wir sind nunmehr in der Lage, das alternierende Verfahren in

Anwendung zu bringen, indem wir einen Streifen zunächst mit den

beiden über ihn gi'eifenden Kreissektoren verschmelzen, den neuen

Bereich dann mit einem zweiten Streifen vereinigen, wozu noch der

dritte Kreissektor hinzutreten möge, um endlich den hieraus erwachsen-

den Bereich durch den dritten Streifen zu dem in Aussicht genom-

menen Kranze zu ergänzen.

Jetzt sind wir gleich am Ziele. Es bleibt nur noch übrig, den

Innenraum des Kranzes vermöge Kreisscheiben „dachziegelartig zu

überdecken", wie Herr Klein sich ausdrückt, indem man jeweils da-

für Sorge trägt, daß die Bedingungen des 1. Satzes von § 11 erfüllt

sind. So schrumpft jener Innenraum allmählich so weit zusammen,

bis er schließlich durch einen ganz im Kranze gelegenen Kreis um-

spannt, und somit vermöge des 2. Satzes entfernt werden kann.

Fig. 146.

Hiermit ist der Beweis fertig, sofern der Rand keine Spitzen

hat. Auf diesen Fall werden wir später noch zurückkommen. Bei

der Überdeckung des Bereiches S haben wir uns auf die Anschauung-

berufen. Indessen läßt sich dieser Teil des Beweises auf Grund der

Entwicklungen von Kap. 5, §§ 9, 10 mit aller Strenge durchführen.
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§ 13. Über Kreisbogendreiecke mit verschwindenden Winkeln.

Durch das Ergebnis des vorhergehenden i'aragi-aphen ist ins-

besondere festgestellt, daß ein Kreisbogendreieck mit nicht verschwin-

denden Winkeln auf einen Kreis, und mithin auch auf eine Halb-

ebene konform abgebildet werden kann. Berühren sich dagegen zwei

Seiten des Dreiecks in einem Eckpunkte Ä, so kann man sich, wie

folgt, helfen. Durch A lege man einen Kreis, welcher die Dreiecks-

seiten in A rechtwinklig trifft und daher bei geeigneter Einschrän-

kung seines Radius ein Kreisbogendreieck Z mit den Winkeln 0,

—
,
— aus dem vororeleorten Dreiecke S herauschneidet. Ich sage

nun: für das Dreieck Z läßt sich die Randwertaufgabe lösen, da Z

Fig. 147.

konform auf einen Kreis bezogen werden kann, womit denn zur An-

wendung des alternierenden Verfahrens beim ursprünglichen Drei-

ecke S der Weg gebahnt ist. In der Tat führt eine Transformation

durch reziproke Radien mit dem Inversionszentrum im Punkte ,-1 das

Dreieck Z" in einen Halbstreifen über. Vermöge des Logarithmus,

Kap. 6, § 15, läßt sich dann dieser Bereich auf einen längs eines

Radius aufgeschnittenen Kreis abbilden, welch letzterer wieder durch

die Transformation von Kap. ß, § 12 in einen Halbkreis, und somit

schließlich auch in einen Vollkreis verwandelt werden kann.

40
Osgood, Funktionentheorie. II.
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Hiermit erkennen wir, daß ein völlig beliebiges Kreisbogeudreieck

auf eine Halbebeue konform bezogen werden kann, — ein grund-

legender Satz in der Theorie der elliptisclien Modulfunktionen. Wir

wollen nun unsere besondere Aufmerksamkeit dem Falle widmen, daß

alle drei Winkel verschwinden. Durch geeignete lineare Transforma-

tionen können wir es vorab so einrichten, daß einerseits das Drei-

eck S gleichschenklig wird und dem Einheitskreise der m"- Ebene ein-

beschrieben ist, während andererseits die Halbebene T aus der positiven

Hälfte der ^-Ebene besteht. Dabei mösen außerdem die Dreiecks-

Fig. 148.

ecken tv ^= tv^, iv^, iv^ beziehungsweise in die Punkte 0, 1, oo über-

gehen. Sei

IC = t {z)

die analytische Funktion, welche durch die Abbildung definiert wird,

und sei

z = s (tc)

die Umkehrfunktion. Dann ist zunächst t{z) bloß in der oberen Halb-

ebene, s(iv) bloß in jenem Kreisbogen dreiecke erklärt. Indessen lassen

beide Funktionen auf Grrund der Entwicklungen von § 6 analytische

Fortsetzungen zu. Nach dem Zusätze des 5. Satzes jenes Paragi-apheu

wird man diese nämlich dadurch erhalten, daß man S an einer be-

liebigen seiner Seiten, und T zugleich in der entsprechenden Strecke
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der reellen Achse spiegelt. Hieruncli kann man t(z) über jeden der

drei Teile der reellen Achse, Ol, loo, ooO, hinaus in ein negatives

Halbblatt der ^- Ebene analytisch fortsetzen. Durch fortgesetzte

Wiederholung dieses Prozesses an den neuen Kreisbogendreieckeii hihI

den zugehörigen Halbebenen erhalten ^Yir einerseits einen Koniplex

von Kreisbogendreiecken in der /r-Ebene, welche sich augenscheinlich

glatt nebeneinander lagern und das Innere des Einheitskreises gerade

einmal ausfüllen. Andererseits erwächst im Bereiche der Veränder-

lichen z eine Riemannsche Fläche mit Verzweigungspunkten unend-

lich hoher Ordnung in ^ = 0, 1, c»; auch ist die Anzahl der Ver-

zweigungspunkte in jedem dieser Punkte unendlich.

Nähere Besprechimg der Kreishof/enf'ufur. Beim letzten Teile der

vorangehenden Überlegung haben wir keinen genügenden Beweis da-

für geliefert, daß die Kreisbogenfigur in der ;r- Ebene das Innere des

Einheitskreises wirklich ausfüllt. Ergänzen wir jetzt diese Lücke!

Dazu empfiehlt es sich, jenen Einheitskreis durch eine Halbebene zu

ersetzen, indem wir S so annehmen, wie in der

beigesetzten Figur angedeutet ist. Nun wollen

wir S zunächst bloß am Halbkreise spiegeln, wo-

durch ein Bereich entsteht, welcher am unteren

Rande von Kreisen mit dem halben Durchmesser

jenes Halbkreises begrenzt ist. Hierauf spiegeln

wir die Figur der beiden Dreiecke an jedem der

letzteren Kreise. Dabei haben die Kreisbogen,

welche die untere Begrenzung der neuen Figur

bilden, einen den halben Durchmesser ihrer Vor-

gänger wieder nicht übertreffenden Durchmesser, da

die Ecke iv = oo des Bereiches S ja in die Mitte

eines jeden der genannten Kreisbogen projiziert

wird. Jetzt wird die Gesamtfigur abermals an jedem

Kreise der unteren Begrenzung gespiegelt und eine

ähnliche Überleguncr bezüglich des Maximaldurchmessers der Kreis-

boo;en am unteren Rande angestellt.

Indem man dieses Verfahren fortgesetzt wiederholt und dabei

stets dafür Sorge trägt, daß die Dreiecke abwechselnd schraffiert

werden, erwächst ein Komplex von Kreisbogendreiecken, welcher

folgendermaßen beschaffen ist:

a) jedes Dreieck ist das Spiegelbild aller seiner Nachbarn;

b) die Dreiecke liegen alle im Halbstreifen:

40'
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-i^w<i, r>0,

und füllen diesen Bereich gerade einmal aus*);

c) jedes schraffierte Dreieck stößt nur an nicht schraffierte Drei-

ecke, und umgekehrt.

Jetzt bleibt nur noch übrig, diesen Komplex an seinen gerad-

linigen Begrenzungen zu spiegeln, wobei schraffiertes wieder in nicht

schraffiertes übergehen soll, und umgekehrt. Dieser Schritt soll gleich-

falls unbegrenzt wiederholt werden. So kommt schließlich die in

Aussicht genommene Figur zu Stande.**) Wir wollen die Funktion,

welche aus der Abbildung des Dreiecks S von Fig. 149 auf die Halb-

ebene erwächst, mit

w = P(z)

bezeichnen. Wie man sieht, ist P(^) eine lineare Funktion von ti/).

Wenn wir uns bei der obigen Konstruktion der geometrischen

Anschauung bedient haben, so geschah das doch nur der kurzen Aus-

drucksweise halber. Jeder der in Betracht gezogenen Bereiche läßt

sich arithmetisch durch Gleichungen und Ungleichungen zwischen den

Koordinaten seiner Punkte angeben, wie dies ja auch stellenweise ge-

schehen i.st. Wir dürfen daher den Beweis als einen strencren an-

sehen; denn hinsichtlich der Strenge eines analgetischen Beweises

handelt es sich doch nicht um ausführlich hingeschriebene arith-
TD

metische Ausdrücke, sondern vielmehr um eine Schlußweise, wobei

vor allem die einzelnen Glieder der Kette deutlich erkannt werden

und jeweils unmittelbar in arithmetische Formeln umgesetzt werden

*) Dabei werden allerding.s die Randpunkte der verschiedenen Dreiecke mehr-
fach erhalten. Indessen sollen auch diese nur einfach gezählt werden, sofern man nur
von den Eckpunkten absieht, welch letztere doch, gerade wie die Endpunkte des

Periodenstreifens der einfach periodischen Funktionen, S. 402, Anmerkung, je un-
endlichfach auftreten und im übrigen für die Zwecke der Funktionentheorie weiter

nicht in Betracht kommen. — Die hier gegebene Behandlung rührt von B 6 c h e r her.

**) Dieser Figur ist man zum ersten Male in der Theorie der elliptischen

Modulfunktionen begegnet. Aus der im Texte verwendeten Erzeugungsweise
derselben erhellt schon, daß jeder schraffierte Bereich in jeden anderen solchen

vermöge einer linearen Transformation:

cctv -{- ß
yw -\- S

übergeführt werden kann. In der Tat geht ein beliebiger schraffierter Bereich
aus S durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen hervor. Hierdurch wird aber
eine ausnahmslos ein-eindeutige und konforme Transformation der erweiterten
Ebene in sich ohne Umlegung der Winkel definiert, was seinen analytischen
Ausdruck in einer linearen Transformation findet: vergl. die Berichtigungen und
Zusätze, Kap. 7, § 10, Ende. Im übrigen sind die Koeffizienten a, . . . S ganzzahlig.
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können {KcaU/irif im Kleinen). Man stellt dünn der Logik anheini,

für die Gültigkeit der Gesamtsuliluliweise zu sorgen ( E.ralithcit im

Großen).

i? 14. Von der konformen Abbildung eines beliebigen einfach
zusammenhängenden Bereiches auf einen Kreis.

Wir sind jetzt in der Lage, folgenden allgemeinen Satz zu be-

weisen.

Theorem. Sei T ein heliehiger, endliclicr oder nnendliclier, ein-

fach Zusammenhängender Bereich, tcelcher jedoch mindestens zwei Rand-

pimlde haben soll.*) Dann läßt sich das Innere von T ein-eindeutig

und Tionform auf das Innere eines Kreises dhhilden.

Wir mögen uns T so denken, daß der Punkt oo am Rande

liegt. ]\lit Rücksicht auf die Entwicklungen von § 9 handelt es

sich um den Existenzbeweis für die Green sehe Funktion von T. Zu

dem Zwecke schicken wir folgenden, von Harnack hciTührenden

Hilfssatz voraus.**)

Hilfssatz. In einem Bereiche S sei eine unendliche Folge har-

iiioniseher Funldionen u^, u^, gegeben, ivofür

in jedem Punlie von S ist. Außerdem soll u^ in einem /untren Punkte

A von S einem Grenzicerte zustreben, wenn n = oo wird. Dann lon-

vergiert n^ in jedem abgeschlossenen, ganz innerhalb S gelegenen Be-

reiche gleichmäßig.

Setzen wir zuvörderst:

(. ^'„ = ^'i + («2 - «i) +—\- 0*» - «« -l)

= w^ + «•., + h »•„.

Dann ist nach Voraussetzung:

w,^ ^0, n>\.

Um A wollen wir einen Kreis legen, welcher keinen Randpunkt von

S im Inneren oder auf seiner Begrenzung enthält, und dann w^^ in

demselben vermöge des Poissonschen Integrals darstellen:

•in

u- = ' W "'-^'
» 2 7tJ "H-— iar cos (d — i/') + r*

dt-

*) Hiermit sind die Fälle ausgeschlossen, daß T aub der ganzen erweiterten

Ebene resp. aus der ganzen eigentlichen Ebene besteht.

**i Harnack, Logarithmit^chrs Potoitial, S. 67.
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Nehmen wir noch die beiden Relationen hinzu:

c\ ^ a-— r* ^ a-\- r .

= a- — 2 ar cos (9

—

t/j) + r- ^ a — r' '

'2.71

WO M^ den Wert von w^ in Ä bedeutet, so finden wir hieraus mit

Rücksicht auf die Beziehuns TF^>0:

27?

n-= 2 7tJ "a — r ^ " a — r" -= 2 7

Darin liegt aber der Beweis der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (1)

für die Punkte des Kreises r <.R<ia, weil dort

» = ^a — R

ist und die Reihe positiver Glieder EM^ ja konvergiert.

Um den Beweis nun allgemein zu erbringen, genügt es offenbar

zu zeigen, daß die Reihe (1) in der Umgebung eines jeden inneren

Punktes P von S gleichmäßig konvergiert. Dies geschieht, wie folgt.

Man verbinde A mit P durch eine ganz innerhalb S verlaufende

Kurve, welche dann nach der Art und Weise von Kap. 9, § 1 mit

übereinander greifenden Kreisen bedeckt werden soll. Dem Voraus-

geschickten zufolge konvergiert dann die Reihe (1) sukzessive in

jedem dieser Kreise, und daher auch insbesondere in der Umgebung
von P, gleichmäßig. Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen.

Gehen wir jetzt zum Beweise des Hauptsatzes über. Indem wir

an den letzten Teil von Kap. 5, § 10 anknüpfen, entwickeln wir den

vorgelegten Bereich T nach Bereichen t^ und bilden für jeden der-

selben die Green sehe Funktion 11^, deren Pol stets in ein und dem-

selben Punkte liegen soll. Sei A=^ ein beliebiger innerer Punkt

von T. Dann wird er auch ein innerer Punkt von i^ sein, sobald n

nur eine bestimmte Zahl m übersteigt. Ich sage nun: n^ konvergiert

gleichmäßig in der Umgebung von A. Wir bemerken vor allem, daß

ist. In der Tat verhält sich

n — w -I- 1

w„n +

1

n J

von einer hebbaren Unstetigkeit in abgesehen, harmonisch in t^,

und da ferner «„ + 1 längs des Randes von f„ positiv ist, während u^^
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dort verschwindet, so nimmt jene Dillercir/, lauttM* po.sitive Randwerte

im Bereiche t^^ an. Daher bh'ibt sie im Inneren von
/,,

|)<)sitiv.

w. z. b. w.

Nach dem obigen Hilfssatze braucht man also nur nocli zu

zeigen, daß u^^ im Punkte A konvergiert. Damit der Beweis au

dieser Stelle leichter verständlich wird, will ich zuerst annr'hmen, daß

T im Endlichen liegt. Dann kann ich T mit einem Kreise umgeben,

wofür ich die Greensche Funktion U mit ihrem Pole in (i bilden

will. Indem ich jetzt die Differenz:

n

betrachte, ergibt sich ähnlich wie vorhin, daß diese Funktion in /„

harmonisch und positiv ist. Nach dem 1. Theorem von Kap. 1, § 7

konvergiert u^^ also im Punkte A. Hiermit ist auch dargetan, daß

u^ in jedem Bereiche ^,„, woraus nur der Punkt entfernt sein soll,

gleichmäßig konvergiert.O O o

Wir wollen den Beweis jetzt verallgemeinern, so daß er für

einen beliebigen Bereich T gilt, und zugleich auch so gestalten, daß

wir das Verschwinden der Grenzfunktion am Rande von T erschließen

können. Zu diesem Zwecke bedienen wir uns der im vorigen Para-

graphen aufgestellten Funktion:

IV = tis),

wodurch ja das Innere des Einheitskreises |^t' < 1 auf eine unendlich

vielblättrige Riemannsche Fläche mit Verzweigungspunkten in ^=0, 1, 3o

abgebildet wird. Wir wollen indessen den Bereich T nötigenfalls

einer solchen linearen Transformation vorab unterziehen, daß der

Punkt (X) entweder außerhalb des Bereiches, oder höchstens am Rande

desselben liegt. Andererseits ersetzen wir das Argument s jener

Funktion durch eine solche lineare Funktion von z, daß die beiden

endlichen singulären Stellen der neuen Funktion:

(2j IV = t{az -\-h)==t^{z)

in zwei willkürlich gewählte Randpunkte von T zu liegen kommen.

Im übrigen sei z^ der Index des Punktes 0, und sei

0': WQ=ti(Zo)

einer seiner Bildpunkte in der 2f- Ebene.

Nach diesen Vorbereitungen bilden wir uns die Greensche Funk-

tion U des Einheitskreises \/c\<l, deren P<d in 0' liegt, und über-

tragen dieselbe dann auf die .?- Ebene resp. -Fläche. Hiennit er-

halten wir ein logarithmisches Potential, welches auf jeuer Fläche

eindeutig ist und im Punkte logarithmisch unendlich wird:
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U=logy-\- cp(x, y),

wo cp(x, y) sich in harmonisch verhält. Außerdem nähert sich U
dem Grenzwert 0, wenn der Punkt (x, y) an eine der singulären

Stellen der Funktion t^{ß) heranrückt.

Wir wollen diese letzte Tatsache erst noch ausführlicher dar-

legen. Seien (x^, y^)^ (x^, y^, • • eine beliebige Folge von Punkten

mit der einzigen Häufungsstelle (a, h), wo letzterer Punkt eine Singu-

larität von t^(2) ist. Wir legen dann dem Punkte (x^, yj eine be-

liebige Bestimmung ?7„ der Funktion U bei. Und nun haben wir:

limC7„=0.

Denn der entsprechende Punkt

rückt ja dabei an den Rand des Einheitskreises \iv\= 1, — allerdings

im allgemeinen nicht an einen bestimmten Randpunkt desselben, es

ist vielmehr nur

M=GO

Dies ist ja am Erzeugungsgesetze der Riemannschen Fläche für

iv = t\s) sofort abzulesen.

Nach diesem Exkurs kehren wir nun zur Funktion U zurück.

Dieselbe ist zwar im schlichten Bereiche T unendlich vieldeutig.

Immerhin läßt sich ein Zweig davon kraft des Schlußsatzes von

Kap. 5, § 10 zunächst in t^, dann aber auch in T so bestimmen, daß

er, vom Punkte abgesehen, eindeutig und harmonisch ist, und

übrigens in logarithmisch unendlich wird. Unter U soll fortan

diese besondere Bestimmung verstanden werden. Endlich beachte

man, daß U durchweg positiv ist. Indem wir nunmehr die Differenz

bilden, erkennen wir ebenso wie im vorhin besprochenen speziellen

Falle, daß im Bereiche t^

u, < ü
ist. Hiermit sind die Bedingungen des Hilfssatzes erfüllt, und daher

nähert sich a„ einem Grenzwert y, wenn n = oo wird. Diese Grenz-

fuuktion g erweist sich auf Grund des 9*®" Satzes von § 4 als har-

monisch in T, vom Punkte abgesehen, in dessen Umgebung

g = log j + 0{x,ij)

ist. Dabei verhält sich $ in harmonisch. Endlich ergibt sieh,
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daß // den luuuhvert annimmt. In der Tat niiln-rt sich l' nach

dem Vorhemehenden dem Werte 0, wenn der Punkt (x . // ) dem
willkürlichen Randpunkte (a, h) /.ustrebt; andererseits ist aber

< ^ < U.

Die letzte Eigenschaft der Funktion // gestattet nocli die weit-

gehendste Verallgemeinerung. Im Anschlüsse an den obigen Exkurs

betreffend das Verhalten von l' in der Nähe des Punktes (r/, b)

seien nämlich jetzt i^x^, y^, [x.y, y^), • eine beliebige Folge innerer

Punkte von T mit der einzigen Häufungsstelle {a, b). Dabei soll

(«, b) ein willkürlicher Randpunkt von T sein, gleichviel ol» ein

Punkt (x, y) von T längs einer innerhalb T gelegener Kurve an

(«, b) heranzurücken vermöge. Dann haben wir stets:

\[mg{x^,y^) = 0.

Hiermit erweist sich g als die Greensche Funktion des Bereiches T.

§ 15. Der Picardsche Satz.

Wir haben bereits in Kap. 7, § 6 (8. Satz) den Weierstraßschen

Satz kennen lernen, wonach eine Funktion einer komplexen Veränder-

lichen in der Nähe einer wesentlichen singulären Stelle jedem vor-

gegebenen Werte beliebig nahe kommt, sowie auch die Enveiterung

desselben, welche sich auf die Existenz unendlich vieler, in der

wesentlichen singulären Stelle sich häufender Wurzeln der Gleichung

/(^) = C' bezieht, (a. a. 0., 9. Satz). Mit Hilfe der in § 13 aufge-

stellten Funktion
IV = P(s)

hat Picard einen Grad der Allgemeinheit erreicht, welcher dem

We.sen der Sache entspricht. Beginnen wir mit dem besonderen

Falle des Satzes, welchen auch Picard zuerst ])ehaudelte.

Der Picardsche Satz für ganze Funktionen. Eine ganze

Funliion G{z), irelclie nur leine Konskinte ist, nimmt jeden Wert,

liörlistens mit Ausnahme eines einzigen, ivirJcIich an.

Gesetzt, es gäbe zw^ei Werte, C und C", welche G{z' nicht an-

nimmt. Dann meidet die Funktion

\^) C'-C

die Werte und 1. Indem wir die in § 13 eingeführte Funktion

w = P{z)
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heranziehen, bilden wir die Funktion:

Diese ist zunächst unendlich vieldeutig. Indessen lassen sich ihre

verschiedenen Bestimmungen in der Umgebung einer beliebigen

Stelle z = Zq, da die Funktion (1) ja in diesem Punkte analytisch

ist und einen von und 1 verschiedenen Wert hat, zu einer Reihe

von eindeutigen Funktionen zusammenfassen, welche sich dort alle

analytisch verhalten. Infolgedessen gilt dies auch im Großen. Fassen

wir eine dieser Funktionen ins Auge, so haben wir eine ganze Funk-

tion vor uns, welche niemals einen mit negativem rein imaginären

Bestandteile behafteten Wert annimmt. Dies verstößt aber gegen den

oben zitierten Weierstraß sehen Satz von Kap. 7, §6, und hiermit

ist unser. Satz bewiesen.

Der soeben bewiesene Satz bezieht sich auf das Verhalten einer

Funktion im Großen, indem wir voraussetzten, daß die Funktion sich

in der ganzen eigentlichen Ebene analytisch verhält. Wir wollen

den Satz jetzt dadurch verallgemeinern, daß wir nur verlangen, daß

die vorgelegte Funktion, welcbe wir nun (p{s) nennen wollen, eine

wesentliche singulare Stelle, dieses Wort in der Bedeutung von Kap. 7,

§ (), S. 263 genommen, im Punkte ^ = a habe. Denken wir uns a

wieder als den Punkt oo, und bilden wir, unter gleicher Annahme

wie vorhin hinsichtlich C und C, die Funktionen (1) und (2). In-

dem wir die Umgebung des Punktes oo längs der positiven reellen

Achse aufschneiden und sie somit in einen einfach zusammenhängen-

den Bereich verwandeln, lassen sich die verschiedenen Bestimmungen

letzterer Funktion hiermit zu eindeutigen Zweigen zusammenfassen.

Es kann offenbar keiner derselben im nicht aufgeschnittenen Gebiete

eindeutig sein, deiin sonst könnte mau gerade so schließen, wie im

vorhin erledigten Falle. Setzen wir also einen derselben über den

Schnitt hinaus analytisch fort, so sehen wir, daß die Umgebung
eines Punktes Sq des doppelt überdeckten Gebietes auf die Um-
gebungen zweier getrennter Punkte iv^ und Wq abgebildet wird.

Mithin werden letztere beiden Umgebungen auch ein -eindeutig und

konform aufeinander bezogen, und zwar so, wie man sofort erkennt,

daß je zwei einander entsprechende Punkte ?r und -iv' vermöge der

Funktion

(3) IV == Pit)

zu zwei gleichen Werten von t führen. M. a. W. werden jene

beiden Umgebungen in der it?- Ebene auf zwei kongruente, in ver-
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schiedenen Blättern der /u ()\) ifihüv'iircu
^ über die /-Ebene aus-

gebreiteten Rieraaniischen Fläche belegene Bereiche abgebildet. Hier-

aus folgt aber, daß besagte Umgebungen linear auffinander bc/ogcii

sind

:

^ -' yir + (^

Wir schließen also, daß eine Reihe der Zweige von (2) (hirch die

Funktioualgleichung (4) linear miteinander verknüpft sind.

Wir müssen noch auf die Beschaffenheit der linearen Trans-

formation [4) näher eingehen. Was /Ainächst ihre Fixpunkte an-

betrifft, so ist klar, daß diese beide auf der reellen Achse lietren

müssen, da kein Punkt der oberen Halbebene ungeändert bleibt,

wenn wir nur von der identischen Transformation absehen, während

die reelle Achse in sich übergeführt wird. Aus letzterem Grunde

sind nämlich alle loxodromischen Transformationen von vornherein

ausgeschlossen. Aber auch die elliptischen sind unzulässig, deim

diese könnten ja höchstens die obere und die untere Halbebcne ver-

tauschen. Da bleiben also nur noch

a) die parabolischen:

—
z
= z + /'' resp. IC = IC -\- /.•;

b) die hyperbolischen:

""'^t^- =A '"~i\ Ä, reell, positiv und =- 1,

übrigj und diese wollen wir nun der Reihe nach besprechen,

ad a) Bilden wir uns hier die Funktion

2«/ 1 tni

^-jT":^^ bezw. g A-

"

wo iv sich auf jene linear verknüpften Zweige der Funktion (2) be-

zieht, so haben wir hiermit eine Funktion erlangt, die in den eigent-

lichen Punkten der Umgebung der Stelle 2 = <X) eindeutig und ana-

lytisch ist, deren rein imaginärer Bestandteil aber niemals negativ

wird. Mit diesem Widerspruch ist also Fall a) erledigt.

ad b) Hier gehen wir auch in ähnlicher Weise vor. indem wir

uns jetzt der Funktion:
2ni . IC—

n

log ir
jlogJ «0— tj

bedienen und daraus gleiche Schlüsse wie vorhin ziehen.

Das hiermit gewonnene Ergebnis wollen wir in einen Satz zu-

sammenfassen und zugleich auch ergänzen.
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Der allgemeiue Picardsche Satz. In der Umgehwmj einer

isolierten wesentlichen singulären Stelle s = a nimmt eine FunJdion

(f {s) jeden Wert, höchstens mit Ausnahme eines einigen, ivirMich an.

Hat (p{z) dagegen Pole, welche sich im PimMe z = a häufen,

während (f{z) sonst in der Umgebung dieses PimJctes analytisch ist*),

so gibt es höchstens stvei Werte, welche (p{z) in jener Umgebung nicht

annimmt.

Um den letzten Teil des Satzes noch zu beweisen, betrachten

wir die Funktion

wo C einen Wert bedeutet, welchen qp(^) nicht annimmt. Nach ge-

eigneter Erklärung des Wertes von ^{ß) in seinen hebbaren singu-

lären Stellen erhält man so eine Funktion, welche allen Forderungen

des ersten Teils des Satzes genügt und daher nur einen Wert

meiden kann. Hiermit ist der Beweis vollständig erbracht.

Die Funktion P{ß) entnahm Picard der Theorie der elliptischen

Modulfunktionen. Wie wir aber gesehen haben, gebraucht man nur

folgende Eigenschaften derselben: a) P(z) hat nur zwei getrennte

singulare Stellen im Endlichen; b) es gibt einen Bereich in der

«(•-Ebene, den die Funktion iv = P{ß) nicht betritt; und endlich

c) irgend zwei Zweige der Funktion, welche beide in der Umgebung

ein und desselben Punktes betrachtet werden, sind linear miteinander

verknüpft.

§ 16. Über die Uniformisierung analytischer Funktionen.

Wenn wir es mit einer mehrdeutigen Funktion zu tun haben,

empfiehlt es sich meist, dieselbe durch eindeutige Funktionen dar-

zustellen. So dient beispielsweise die Riemannsche Fläche vor allem

dem Zwecke, einen Bereich zu schaffen, in welchem eine vorgelegte

vieldeutige Funktion eindeutig wird. Ein anderer Fall ist der in

Kap. 8, § 13 behandelte, wo eine analytische Funktion:

w = t\z)

einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung in z = a hat. Hier

gelang es uns, die Bestandteile eines der Funktion zugehörigen Werte-

paares {iv, z) vermöge zweier eindeutiger Funktionen eines Para-

meters t auszudrücken:

= a + t"\ w = ^{i).

*) Nach der Definition von Kap. 6, § 5 muß qp (i;) dann im genannten Be-

reiche notwendig eindeutig sein.
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Doch o-alt diese Daistelluno; nur im Kleinen, also für eitn-ii l».'

schränkten Teil des Detinitionsbereiches der Funktion. Dagegen sind

schon von der Integralreehnuii^ her «ijevvisse Kh-issen von Funktionen

bekannt, wobei es möglich ist, die Funktion iji ihrem Gesamtverlaufe

durch eindeutige Funktionen zur Darstellung /u bringen, — zu nnl-

formisieren, wie man sich wolil auszudrücken jjtiegt. Handelt es sich

beispielsweise darum, das Integral:

/ B{x,ya^— x^) dx,

wo B eine rationale Funktion bedeutet, dureh elementare Fuid<tionen

auszuwerten, so stellt man zunächst x und ]/a^

—

x^ durch rationale

resp. eindeutige trigonometrische Funktionen eines Parameters / dar:

_ -lat _a{l — t-)

beziehungsweise:

X =^ a sin /, y = a cos t.

Im Anschlüsse hieran gil)t es folgende Verallgemeinerungen:

a) Die rationalen Kurven. Sei

(1) fix, y) =
die Gleichung einer irreduzibelen algebraischen Kurve, welche die

Maximalzahl von Doppelpunkten besitzt. Dann wird in der algebrai-

schen Geometrie gezeigt, daß sich die Koordinaten eines beliebigen

Punktes derselben mit Hilfe zweier rationalen Funktionen:

X==^(p(t), y = il'(t),

darstellen lassen, derart, daß jeder Wert von t einen Punkt (x. y)

der Kurve liefert, während umgekehrt jedem Punkte der Kurve ein

und nur ein Wert von t entspricht.

b) Die aJfiehraisehen Kurven vom Geschlechte 1. Hat die Kurve

(1) dagegen einen Doppelpunkt weniger als jene Maxiinalzahl, so ist

keine rationale Darstellung mehr möglich, wohl aber eine Darstellung

vermöge doppeltperiodischer Funktionen. So kann man etwa zwei

rationale Funktionen zweier Argumente finden, wofür die Formeln:

die Kurve vollständig darstellen. Dabei liefert jeder Wert vmi /

wieder einen Punkt [X, y) der Kurve, aber jetzt entsprechen einem

willkürlichen Punkte der Kurve unendlich viele Werte /. Die Be-

ziehung wird indessen wieder zu einer ein-eindeutigen, wenn wir f

auf ein Periodeuparallelogramm der Funktion spii) beschränken.
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c) Die allgemeinen algehraiscJieii Kurven. Hat die Kurve (1)

noch weniger Doppelpunkte als in den Fällen a) und b), so kann

man sie immer noch uniformisieren, indem man sich jetzt eindeutiger

automorpher Funktionen bedient; Satz von Poincare und Klein.

Unter einer automorplien Funldion versteht man nämlich eine Funk-

tion f{z), welche gewisse lineare Transformationen in sich zuläßt:

^c-f:-o-/»
Darunter subsumieren sich als einfachste Beispiele die gewöhnlichen

periodischen Funktionen, sowie die Funktionen mit raultiplikativer

Periode, vergl. Kap. 10, § 9.

Hiermit wird der Gedanke nahe gelegt, das allgemeine analytische

Gebilde, iv=f\z), vermöge eindeutiger Funktionen darzustellen.

Diese Aufgabe hat auch Poincare in Angriff genommen und in ge-

wisser Weise gelöst. Wir wollen noch zum Schlüsse über seine

Untersuchung referieren. Indem wir wiederum an die Funktion

iv = t(is) von § 13 anknüpfen, nehmen wir drei Punkte z = a,b, c

willkürlich an und bilden uns die Funktion:

deren Eigenschaften aus denjenigen von t(2) leicht zu erkennen

sind. Andererseits breiten wir, den Bedürfnissen der Funktion f(2)

entsprechend, eine Riemannsche Fläche über die ^- Ebene aus, doch

sollen dabei auch die Punkte «, h, c mit zu den singulären Punkten

der Fläclie gezählt werden, welche übrigens, wie folgt, beschaffen

sein soll. Wir denken uns einen schlichten Bereich der ^- Ebene, in

welchem sich eine Bestimmung von /"(^) analytisch verhält, und

lassen ihn dann stetig wachsen, bis er an einen singulären Punkt

der Funktion f(0) resp. an einen der drei Punkte a, h, c stößt, über

einen solchen Punkt soll er nicht hinaus, sondera sich darum herum-

winden, sofern dies möglich ist. Aber wir müssen jetzt noch eine

Eigentümlichkeit der im Werden begriffenen Fläche berichten, indem

zwei Blättern, welche übereinander greifen und im gemeinsamen Be-

reiche ein und demselben Funktionszweige entsprechen, nicht ge-

stattet wird, sich wie gewöhnlich zu einem einzigen Blatte zu ver-

einigen, vielmehr sollen sie geti'ennt nebeneinander herlaufen. Das

hat nun zur Folge, daß nicht nur die Verzweigungspunkte v'on /"(^),

sondern auch Pole und isolierte wesentliche singulare Stellen, sowie

möglicherweise die Punkte a, h, c zu Verzweigungspunkten der Fläche
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Anlaß gebeil, und zwar sinil Uiese Ver/woi<fun<f.spuiikte alle v(»n un-

endlich hoher Ordnung. Dagegen hat diese Fläclie einen großen Vor-

zug, sie hängt nämlich einfach zusammen. I)aher können wir sie

auch mittels einer Reihe einfach berandeter, einander sukzessive um-

fassender mehrblättriger Flächen ti,t,--- darstellen, ähnlich wie der

schlichte Bereich T in Kap. 5, § B und § 10 nach Hereiclien t^ ent-

wickelt wurde, für deren jede dann die Existeir/. der Tireenschen

Funktion k^^ feststeht. Von hier ab schließen wir älmlich wie in

§ 14. Zunächst ist klar, daß in jedem Punkte voji /*,,, den Punkt

natürlich ausgenommen,

ist. Andererseits sei ir^ ein ßildpuukt, welchen die Funktion (2i für

den Pol der Greenschen Funktion i<^^ liefert, und man bilde die

Greensche Funktion (' des Eiuheitskreises JM^I^l, deren Pol in /r^

lieo-t. Überträü-t man letztere dann auf die soeben herj^cstellte Fläche,

SO wird U dort, vom Punkte und eventuell auch von anderen,

über gelagerten Punkten anderer Blätter abgesehen, wo U unend-

lich wird, wie log 1 ';•, eindeutig und harmonisch sein, woraus wir

schließen:

Demnach nähert sich ii„ einem Grenzwerte u, und zwar konvergiert

ii^ gleichmäßig in einem willkürlichen Bereiche G, welcher nebst

seinem Rande in der Fläche lieg-t und den Punkt nicht umfaßt.

Dabei darf jedoch ein Randpunkt (auch ein isolierter Randpunkt)

von G sein. Denn ii^ konvergiert gleichmäßig in jedem vorgegebenen

t^^^, sofern der Punkt erst dai-aus entfernt wird, und m kann ja

stets so genommen werden, daß /„, jenen Bereich G umfaßt. Des

weiteren erkennen wir auf Grund des 9'^° Satzes von ^ 4, daß auch

die partiellen Ableitungen cujcx und cujdy in G gleichmäßig kon-

vero-ieren. Denken wir uns daher G als einfach zusammenhängend

und bilden wir die zur Greenschen Funktion w„ konjugierte Funktion

— „ dx -\--— dy,

(a,b)

WO {a, h) einen von verschiedenen Punkt von G bedeutet, so kon-

vergiert die in G eindeutige analytische Funktion:

gleichmäßig gegen eine auch in G analytische Gn'ii/.funktion:

Z=e-''-",
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wo , ^

/du ^ ,

du -,— K— «x + ^- dy.
oy ' dx -J

(a,b)

Ich sage nun: die Funktion Z nimmt niemals den gleichen Wert Ä
in zwei getrennten Punkten der Fläche an. Es genügt offenbar, dies

bloß für den Bereich G zu zeigen. Im übrigen dürfen wir voraus-

setzen, da die Punkte der Fläche, in denen Z einen bestimmten Wert

annimmt, isoliert sind, daß Z den genannten Wert Ä am Rande von

G meidet, denn sonst könnte ja G ein wenig abgeändert werden,

damit solche Randpuukte im Innern des Bereichs mit aufgenommen

werden. Der Beweis der Behauptung ergibt sich unmittelbar aus

folgendem allgemeinen

Lehrsatz: In einem Bereiche S der Iwmplexen z-Ebene sei

<p{s,n) für jeden ganzzahligen Wert des Parameters n eine analytische

Funliion von z, irelche überdies am Rande von S stetig ist.*) Ferner

möge (p{z,n) beim Grenzübergänge n = oo gleichmäßig honvergieren

;

wid endlich soll die Grenzfunktion:

(p{z) = \\vix(p{z, n)

am Hände von S nicht verschwinden. Dann stimmt die Anzahl der

in S befmdliclien Wurzeln von (p{z) mit derjenigen der Wurzeln von

cp(z,n) für alle über einer bestimmten Grenze gelegenen Werte von

n: n ^ m, überein.

Die Anzahl der in Rede stehenden Wurzeln wird nämlich nach

Kap. 7, § 11, 3. Satz durch das Integral:

1 rcp'{z)dz
_^ J_ rcp'{z,n)dz

27ciJ (f{z)
^' 2niJ (p{z,n)

c c

gegeben, wobei die Integration über den Rand von S zu erstrecken

ist. Nun haben wir:

(p{z,n) = (p{2)^tn,

(p'{z,n) = (p\z)+ t'n,

wobei

sobald nur n ^ m genommen wird. Daher ist

qp' (g, n) ^ qp'(g) + Sn'

(p{Z, n) (p{z) + tn
'

I

*) An Stelle der besonderen Menge a = n mit der Häufungsstelle a = oo
kann eine beliebige Menge mit der Häufungsstelle cc = ä treten, ähnlich wie

in Kap. 7, § 5, 6. Satz.
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(p'{2,n) (p'{z) _ V(^)S^' — fp'[^)k^

woraus wir erkennen, daß die Differenz der Werte der obi<;en Inte-

grale bei geeigneter Wahl von »/ weniger als 1 beträgt. Da diese

Differenz aber ganzzahlig ist, so muß sie eben gleich sein, und

hiermit ist der Satz bewiesen.

Wir haben beim vorstehenden Beweise stillschweigend un"e-

nommen, daß der Rand C von S so beschaffen ist, daß darüber inte-

griert werden kann, sowie daß <p'(j3, n) am Rande stetig ist und

in S gleichmäßig konvergiert. Beides braucht nicht zuzutreffen. In

dem Falle kann man aber S nach dem Satze von Kap. 5, § '» in Be-

reiche t^ entwickeln, um dann ein geeignetes tf. an Stelle von S
treten zu lassen.

Hiermit ist gezeigt, daß jene unendlich vielblättrige Fläche auf

einen schlichten, innerhalb des Einheitskreises
|
^ < 1 gelegeneu

Bereich vermöge der Funktion

ein- eindeutig und konform abgebildet wird. Ob dieser Bereich in

dessen das ganze Innere des Kreises ausfüllt, tritt durch die voraus-

gehenden Entwicklungen nicht zu Tage. Wir wissen aber, daß er

nachträglich auf einen Vollkreis konform bezogen werden kann,

vergl. § 14. Es hat sich also schließlich ergeben, daß die über dii-

^-Ebene ausgebreitete Fläche vermöge einer Funktion

z = (p{t)

auf das Innere des Einheitskreises ^
|
< 1 konform bezogen weiden

kann, und daher wird die vorgelegte Funktion:

w = f{z)

vermöge der in jenem Kreise analytischen Funktionen

(3) z = 9(t), '^- = /[?' (^'1 = ^(0

uniformisiert.

Über diese Lösung ist nun noch folgendes zu bemerken. Wenn

es mindestens drei Punkte gibt, in denen kein Zweig von f{2) sich

analytisch verhält, so kann man die Punkte «, h. c in diese verlegen

und damit eine Uniformisierung von folgender Beschaffenheit er-

halten: die Formeln (3) stellen lauter Punkte des analytischen Ge-

bildes tv = f{z) vor. und umgekehrt: ist

ein beliebiges Funktionselement im Sinne von Kap. i>, ij3, so gibt

Osgood, yunktionentheorie. II. *» 1
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es einen Punkt t = t^, derart daß zwischen den in der Umgebung
der Stelle (iVq, ^^j gelegenen Punkten {iv, z) des analytischen Ge-

bildes ir = f(z) und den in der Umgebung von t = t^ befindlichen

Punkten der ^-Ebene eine ein-eiudeutijTe Beziehung herrscht. Doch ist

selbst in diesem Falle nicht stets alles geleistet, was nach den am
Eingange des Paragraphen besprochenen vorbildlichen Fällen zu er-

warten war. Denn die Pole, sowie diejenigen Verzweigungspunkte

endlicher Ordnung, in denen f\z) endlich bleibt oder höchstens einen

Pol hat, werden ja mit zum analytischen Gebilde gerechnet, diesen

entsprechen aber keine Werte von t, wofür sich die Funktionen (3)

analytisch verhalten oder einen Pol haben. Das kann offenbar auch

zur Folge haben, daß die in Rede stehende Uniformisierung der

analytischen Funktion iv = fls) nur eine lückenhafte Uniformisierung

der Umkehrfunktion liefert.

Wenn dagegen obige Bedingung nicht erfüllt ist, so wird die

Uniformisierung stets lückenhaft, da es dann immer einen Punkt z^

geben wird, — und es kann deren unter Umständen auch unendlich

viele geben, — in welchem ein Zweig von /"(^) sich analytisch ver-

hält, ohne daß diesem Punkte ein Wert von t entspräche, in dessen

Umgebung die Formeln (3) jenen Zweig uniformisieren.

1



Nachtriii::(' und |{('richti?;nnfi:en.

A) Der Argaudsche Beweis des Fundamcntalsat zoh der Alffchra.

Sei

6^(2) = «,»^" + «, + + «,M «0 + 0,

ein beliebiges Polynom. Dann ist G (z)
\

eine stetige Funktion von x, ij

(2 = X -\- yi), welche beim Grenzübergange 2 = OO unendlich wird und daher

notwendig im Endlichen ein minimum niinimorum erreicht. Sei z^ ein I'unkt,

wofür letzteres eintritt. Es muß dann

G^ (^0) !

= ^ '^^^ somit G (Zq) =
sein. Wäre nämlich

|
G (z^) > 0, so ziehe man die durch die Funktion

w = G (z)

definierte konforme Abbildung in Betracht. Dabei geht die schlichte Umgebung
von Zq in eine schlichte Umgebung von ic^ = G (Zo) resp. in eine Winduugs-

Häche um letzteren Punkt über. In beiden FäUen gibt es aber Bildpunkte »r,

(leren Abstand vom Punkte w = weniger als w,,
\

beträgt, also dement-

sprechend Werte z, wofür
\
G{z) <C G (Zf,) [

ist, was der Voraussetzung bezüg-

lich Zg zuwiderläuft. Hiermit ist der Beweis erbracht.

Bei Argand fehlen die exakten Stetigkeitsbetra'htungen der modernen

Analysis, während andererseits die Einzelheiten seines Beweises durch die Me-

thode der konformen Abbildung abgekürzt werden.

oder auch

B) Konforme Abbildung eines Toms auf ein Rechteck.

Indem wir die Gleichungen des Torus in der Form ansetzen:

X = (a -\- b cos 0) cos qp

,

y = (fl
-\- b cos ö) sin qp

,

z = bsine,

ds- = dx- -\- dy^ -\- dz^

= b^dd^ 4- (a + fc cos0)-f?(jp-

b^dd-

findeu wir:

ds'
\(a

+ d<p'),

Fig. 150.

M = {a -\- b cos 0)*.

\{a -\- b cosdy

Dementsprechend erhalten wir eine konforme Abbildung der genannten King-

fläche auf ein Rechteck der (^, tj)- Ebene, indem wir setzen:

also;

Dabei soll

1 =
2b

bdd

Ya' — b'

a -{- b cos

arc tang 1/ —

dri = dcp,

:r<0<rr,

tan - -

0<qp<2:r

1] = (f.

sein, was zur Folge hat, daß

icb

j/a* — b'
<l< 7t&

Va* - 6*
< 7) < 2:r.

41<
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Hiermit ist der Torus auf ein Rechteck abgebildet, dessen Seiten im Ver-

hältnisse b : y«* — 6* zueinander stehen, woraus ersichtlich ist, daß ein Recht-

eck von beliebiger Gestalt durch einen geeigneten Torus zu erhalten ist.

Wir können jetzt einerseits, den Entwicklungen von Kap. 8, § 15 zufolge,

eine zweiblättrige Rieniannsche Fläche mit vier auf einem Kreise gelegenen

Verzweigungspunkten eiu-eindeutig und stetig und, von den Verzweigungs-

punkten abgesehen, konform auf einen Torus beziehen, sodaß also letzterer als

Normalfläche für die zu jenem algebraischen Gebilde gehörigen Funktionen

dienen kann. Andererseits übertragen sich hiermit die Wärme- und Elektrizitäts-

strömungen von Beispiel 1, S. 534 auf geschlossene Strömungen auf dem Torus,

welche gar keine Quellpunkte oder sonstige Singularitäten aufweisen.

C) Weitere Nachträge.

S. 24, Aufgabe 3: Man füge noch die Worte hinzu: „Die zu ?/ = f{x) in-

verse Funktion x = (p(y) ist dann eindeutig und läßt eine stetige Ableitung:

zu."

Kap. 5, § 10, Ende: Aufgabe. Man zeige, daß eine unendliche Reihe,

welche in der Umgebung eines jeden Punktes eines abgeschlossenen Bereichs

gleichmäßig konvergiert, auch im ganzen Bereiche gleichmäßig konvergiert.

S. 223, letzte Zeile: Man füge noch die Worte hinzu: „Im übrigen heißt

die Transformation I) parabolisch. Sie läßt nur den Punkt ^^ ungeändert."

Kap. 7, § 10, Ende: Zusatz: Wird die erweiterte Ebene (resp. die Kugel)

ausnahmslos eiu-eindeutig und konform in sich übergeführt, so läßt sich diese

Verwandlung vermöge einer linearen Transformation auedrücken.

Berichtigungen.

S. 42, Z. 15 V. 0., statt „die Funktion f{x, y) . anschließt" lies: ,,die im Innern

des Bereiches stetige Funktion f{x, y) in jedem Randpunkte einen Rand-

wert annimmt".

S. 183, § 3, Überschrift: statt „Veränderung" lies: „Änderung".

S. 224, Z. 6 V. u., statt „9t = ^"'" lies: „91 = ^e"'".

S. 255, Z. 11 V. 0., die Wörter: „Das untere Zeichen ... f{z) = const." sollen

gestrichen werden.

S. 287, Z. 10 V. u., das Wort „Die" ist zu streichen.

S. 318, Aufgabe 7), statt {z — b^h lies {z — c^^^K

S. 321, Z. 7 V. u., die Wörter „rechts von z = — 2" sind zu streichen.

S. 337, Fig. 88, — arc « ist durch — \ arc a zu ersetzen.

S. 343, § 10, als Überschrift lies: „Die Riemannsche Fläche für die Umkehrung
einer allgemeinen rationalen Funktion."

S. 349, Z. 4 V. u. (im Texte), statt e''~'^'^ lies e''~^^^

S. 361, Z. 6 V. u. (im Texte), statt „Quadrats" lies: „Rechtecks".

S. 416, Z. 4 V. u. (im Texte), statt ,,ihrer" lies: „seiner".

S. 433, Z. 14 V. u., statt „multiplilater" lies: „multiplikativer"

.

S. 449, Z. 4 V. u., statt qp^ (s) lies: z^(p^{z); Z. 3 v. u., statt qi,,{z) lies: ^r*qp.,(a);

Z. 2 V. u., statt (p^{z) lies: Z(p^{z).

S. 533, Z. 22 V. 0., statt
.,gegen die Kräfte-" lies: „von den Kräften".

i
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Abbildung zweier Flächen aufeinander,

56;

— eines Quadrats auf eine Strecke,

161;

— einer Kugel auf einen Zylinder,

201;

cf. auch konforme Abbildung.

Abel, 77.

abgeschlossen, 12, 32, 42.

Ableitung, 19;

Beispiele stetiger Funktionen ohne —

,

20;

vorwärts, rückwärts genommene — , 149;

— einer komplexen Funktion, 187;

— einer Punktmenge, 474.

absolut konvergente nnendliche Produkte,

460.

absoluter Betrag, 172.

Abschätzung von
\
A-\- B , 174 bis 176

;

— eines bestimmten Integrals, 239;

— von f{z) , f'"^fz)',, 255;

— des Restglieds in der Taylorschen

Reihe, 268;
— der Koeffizienten der Taylorschen

und der Laurentschen Reihe, 255,

288, 297.

abzählbar, 157;

— Mengen, 157;

Abzählbarkeit der Funktionswerte, 383.

Achse, reelle, rein imaginäre, 172;

— eines Quellpaares, 538.

Addition, 169.

Additionstheorem für e', sin z, cos z, 212,

213;

— für enz, 393;

algebraisches — für die periodischen

Funktionen, 409, 427, 428;

— für e-^, 491;

Definition der Exponentialfunktion auf

Grund ihres — , 515;
— für sin x, cos x, 502, 507

;

Additionstheorem, Bestimmung der Funk-
tionen sin X, cos X auf Grund ihres

.

-, ^10;
— für t{z), 451;
— für

\f>
{z), 455.

Ähnlichkeilstransformation, 196, 221.

Algebra, Fundamentalsatz der, 185, 256,

629.

algebraische Irrationalitäten, Abzählbar-

keit derselben, 159;

— Funktionen, Kap. 8, §§ 11, 14, 384;

Merkmale —r Funktionen, 354;
— Kurven, 362, 624.

allgemeine Potenz, 218, 385.

alternierendes Verfahren, 601.

Ames, 131.

analgtisch in einem Punkte, Intervalle,

Bereiche, längs einer Kurve. 89,

1«9, 275, 582, 583; cf. auch ana-

lytische Funktionen, analytische Fort-

setzung, analytisches Gebilde.

analytische Fortsetzung, 370;

— — längs einer Kurve, 371;

— — durch übereinander greifende

Kreise, 372;

Sätze über — — , 373;

— — vermöge einer Funktional-

glcichung, 391.

analytische Funktionen, reelle, 89;

komplexe — — , 189;

monogene — — , 376;

monogenes — —system, 380;

Detinitionsbereich einer — — , 380.

analytisches Gebilde, 377.

Änderung des Arcus einer stetigen Funk-

tion, 183.

Aunäherungskurren im Falle gleich-

mäßiger und ungleichmäßiger Kon-

vergenz, Kap. 3. [sehe, 479.

Anschmiegungssatz , der Mittag-Letfler-

Ärizahl der Wurzeln und Pole in einem

gegebenen Bereiche, 282;
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Anzahl der Wurzeln der Grenzfunktion,

626.

anziehende blassen, 176.

Arbeit, als Potentialdifferenz, 533.

Arcus, 172.

arc cos z, 218, 340.

arc sin z, 217, 340.

arc tang z, 218, 338.

Argand, 629.

Arithmetisierung des Kurvenbegriffs, 120

;

— eines ebenen Bereichs, 148;

— Riemannscher Flächen, 368.

assoziatives Gesetz, 169, 170.

Auflösung einer Gleichung resp. eines

Funktionensystems , cf. implizite

Funktionen.

AufpunJd, 533.

ausgezeichneter Punkt, 312.

außerivesentliche singulare Stelle, 261.

automorphe Funktionen, 624.

B
bedingt, aber gleichmäßig konvergente

Reihe, 76.

Bereich, Definition eines Bereiches S, 42

;

Definition eines Bereiches c, 106, 148;

Definition eines Bereiches T, 124;

regulärer — , 148;

einfach zusammenhängender — , 144;

mehrfach zusammenhängender— , 145;

Darstellung eines — durch eine un-

endliche Reihe von Teilbereichen,

128;

Zerlegung eines — in Teilbereiche

von normalem Typus, 148;

Zusammenstellung eines einfach zu-

sammenhängenden — aus Teil-

bereichen von normalem Typus, 154;

Integral einer reellen eindeutigen

Funktion m einem mehrfach zu-

sammenhängenden — , 114.

Bernstein, 161.

Bestandted, reeller, rein imaginärer, 172.

bestimmtes Integral, reelles, 17;

komplexes — — , 236;

Stetigkeit einer durch ein dar-

gestellten Funktion, 84, 240;

Kriterium für letztere, 86;

Differentiation eines unter dem
Integralzeichen, 87, 240;

Konvergenzkriterium für uneigentliche

, 30;

Berechnung reeller — — , 245;

bestimmtes Integral, Fundamentalsatz be-

treffend komplexe — — , 260;

cf. auch Integral.

Betrag, absoluter, 172.

Beziehung der Potential- zur Funktionen-
theorie, 591.

Bliss, 131.

Bocher, 6, 106, 186, 460, 507, 545, 555,

565, 560, 575, 592, 614.

Bolza, 586.

Borchardt, 412.

Borel, 161.

Bouquet, 185, 319, 417.

Bradshaw, 487.

Briot, 185, 319, 417.

Burkhardt, 6, 234, 392.

Cantor, 159, 160.

Cauchy, 48, 185, 242, 245, 251, 282,

287;

Cauchy-Riemannsche Differentialglei-

chungen, 190;

Cauchy-Taylorsche Reihe, 287, 292,

475.

cn M, 392.

cos X, Definition von — auf Gi'und der

Differentialgleichung -^^ -)- t^ = 0,

500.

cos z, 213.

cotang X, 518.

cotang z, 291, 442, 518.

coupure, 379.

cosec z, 438, 443, Aufgabe 3.

Curtiss, 565.

D
Darl)oux, 178.

Darstellung eines Bereiches durch eine

unendliche Reihe von Teilbereichen,

128;

— einer Funktion in der Umgebung
des Punktes oü, 275;

— einer Funktion in der Umgebung
eines Yerzweigungspunktes, Kap. 8,

§ 13;

— doppeltperiodischer Funktionen

mittels der J- und der j.?-Funktion,

449;
— einer ganzen Funktion durch ein

unendliches Produkt, 470;

Integral— einer harmonischen Funk-

tion, 550;
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Darstellung einer harmoniachen Funktion
vermöge der Greenschen Funktion,

Ö53

;

— cintT harmonischen Funktion ver-

möge einer unendlichen Reihe, 573

bis 076;
—

• einer Funktion durch Reihen, Pro-

dukte,cf.ii'<;/ifc'iWi"/(o*(/ einer Funktion.

J)efi)iiti(iiishe)rich einer Funktion, 3, 380;

eindeutige Funktionen mit vorgegebe-

nem — , 481.

Dehnnuf] der Ebene, "221.

Demartres, 516.

Bieder, 333.

Diff'erentialgleichunrien, lineare, 390, 507;

Diflerentialgleichung für eine statio-

näre Strömung. 527.

TH/fcroitialkoef/izieiit, cf. Ableitung.

Differentiation einer unendlichen Reihe,

81, 258;

— eines bestimmten Integrals unter

dem Integralzeichen, 87, 240;

Kriterium für dieselbe, 87

;

— eines Kurvenintegrals, lUO.

Dini, 48, 283.

Dirichlet, 1;

das Thompson-Dirichletsche Prinzip,

599.

distribittires Gesetz, 170.

Division, 171.

dn u, 392.

domaine, 127, Anm.
doppeltperiodische Funktionen, 396, 399;

Definition —r — , 399;

— —
• zweiter Ordnung, 418;

mit den — — verwandte Funktionen,

433;

Herstellung —r — durch unendliche

Reihen, 444:

Darstellung —r — mittels der J- und

der v'-Funktion, 449;

Integral einer — — , 454.

Doppelpunkt, 363.

Doppel})yramide, 333.

Doppelverhfiltn is, 233

.

Drehung der Ebene, 221

:

— der Kugel, 234.

Dreieck, Abbildung eines — auf einen

Kreis, 362.

Durege, 263.

E
«, , e, , fj, 447.

€*, 496, 515, 523.

f-, 192, 211, 311, 338, 515 bis 517, 523
i- Methode, tvpiHche Fülle der, 15. 1(5.

fj, 1]', 449.

J'Jckrn un<l S])it/,ei) am Rande Itcim kon-
formen Abbildungsproljlenie, 597.

eigettüiche Grenze, cf. Grenze;

das — Unendliche, 6, Anm.
eindeutige analytische Funktionen . Kaji. 1 1

,

§§ 9 bis 14.

Findeuligkrifsthenrein in fler Theorie der

analytischen Fimktionen, 270;

— in der Potentialtheorie, 540.

einfach periodisih, 398;

Funktionen, 401.

einfach zusammenhängend, 144.

Einheitskreis, 172.

Einheitswurzeln, 174, 315.

Einschachfelung der Intervalle und lii-

reiche, Methode der, 15;

Hauptsatz betreffend die — , 26.

Eleklrizitütsstriimuugen, 530; cf. auch

stationäre Strömungen.

Element einer analytischen Funktion 37s.

elementare Fu}iktionen, Kap. \1.

Elimination, 385.

elliptische Funktionen, 391, 412 Anm •

cf. doppeltperiodische Funktionen.

elliptisches Integral, 351, Kap. 8, § 15.

elliptische lineare Transformation, 223,

endlich, 11; [225, 227.

eine Funktion bleibt endlich in einem

Punkte resp. Bereiche, 182

;

Bedingung, daß ein Integral in einem

Verzweigungspunkte — bleibt, 351.

Endpunkte eines Periodenstreifens, Son-

derstellung der, 402.

Entwicklung eines Bereichs in Teil-

bereiche, 12S;

— einer Funktion in eine Potenz-

reihe, 287, 289;

— einer Funktion im Punkte "V, 288;

— eines Zweiges einer Funktion nach

rationalen Funktionen bezw. Poly-

nomen, 482;

— einer Funktion nach fortschreiten-

den Potenzen einer linearen Funk-

tion, 475;

ein allgemeiner — satz, 518;

Reihen- und Produkt—en, Kap. 1 1

;

— einer zusammengesetzten Funktion,

288;

cf. auch periodische und harmonische

Funktionen, sowie cotang.T, cotangr.
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Krgichigkrit, ö35.

Erhaltung der formalen Gesetze, 493.

erweiterte Ebene, 274.

erzeugende Transformationfn der all-

gemeinen linearen Transformation,

•205.

J'.'rzeugung linearer Transformationen

durch „Transformation", 231.

Euler, 392.

Existenzsäize für einen Grenzwert, 24

bis 30;

— für implizite Funktionen, 48 bis 56;

Existenzsatz für ganze Funktionen mit

vorgeschriebenen Wurzeln, 467;

Existenzbeweis für die f/' Wurzel

einer reellen Zahl, 492;

— für die Lösung der Kandwertauf-

gabe in der Potentialtheorie, 600.

Expo}tcntialfi()ikti(»i, cf. e^ , e~

.

Faden, dehnbarer, als Integrations- resp.

Fortsetzungsweg, 114.

Eixpunktc einer linearen Transformation,

224, 231.

/onnule Gesetze, Erhaltung der, 493.

Fortsetz II )i,g, stetige, 37 ; cf. analytische—

.

Fotiriersche Beihenentwicklung , 406,

408.

Fresnelsche Integrale, 249.

Fricke, 233, 234.

Fiindainentalhereich oder -räum, 401

;

Behandlung der einfach periodischen

Funktionen vermöge konformer Ab-

bildung ihres — , 404;

konforme Abbildung des Perioden-

parallelogramms auf eine zwei-

blättrige Fläche, 421

;

eine auf dem — fußende Definition

der periodischen Funktionen, 431.

Fundainentalsatz derAnalysis situs, 140;

— der Algebra, 185, 256, 629.

FuuJäion; A) reelle Funktionen; Begriff

einer — , 1 bis 3, 36, 38;

—en mehrerer reellen Yariabelen, 38

:

implizite —en, 47;

—Systeme, 52 bis 56:

Umkehrung eines —Systems, 55;

mehrdeutige —en, 36, 156;

B) komplexe Funktionen; rationale

— en, 179, 277—280;

—en einer komplexen Größe, 180;

analytische — en, 189, 376;

Funktion, lineare, 196 (cf. auch lineare

Transformationen);

mehrdeutige — en. 307, 342, 347;

Verhalten einer mehrdeutigen — in

einem Verzweigungspunkte, 347;

—en auf einer gegebenen Riemann-
schen Fläche, 349;

gerade, ungerade —en, 389, Aufgabe 2;

—en mit vortretendem Faktor, 435;

—en mit Periodizitätsmodul, 435;

x-fach periodische — en, 400;

automorphe — en, 624;

C) cf. ferner rationale, analytische,

algebraische, trigonometrische, perio-

dische, doppeltperiodische, elementare,

eindeutige analytische Funktionen,

sowie die Exponentialfunktion und
log X, log z.

Funktionselement, 378.

Funktionalgleichuug, Permanenz einer,

389; "

analytische Fortsetzung vermöge einer

— , 391;

fix) + fiy) = f(/h 489, 498;

fix) fiy) = fix + y). 211, 491, 498;

—en für die allgemeine Potenz einer

reellen Zahl, 492, 494; cf. auch 219:

— für a^^ und log ic, 498

;

Bestimmung der Funktionen sin x,

cos X auf Grund ihres Additions-

theorems, 510;

das gleiche für e' , 515.

Eunktiontnsystem , monogenes analyti-

sches, 380.

r{z), 250, 391.

ganze rationale Funktion, 278;

— transzendente Funktion, 288; mit

vorgeschriebenen Wurzeln, 467, 470.

Gauß, 64, 186, 467, 577, 600.

Gehietseiiiteilung der Ebene, Methode

der konformen Abbildung Riemann-

scher Flächen vermöge, 322, 332.

Gebilde, monogenes analytisches, 377.

gemeinsamer Teiler, 278.

Genocchi, 48.

geographische Karten, 198, 217.

gerade Funktionen, 389, Aufgabe 2.

Geraden, die oo^ — des dreidimensio-

nalen Raumes, 307.

Geschicindigkeitspotential, 532.
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(h'set:, cf. assoziatives, distributiri's,

koiiuuHtatives.

(jlatf, 122.

gleichberechtigt, 281

.

gleich Ullißige Stetigkeit 14 bis lö, 183;

— Konvergenz einer unendlichen Reihe,

72, 75, 78, 258:

— Konvergenz eines unendlichen Pro-

duktes, 461;

Kriterium für die — Konvergenz einer

unendlichen Reihe, 75;

ein Satz betreffend — Konvergenz,

518;

— Konvergenz harmonischer Funktio-

nen, 5G9.

gleichverziceigt, 350.

flliediveise Integration einer unendlichen

Reihe, 78, 258;

Kriterium für dieselbe, 80;

— Ditt'erentiation einer unendlichen

Reihe, 81, 258;

Kriterium für dieselbe, 83;

— Differentiation einer unendlichen

Reihe harmonischer Funktionen,

571.

Godefroy, 503.

Goursat, 178, 186, 298.

Green, 600;

Greensche Funktion, 252, 551;

Darstellung einer harmonischen Funk-
tion vermöge der Greenschen Funk-
tion, 553:

Greenscher Satz der Integralrechnung,

102.

Grenze bei reellen Zahlen, 3:

eigentliche — , 6:

— im komplexen Zahlensysteme, 181,

348;

obere, untere — , 13:

cf. auch natürliche Grenze.

GrenzfäUe bei den linearen Transfor-

mationen, 231.

Grenziihergang, einseitiger, 5:

zweidimensionaler — , 38:

doppelter — , 66, 68, 79, 81;

Entstehung eines Quellpaares (Polesi,

sowie höherer Motoren aus Punkt-

qucUen resp. einfachen Motoren

durch — , 541;

cf. auch Grenze.

Grenzwert, cf. Grenze;

unendlicher — , 5 bis 6

:

der — e, 25;

Grii/.<e, komplexe, 168.

größter Wirt, cf. maximum, sowie nhrrr

Grenze.

Gravitation, 533.

Gruppe, 208, 233.

H
Halbstrahlen, 133.

Hankcl, 91.

harmonischr Funktionen, 524:

eine Funktion verhält sich — in einem
Punkte resp. Bereiche, 543:

— im Punkte OQ, 562;
— Fortsetzung, 576;
—. Fortsetzung über eine analytische

Kurve hinaus, 580:

— Fortsetzung vermöge des Symmetrie-
prinzips, 587.

Harnack, 164, 615.

Hi'iufnngsstelle, 32.

Hauptfeil einer Funktion in einem P'de.

272, 275.

Hauptwert des Logarithmus, 307.

hebbare Singularilnt, 10, 261.

Hermite, 178, 253, 436.

Herstellung doppeltperiodischer Funk-
tionen durch unendliche Reihen,

444.

Herumintegrieren, Methode des. 2si^

412.

Hubert, 121, 601.

Huntington, 171.

Hurwitz, 120.

hyperanalytisch, 95.

hyperbolische lineare Transformation,

223, 225, 226.

hypoanalytisch, 95.

ideale Elemente, 273.

identisch gleich, 278;

— es Verschwinden einer Funktion, 278.

Jdentitätssatz, 270, 278, 286;

cf. auch Eindeutigkeitstheorein.

Ikosaeder, 333.

im Endlichen, 32.

im Großen, 36;

ein Satz betreffend die konforme .\b-

bildung — — , 327.

im Kleinen, 36;

konforme Abbildung durch eine ana-

lytische Funktion , Kaj». 6, «5 8.

implizite Funktionen, 47, 346.
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das /-

Inhalt von Punktmengen, 164.

inkomjjressibele Flüssigkeiten, 530;

cf. auch stationäre Strömungen.

Inneres einer geschlossenen Kurve, cf.

Fundamentalsatz der Analysis situs.

innerer Punkt einer Menge, li'3;

innere Nurmale, 145.

innerhalb, ..der Bereich S' liegt — Ä",

43.

Integral einer analytischen Funktion,

243, 244, 350;

das — JPdx -f Qdy, 101;

unbestimmtes — , 244;

du j ,

du
TT— ax 4- -— ay, 254;
dy ^ ex ''^

konforme Abbildung vermöge —

e

rationaler Funktionen, 334;

—e von Funktionen auf einer Riemann-
schen Fläche, 349;

— einer doppeltperiodiechen Funktion,

454;

— darstellung einer harmonischen

Funktion, 550;

cf. bestimmtes Integral, Kurvenintegral,

Integralforniel, Integralsatz.

Integralformel, die Cauchyscbe, 251.

Integralsatz, der Cauchysche, 242.

Integration einer unendlichen Reihe,

cf. gliedweise.

inverse Funktionen, cf. Umkehrftmktion.
Irrationalzahlen, Nicht- Abzählbarkeit

der, 159.

Irreduz ibilität einer algebraischen Glei-

chung resp. einer Riemannschen
Fläche, 357.

isogonale Verwandtschaft, cf. konforme
Abbildung.

isolierte singulare Stellen einer Funktion,

cf. singidäre Stellen.

isothermische Kurven, 529.

isotrope Substanz, 525.

Jacobi, 400, 436;

Jacobische Determinante, 53.

Jordan, 56, 120, 131, 246, 400;

Jordansche Kurve, 120.

K
Karten, geographische, 198, 217.

kinematische Behandlungsweise der li-

nearen Funktion. 220.

Kirchhoff, 534.

Klein, 223, 233, 234, 319, 333, 334,

338, 401, 533, 541, 624.

kleinster Wert, cf. minimum, sowie untere

Grenze.

Kneser, 283, 586.

kommutatives Gesetz, 169, 170.

komplexe Zahlen, 168.

konforme Abbildung, 61— 65, 196;

— — einer Kugel auf eine Ebene,

199; [201;

— — einer Kugel auf einen Zylinder,

— — eines Kreissektors auf einen

Halbkreis, 208;

eines Winkels auf die Halbebene,

208;

— — eines Kugelzweiecks auf die

aufgeschnittene Vollkugel, 209;

— — eines Rechtecks auf einen Kreis,

359; [362;

— — eines Dreiecks auf einen Kreis,

— — eines Periodenstreifens auf die

volle Ebene, 402;

— — eines Periodenparallelogramms

auf eine zweiblättrige Riemannsche

Fläche, 421; [629;

— — eines Torus auf ein Rechteck,

der Umgebung einer analytischen

Kurve auf die Umgebung einer ge-

raden Strecke, 584;

— — vermöge Integrale rationaler

Funktionen, 334;

— — vermöge des Logarithmus, 215;

— — der Umgebung des Punktes OC',

276;

— — in einem Verzweigungspunkte,

313, 314, 351;

in denVerzweigungsschnitten,309

;

— — eines einfach zusammenhängen-
den Bereichs auf einen Kreis, 594,

615;

Behandlung der einfach periodischen

Funktionen vermöge — — ihres

Fundamentalbereichs, 404;

ein Satz betreuend die im Großen,

kongruent, 401. [327.

konjugiert, 20-i, 530, 546.

Kontinuum, das zweidimensionale, 123.

Konvergenz, cf. Grenze; gleichmäfsige —

,

cf. gleichmäßig;

wahrer — kreis, 284.

Kräftefeld, 533.

Kreisbogendreiecke, 611.
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Krrt'sscharcii bei einer linearen Trans-

formation, 2"jr).

Kreissektor, cf. AhhildiDif/.

Kreisvericandtschaft der Ebene, '204, 207

;

— der Kugel, 234.

Kugel, konforme Abbildung einer —
auf einen Zylinder, 201;

konforme Transformationen einer —
in sich, 2.'!4;

Zentralprojektiun einer — auf einen

Zylinder, 235;

mehrfach überdeckte ^. 310.

Kurven, reguläre, 43, 121:

Jordansche — , 120;

einfache — , 120;

algebraische Kurven, 362;

analytische Fortsetzung längs einer —

,

37^;

cf. auch Kiirvenintef/rale, Maumkurven.
Kurveninte(jrale, 96, 98, 99;

Stetigkeit eines — , 100.

Incet, 326.

lacunärer Baum, 379.

Lagra n g e sehe Interpolationsformel, Ver-

allgemeinerung der, 480.

Laplacesehe Differentialgleichung, 65,

253, 524, sowie überhaupt Kap. 13.

Laurent, 295, 296;

der Laurentsche Satz, 295;

die Laurentsche Reihe, 296;

Analogon derselben in der Potential-

theorie, 561, 575.

L egen dresche Relation, r, co'—tj'«^ 2nri,

449.

Leipziger Vorlesung (Klein), 319, 334,

338.

limes, cf. Grenze.

lineare Transformationen, 196, 205, 220,

231, 630;

— — in kinematischer Behandlungs-

weise, 220;

Erzeugung von — — durch Trans-

formation, 231

;

einer Riemannschen Fläche, 336.

cf. auch Entwicklung einer Funktion

nach fortschreitenden Potenzen einer

linearen Funktion, 475;

Liouville, 255, 412.

log X, 487.

log Z, 214;

Riemannsche Fläche für — , 307.

logaritli in ischeu l'olrtdml, ö2h, ^..wic

überhaupt Kap. 13.

logarilhniischcs Residuum, 2^\.

loxndromische lineare 'J'ransfonnation,

223, 228.

M
Mächtigkeit, 158, 160, 161. 162.

Magnetismus, 533.

Massen, anziehende, 176, 533.

maximum, Beispiel einer stetigen Funk-
tion ohne — , 13;

— einer stetigen Funktion, 13;

Satz vom — und Minimum in der

Potentialtheorie, 545.

mehrdeutige Funktionen, cf. Funktionen,

mehrdimensionaler Raum, 32, 44.

mehrfach überdeckte Kugeltiäche, ."tlO;

— e Punkte algebraischer Kurven, 364;
— zusammenhängende Bereiche, cf.

Bereich.

Menge, 31;

—lehre, Kap. 5;

cf. abzahlbar.

Mercator. 199, 201.

Merkmale einer rationalen Funktion,

280;

— einer algebraischen Funktion, 354.

merkwürdiger Funkt, 312.

Methode der Einschachtelung der Inter-

valle und Bereiche, cf. Einschachte-

lung der Intervalle und Bereiche;

— des Herumintegrierens, 281, 412.

minimum, Beispiel einer stetigen Funk-

tion ohne — , 13;

— einer stetigen Funktion, 13;

Satz vom Maximum \md — in der

Potentialtheorie, 545.

Mittag-Leffler, 471, 474, 479.

Mittelwertsatz für die Integralrechnung,

18;

— für die Differentialrechnung, 22

bis 24, 44;

der Weierstraßsche und der Darboux-

sche — für komplexe Integrale,

177, 178;

Analogon des — in der Funktionen-

theorie, 267; dasselbe in der Poten-

tialtheorie, 580;

— in der Potentialtheorie, 544.

Modell einer Riemannschen Fläche, 324.

Modul einer komplexen Zahl, 172.

Modulfigur, 612.
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Moebius, 204.

Moivrescher Satz, 174.

monogene analytische Funktion, 376, 380

;

— analytisches Gebilde, 377;

— analytisches Funktionensystem, 380

;

Beispiele spezieller — analytischer

Funktionen, 383;

— harmonische Funktionen, 577.

Moore, 121, 303.

Morera, 252, 256, 593.

Multiplikation, 170.

multiplikative Perioden, 433.

Murphy, 601.

N
Nachharschaft, cf. Umgehung.

Nähe, cf. Umgehung,
natürliche Grenze, 379, 386, 586.

Neumann, 601.

Newton, 365;

Newtonsches Potential, 528.

n-fach periodische Funktionen, 400.

nicht-abzählhar, 159.

nicht-analytische Funktionen, reelle, 89

bis 95.

nicht-aufgelöste Funktionen, 47, 346.

Nicht - Euklidische Bewegungen des

Raumes, 234.

nimmt einen Wert /i:-mal an, 271;

— einen Wert im Endpunkte eines

Periodenstreifens an, 404.

Niveaukurven, 529, 578;

— der Greenschen Funktion, 588.

Normale, innere, 145.

Nullpunkte einer Funktion, cf. Wurzeln.

ohere Grenze, 13, 33;

cf. auch maximum.
Oktaeder, 333.

Ordnung eines Punktes, 134;

— einer Wurzel, 271, 275;

— eines Poles, 272, 275;

-r- einer doppeltperiodischen Funktion,

418;
— eines Verzweigungspunktes, 310,

812;

— einer Wurzel resp. eines Poles in

einem Verzweigungspunkte, 348,

350;
— eines Poles im Endpunkte eines

Periodenstreifens, 404.

Osgood, 72, 84, 121.

P (z), 446.

parabolische lineare Transformation, 223

{Nachtrüge und Berichtigungen), 229.

ParaUelversch iehung der Ebene, 221, 231.

Parameter, Abhängigkeit eines bestimm-

ten Integi-als von einem oder meh-
reren — , 84 bis 89, 100;

—darstellung in einem Verzweigungs-

punkte, 351.

parfait, 127, Anm.
Partialhruchzerlegiing der rationalen

Funktionen, 279;
— einer periodischen Funktion, 436;
— von cosec z, cotang z usw., 438,

443;
— der doppeltperiodischen Funktionen^

450;
— allgemeiner Funktionen (Mittag-

Lefflerscher Satz) Kap. 11, § 10.

Peano, 48, 121.

Peirce, 218, 294, 534.

perfekt, 32.

periodische Funktionen, Kap. 10;

Definition einer — — , 397;

einfach , 398;

Behandlung der einfach — — ver-

möge konformer Abbildung ihres

Fundamentalbereichs, 404;

direkte Behandlung der einfach
,

410;

Reihenentwicklungen für — — , 405,

411;

mit den verwandte Funktionen,

433;

w-fach , 400;

cf. auch doppeltperiodische Funktionen.

Periode, 213, 235;

multiplikative — , 433;

—n von sn u, 395;

primitive — , 398;

primitives —paar, 399;

Definition einer — , 397;

— streifen, 401;

konforme Abbildung des ^streifeiis

auf die volle Ebene, 402;

Sonderstellung der Endpunkte eines

—Streifens, 402.

Periodenparallelogramm, 399

;

konforme Abbildung des — auf eine

zweiblättrige Riemannsche Fläche,

421;

cf. auch Fundamentalbereich.



Namen- und Sachrepfiator. •iaj»

PeriodizitätsmodiilH , 117;

Vcrhiiltnis der — eines elliptischen

Intcrrrals erster Gattung, 178;

Funktionen mit — , \'^b.

Ih'nnancnz einer Funktionalglcicbung,

])Ii!/sil:alische Hypofhcsr bezgl. Wiirnie-

strömungen, 52(5.

Fi Card, 474, 598, 619;

der Picardsche Satz, 619.

Poincare, 624.

Poi ssonsehcs Integral, 553.

Pol, 261, 272, 275;

nzahl der —
Bereiche, 282

— in einem Verzweigungspunkte, 348;
— im Endpunkte eines Perioden-

streifens, 404;

Entstehung eines — durch Zusammen-
rücken zweier Punktquellen, 536;

Entstehung von —en höherer Ordnung
durch Zusammenrücken einfacher

Pole, 539;

cf. auch Quellpaar.

Polynom, 278.

positive Tangente, 145.

Potential, logarithmisches, 528;

Xewtonsches — , 528;

cf. auch überhaupt Kap. 13.

Potenz einer komplexen Zahl, 173.

gebrochene und irrationale — einer

reellen Zahl, 493;

cf. auch aUgcmeine Potenz.

Potenzreihe, gleichmäßige Konvergenz

einer, 77, 285;

—satz, 76;

gliedweise Differentiation einer —

,

84;

allgemeine Sätze über — , 283.

primitive Pei-ioden, 398;
— Periodenpaar, 399.

Pringsheim, 1, 106.

Prinzip der Erhaltung der formalen Ge-

setze, 493.

Produkt, cf. unendliche Produkte.

Projektion, stereographische, 199.

Ptolemäus, 199.

Punkt eines w-dimensionalen Raumes,

32;

der — cc, 273;

—menge, 31;

—quelle, 535;

cf. auch ('mgifiinig, l:ii)i/i>iii,f .\l,

hililinig, Kntuickhiiig.

Punkt inrngr, 31.

I'unkftfudle, 535.

Quadrat, Abbildung eines — jhI turf

Strecke, 161.

Quellpaar, 538.

QuerfichniU, 114, 142.

Quotientensatz, 290.

K
Jx'and eines Kontinuums, 125;
— stück, 142;

—punkte eines Kontinuums, welche
nicht auf stetigem Woge zu er-

reichen sind, 126;

cf. auch Randwert.

Randwert, 42;

— aufgäbe der Potentialtheorio, 600;

Lösung derselben für einen analyti-

schen Raud. 608.

rationale Zahlen, Abzählbarkeit der-

selben, 157;

— Punkt, 158;

— Funktionen, 179, 277— 2f<ii;

konforme Abbildung vermöge der

Integrale — r Funktionen, 334;

Merkmale — r Funktionen, 2(<0.

Raumkurven, 366.

Rausenberger, 435.

Rechteck, Abbildung eines -- auf einen

Kreis, Torus, 359. 629.

reelle Zahlen, Nicht-Abzählbarkeit der-

selben, 159.

reguläre Kurven, cf. Kurven.

Reihenentwicklungen, cf. Entu-iflluna.

Residuum, 280 bis 283, 413:

logarithmisches — , 281;

— in einem Yerzweigungspunkte. 350

;

Verschwinden des — in einem Ver-

zweigiingspunkte, 351.

Restglied der Cauchy-Taylorschen Reihe,

287.

Riemann, 10, 17, is, 262, -IM. 37C..

550, 577, 591, 594;

cf Rieinannsche Fläche.

Riemann sehe Fläche, 309. MO, Aiim.

sowie überhaupt Kap. 8:

- — auf der Kugel, 310;

aie für w = log z, 307, 338;

die für w = ."'. 311;



640 Namen- und Sachregister.

Hiemannsche Fläche, die — — für

eine gebrochene Potenz einer ratio-

nalen Funktion, 315;

die — — für die Funktion «;, wo
ic^ — 3w = z, 319;

die — — für die Funktion tv . wo
w* — in- = z, 331;

die — — für die Funktion ir =

/
dz

z-'—l
334:

die — — für arc tan r, 338;

die — — für die Umkehrung einer

allgemeinen rationalen Funktion,

343;

die — — für eine allgemeine alge-

braische Funktion, 345;
— — für Raumkurven, 366;

Arithmetisierung einer — — , 368;

lineare Transformationen einer
,

336.

Kall escher Satz, 22, 176.

Rotation, cf. Drehung.

Eückkehrschn itt, 142.

Runge, 482.

S
a (z), 451.

Schilling, 538.

Schleifen, 325, 332.

Schlömilch, 294, 394.

Schnittpunkte, Anzahl der — zweier

Kurven, 365.

Schoenflies, 120, 131.

Schwankung, 13.

Schwarz, 557, 581, 601.

sec 2, 443, Aufgabe 4.

Segre, 366.

Sektor, cf. Abbildung.

Serret, 46.

Sigmafunktion, 451.

sin X, Definition von — auf Grund der

Differentialgleichung —% -|- ?/ ^ 0,

500.

sin s, 213, 341:

unendliches Produkt für — , 464, 522.

singulare Stellen einer reellen Funktion,

9—12;
— — einer komplexen Funktion, 261,

378;

singulare Linien, 266;

cf. auch Pol, hebbare Singularität,

tvesentliche singulare Stelle, Ver-

zweigungspunkt, natürliche Grenze.

Sinn, positiver, negativer, 99, 100;

Integration in positivem — , 99, 100.

147.

Spezies, vier, 169.

Spiegelung am Kreise, 202;

—punkt, 204;

harmonische Fortsetzung vermöge —
am Kreise, 587.

Spitzen und Ecken am Rande beim
konformen Abbildungsproblem, 597.

sn u, 392, 418.

Sonderstellung der Endpunkte eines

Periodenstreifens, 402.

stationäre Ström mifjen von Wärme,
Elektrizitiit, inkompressibeler Flüs-

sigkeiten, Kap. 13, §§ 1, 2; der

zweidimensionale Fall, 528.

statische Elektrizität, 533.

Staupunkte, 540.

stereographische Projektion, 199, 274.

Stetigkeit, Definition der, 8;

—Sätze 12 bis 19, 34 bis 36;

gleichmäßige — , 14 bis 15;

— einer Funktion mehrerer reeller

Veränderlichen, 42;

Kriterium für die — einer unendlichen

Reihe, 72, 258;

— einer durch ein bestimmtes Integral

dargestellten Funktion, 84;

Kriterium für dieselbe, 86;

— und Diö"erentiierbarkeit eines Kur-

venintegrals, 100;

— einer komplexen Funktion, 182;

— am Rande eines Bereiches, 42, 183:

— in einem Verzweigungspunkte, 348.

Stolz, 250, 512.

Strecke, 131;

Abbildung einer — auf ein Quadrat,

161.

Strömung der Punkte der Ebene, 221

bis 231;

—linien, 529;

cf. auch stationäre Strömungen.

Subtraktion, 170.

Symmetriep)-inzip, harmonische Fort-

setzung vermöge des, 587.

symmetrisch in Bezug auf eine Kurve,

586.

T
tan X, 514.

tan z, 214, 291, 443.
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Tay lorscher Lehrsatz mit Restglied für

reelle Fiiuktionen, 23.

Ti'iJioHi der elliptischen Funktionen,

4-20, Aufgabe 1; 426.

l'hompson, das Thompson-Dirichlet-

sche Prinzip, öOO.

Tonis, konforme Abbildung eines —
auf ein Rechteck, 629.

Transformation durch reziproke Radien,

202;

lineare — , cf. lineare Transformation;
— der Kugel, 205, 234;

Prozeß der — , 231.

trigonometrische Fmiktioneu , cf. sin z,

sin X, cos z, cos x visw., sowie

Kap. 12, §§ 5 bis 9.

U
('berlafitrung von Strömungen, .542.

t'fer eines Querschnitts, 116.

f'mgebung, 31;

— des Punktes OO, 274;

konforme Abbildung letzterer, 276.

t 'mhüllungshurve, 388.

f'mkehrfiinktion, 55, 630;
— einer allgemeinen rationalen Funk-

tion, 343;

cf. auch L'mkehriDig eines Funktionen-

si/stems.

I'mkehrimg eines Funktionensystems, 193.

unbestimmtes Integral, 244;
— — einer periodischen Funktion,

432.

unendlich, 5, 6, 39;

— Reihen, cf. Konvergenz, gleich-

mäßig, gliedweise ;

eine Funktion u:ird — , 182; cf. Pol;

der Punkt oc, 273;

— ferner Bereich der Ebene, 273;
— ferne Punkte eines Periodenstreifens,

403;
— verzögerte Konvergenz, 69;

das eigentliche — , 6, Anm.;
cf. auch unendliche Produkte.

unemlliche Produkte, 456;

absolut konvergente — — , 460:

gleichmäßig konvergente — — , 461;

Kriterium für die gleichmüßige Kon-

vergenz eines — — , 463;

— — für sin z, 6{z) usw., 464, 522.

rnendliche, das eigentliche, 6, Anm.
ungleichmäßige Konvergenz, an Bei-

spielen erläutert, 69 bis 72, Ix, 79;

ungleichmäßige Konvergniz einer l'utcnz-

reihe, 77
;

cf. auch ghichmäßigr Konn rgcit:.

Ungleichungen für komplexe Zahlen,

175. 176.

r'ny7'or»jmVrMwr/ analytischer Funktionen,
622.

unstetig, Beispiele er Funktionen,
9 bis 12;

— Lösungen der Funktionalgleichung

n^)f{y) = f{x + y), 499;

cf. auch singulare Stellen.

Unstetigkeit, cf. singulare Sfrllm.

untere Grenze, 13, 33;

cf. auch mittimum.

V
Veblen, 131.

Vektor, 168.

Verhalten einer Funktion im Punkte 'X),

274;

— einer mehrdeutigen Funktion in

einem Verzw^eigungspunkte, 347.

Verknüpfung, 168.

Vertatischbarkeit von Parameter und
Argument bei der Greenschen Funk-

tion, 568.

Verzu-eigungspunkt, 310, 312;

— unendlich hoher Ordnung, 310;

— endlicher Ordnung, 312;

Verhalten einer mehrdeutigen Funk-

tion in einem — , 347;

Parameterdarstelluug in einem —

,

351;

Abbildung in einem — , 353;

Analogon eines — im Falle einer

algebraischen Kurve, 363.

Verzweigungsschnitt, 310.

vierdimensionaler liaum, 307.

vollständiges Diff'irential, 104, Anm.

Voß, 199.

^\

wahrer Konrcrgenzkreis, 284, 37s.

Wärmeströmung, das allgemeine Problem

der, 525;

cf. auch stationäre Strömungen.

Weber, 367.

Weierstraß, 2l, 75, 177, 263, 292,

376, 377, 380, 398, 446. 451, 460.

467, 478, 601;

- sches Kriterium für gleiclunäßine

Konvergenz, 75;

—scher Reihensatz, 257.
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Wendepunkt, 363.

Wert einer Funktion im Punkte oc. 275.
n-esentliche simjuläre Stelle, 263, 275;
^resentliche süirjuläre Stelle in einem

Verzweigungspunkte, 34«

;

im Endpunkte eines Perioden-
streifens, 404.

Wiener, C, 21.

Wilson, 499.

Windungsinmkf
, cf. Verziveigungspunlt

Winkel, 132;
^ ^

—treu, cf. isogonale Vermmdtschnfi,
konforme Ahhildung

;

Definition des Maßes eines — , 508;
konforme Abbildung eines —'auf die

Halbebene, 208.

Wirheipunkte, 536.

Wurzeln einer komplexen Zahl, 173;— einer Funktion resp. Gleichuncr
J70;

""

Anzahl der — in einem gegebeneu
Bereiche, 282;

die ^-te — einer reellen Zahl, 491;— m-iex Ordnung in einem Ver-
zweigungspunkte, 348

:

Anzahl der — der Grenzf.mktion,
626.

X
X", 497.

Z
z">, 208.

t{z), Additionstheorem für —, 451
Zahlen, cf. rationale, algebraische,'kom-

plexe Zahlen, Irrationalzahlen;
die Zahl oc-, cf das eigentliche Un-

endliche.

Zentralprojeklion einer Kugel auf einen
Zylinder, 235.

Zerlegung eines Bereichs in Teilbereiche
von normalem Typus, Kap. 5, § 9;— eines Polynoms in Primfaktoren'
278.

'

— einer ganzen Funktion in Prim-
faktoren, Kap. 11, § 9.

zusammengesetzte Funktionen, Reihen-
entwicklung derselben, 288.

zusammenhängi nd, 1 23.

Zusammenrücken von Polen, Staupunkten,
539 bis 541.

Zusammenstellung eines einfach zusam-
menhängenden Bereichs aus Teil-
bereichen von normalem Typus, 154.

Zweig einer Funktion, 378; cf. auch 309;— einer algebraischen Kurve 364
365

;

Entwicklung eines — einer Funktion
nach rationalen Funktionen bezw.
Polynomen, 482.

Zylinder, konforme Abbildung eines —
auf eine Kugel, 201;

Abbildung eines — auf eine Kugel
durch Zentralprojektion, und eine
starre Bewegung des ersteren, 235.
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